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LE DEROULEMENT DU CONCOURS 1973

EPREUVES PREPARATOIRES (écrit)
Les épreuves préparatoires ont eu lieu aux dates suivantes :

Composition de Mathématique Générales : mercredi 9 mai de 8 heures & 14 heures
Composition d'Analyse : jeudi 10 mai de 8 heures & 14 heures
Composition de Mathématiques Appliquées: samedi 12 mai de 8 heures a 14 heures.

La composition de Mathématiques Appliquées comprenait trois options : analyse numérique,
mécanique, probabilité, les candidats étant tenus de préciser 1'option de leur choix lors de

leur inscription au concours.

Les listes d'admissibilité ont été affichées au Ministeére de 1l'Education nationale et au
Lycée Saint-Louis & Paris :
- 1le 15 juin 1973 vers 15 heures pour 1'agrégation féminine

- le 21 juin 1973 vers 12 heures pour l'agrégation masculine.

EPREUVES DEFINITIVES (oral)
Les épreuves définitives se sont déroulées & Paris :

- au Lycée Montaigne et & partir du jeudi 21 juin pour 1'agrégation féminine
- au Lycée Jean de La Fontaine et & partir du jeudi 28 juin pour 1'agrégation masculine.

Les résultats définitifs (liste d'admission a 1'agrégation, listes des équivalences
accordées des épreuves théoriques du C.A.P.E.S. ou des épreuves complétes du C.A.P.E.S., ont
été affichées au Ministere de 1'Education nationale et aux Lycées Montaigne ou Jean de La Fontaine:
- le mercredi 25 juillet vers 16 heures pour 1'agrégation féminine
- le lundi 30 juillet vers 11 heures pour 1'agrégation masculine.

STATISTIQUES DIVERSES

Candidats Candidates

Nombre de postes mis au concours 170 134
Nombre de candidats inscrits (1) 1474 + 22 % 839
Nombre de candidats présents a la lre épreuve 1239 + 19 % 724
Nombre de candidats ayant terminé 1'écrit 1 143 + 16 * 653
Nombre de candidats déclarés admissibles 332 + 1% 162
Nombre de candidats admis & 1'agrégation 136 + 1x 78
Nombre d'équivalences accordées des épreuves théoriques

du C.A.P.E.S. 15 14
Nombre d'équivalences accordées des épreuves compléetes

du C.A.P.E.S. 5 3

. Les pourcentages dés abstentions totales se montent & 15,6 % pour l'agrégation masculine,
a 13,7 % pour 1l'agrégation féminine ; ils étaient de 14 % en 1972, de 15 % en 1971,

Les pourcentages des abandons en cours d'écrit sont de 8,2 % pour 1l'agrégation masculine,
de 9,8 % pour 1'agrégation féminine ; ils étaient de 13 % et 11 % en 1972, de 15 % et 10 % en
1971, Il est intéressant de remarquer que pour l‘'agrégation masculine 33 candidats seulement ont
abandonné apres la composition de Mathématiques Générales, soit 2,6 % des candidats présents a
cette épreuve ; en 1972, le pourcentage était de 1'ordre de 8 %. La méme remarque peut &tre faite
pour l'agrégation féminine oll les nombres correspondants sont respectivement 37 et 5,1 %. Ce
résultat est dii trés probablement au choix du texte de la premiére épreuve.

Par contre le pourcentage (5,4 %) des abandons entre la 2e et la 3e épreuve est comparable
a celui (5,3 %) constaté en 1972.

(1) 1'astérisque désigne les candidats étrangers




REPARTITION ENTRE LES OPTIONS

Analyse numérique Mécanique Probabilité
Hommes Femes Hommes Femmes Hommes Femmes
Ont composé 510 (51) | 277 198 (3) 81 451 (19) 295
é Admissibles 160 (47) 69 (27) 42 (3) 16 (1) 131 (17) 77 (19)
%E Admis 78 (34) 37 (15) 8 (2) 5 (0) 51 (14) 36 (13)

(Entre parenthéses est indiqué le nombre des candidats appartenant aux Grandes Ecoles)

STATISTIQUE SUR LES ADMISSIBLES AYANT PRESENTE DES CONCOURS ANTERIEURS

Présentés Admis
Hommes Femmes Hommes Femmes
Non admissibles déja 49 18 12 5
Admissibles une fois 89 41 33 20
Admissibles deux fois
au moins 24 11 5 6

SITUATION UNIVERSITAIRE DES AGREGES

Les candidats et candidates sont séparés en 11 groupes désignés par les abréviations
suivantes :

UouJ : Eleves de 1'E.N.S. Ulm ou de 1'E.N.S. Jourdan

Cou F : Eléves de 1'E.N.S. Saint-Cloud ou de 1'E.N.S. Fontenay

T : Eléves de 1'E.N.S.E.T.

A . Assistants de Faculté

P.C. . Professeurs certifiés

C.0. . Professeurs ou assistants en congé ou au Service National

C.P.R. : Professeurs stagiaires de C.P.R.

I.P.E.S: Eleves des I.P.E.S.

E : Etudiants

D . Personnel autre que les certifiés et enseignement privé

Et. : Etrangers
CANDIDATS

U C T A P.C. C.0. {C.P.R |LPES| E D Et.
Inscrits 31 16 29 60 384 107 | 331 155 | 199 | 162 22 |1 496
Admissibles 27 16 24 25 46 23 54 48 52 17 1 333
Admis 21 15 14 T 8 7 21 15 24 4 1 137
CANDIDATES
J F T A P.C. C.0. | C.P.R. [L.P.E.S. E D Et.
Inscrites
Admissibles 21 19 7 7 217 0 38 23 18 2 0 162
Admises 14 11 3 4 13 0 15 9 8 1 0 8
6
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AGES DES CANDIDATS ADMISSIBLES ET ADMIS

Candidats Candidates
Année de naissance Admissibles * Admis Admissibles Adnis
1952 4 3 0 0
1951 30 _ 20 23 17
1950 69 37 36 16
1949 70 32 51 27
1948 50 16 22 6
1947 37 14 8 3
~ 1946 19 9 22 9 u
1945 et avant 1945 47 6

Ne sont pas cités 7 candidats qui ne se sont pas présentés & leur Président de jury

AFFECTATIONS DES AGREGES 1973
Sur les 136 candidats et les 78 candidates francais admis

44 + 19 ont été autorisés a faire une année supplémentaire dans une E.N.S. ;
‘13 + 5 ont été maintenus ou détachés dans 1'Enseignement Supérieur ;
5 + 5 ont obtenu des chaires préparatoires ;
37 + 25 ont été affectés dans des classes de T.C., T.E. ou T.S. de Lycées ;
4 + 4 ont été nommés dans des Ecoles Normales ;
14 + 11 ont été nommés sur des chaires ordinaires de Lycées ;
9 + 4 sont partis & 1'étranger au titre de la coopération ou du Service National ;
1+ 0 a opté pour l'enseignement privé ;
4 + 4 suivront un stage de formation professionnelle ;
4 + 0 ont obtenu un sursis d'intégration ;
__l + _l ont obtenu un C.C.P.
136 178

o
i

i
|




EPREUVES ECRITES

TEXTE DE L'EPREUVE
DE MATHEMATIQUES GENERALES

Durkk : 6 heures

Les dessins demandés dans le texte seront exécutés sur papier milli-
métrique.

Pour cette épreuve, le probléme a été choisi d’une approche assez
facile. Les candidats sont prévenus qu’entreront dans l’appréciation
des eopies le soin apporté a la présentation, la clarté et la précision de la
rédaction. Ils sont en particulier invités :

— d’une part A respecter les notations fixées par le texte;

— d’autre part 4 assortir leur rédaction de figures soignées, soit qu’elles
soient explicitement demandées dans 1’énoncé, soit que, les ayant aidés
a réaliser une situation, elles leur permettent de s’exprimer plus clairement,
étant bien entendu qu’une figure ne saurait se substituer 4 un raisonne-
ment rigoureux.

Les différentes questions du probléme, de difficultés inégales, ont
une indépendance relative. Aucun ordre n’est itnposé pour les résoudre.
A condition de P’indiquer clairement, les candidats pourront utiliser pour
la résolution d’une question des résultats fournis par 1’énoncé d’une
question précédente, méme s’ils n’ont pu la résondre.

ParTiE 0. — Notations et définitions
0.1,
Pour A et B parties d’'un méme ensemble, on pose
ANB = {aeA, a¢B} .

On note Z ’anneau des entiers rationnels, R le corps des réels, C
celui des complexes. Si A est une partie minorée de R , sa borne infé-
rieure est désignée par inf A.

On considére 1’espace métrique R? obtenu en munissant R x R
de son produit scalaire canonique noté (. | .), 1a norme associée étant

notée | . || et la distance associée d (.,.). Deux vecteurs (ou points)
£ = (x,y) et £ = («', ¥') ont pour déterminant dans la base canonique

le réel xy' —yx' noté det(§,E).
La lettre ® désigne le sous-ensemble de R* défini par :

~——
[

D= @ 0<x<s » y20, LHF+y=1

2

On convient de noter :
0:=1(0,0 u=(,0 o= (1 , @) w= (0, 1)

0.2,

On dira qu’une partie A de R? est un résetiu, ¢’il existe au moins une
base { £,4} de R® telle que I’on ait :

A=ZE+Zn={pE+qgn;(p.qeZ}.
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Tout systéme { &', %'}, vérifiant A = ZE' 4 Z v, est dit une base
du réseau. On note respectivement :

A, le réseau dont une base.est { u,v};
A, le réseau dont une base est {u,w };
A,® le réseau dont une base est {u,0w} avec 06 > 1.
Plus généralement un réseau est dit réduit, s’il admet une base de
la forme {u,j} avec j €.

Deux réseaux sont diis isométriques (resp. semblables) s’il existe une
isométrie (resp. similitude directe ou indirecte) de R* transformant
I'un en autre. Un réseau semblable 4 A, est dit équilatéral; un réseau
semblable 3 A, (resp. 3 un A,®) est dit carré (vesp. rectangulaire).

0.3. .
Pour un réseau quelconque A on appelle :
® carcan de A le nombre réel carc A = inf{||A[}; A€ ANO0};
® alvéole fondamental de A P’ensemble
AA)={teR*; VreA,d(0,8 <d(,8}

On introduit aussi
ANV ={7eR?; YAeANO0,d(0,8) <d@,8)} .

Dans la suite du texte, on écrira en abrégé A et ' pour Jb(A)
et Jb'(A); on posera aussi, pour tout y de R?,

Ay, ={E+y; Eeb} et Apy={E+y; EeP'} .

0.4,

Le stabilisateur d'un élément x d’un ensemble X, dans lequel opére
un groupe G, est : G, = {ge€G; gx) = 2} .

Parmie L.

Réseaux, classification

I.1.
Dessiner (.

Sur des figures séparées :

@ dessiner A,; déterminer et dessiner Jb(A,); trouver carc Ag;

® dessiner un A ,°; déterminer et dessiner J(A,°); trouver carc A
et care A

1'2.
- Soit B et (3 deux bases d’'un réseau A. Démontrer que la matrice
. (ab). .
de passage de (3 4 ()’ est une matrice ( d> a éléments dans Z véri-
¢

fiant |ad —bc| = 1. Enoncer une réciproque. Donner des exemples
de telles matrices sans élément nul.

Etablir que le réel |det (3 | dépend seulement du réseau A et non
du choix de sa base; on le note aire A. Calculer aire A.° et aire A,.

Lorsque A est réduit, démontrer que, si {»,j} et {u,j'} sont deux
de ses bases avec j et j' éléments de (), on a nécessairement j = j'; on
note j(A) le vecteur ainsi canoniquement attaché au réseau réduit A.



L3.

Pour tout A démontrer que carc A est strictement positif et que les
carc A

points de A sont isolés uniformément par des boules de rayon

Prouver que le nombre m(A) des éléments A de A satisfaisant

& |A[ = carc A est non nul et fini.

L4.
Soit {«,B} une base de R? vérifiant les conditions :
| Tel <18l

‘K)‘(owlms ]

N >

Démontrer les résultats suivants :
@  V.9eZ*\(0,0), [pa+qgB| >«
) VYpeZ,¥qgeZ\O0, |[pa+qB|>|B]
(i) sipeZ,geZ\0, (p,q) # (0,1), (p,q) # (0, — 1), alors
lpe+gB > < af>+]B]* entraine |pa+tgf|®=]p—a]

L5.

Prouver que, si £ est un vecteur de A vérifiant | £ | = carc A, il
existe v tel que { £ ,n} soit une base de A.

Démontrer que tout réseau A posséde une base { «,B} vérifiant (K).

I.6.
Etablir que tout réseau est semblable 4 un réseau réduit et & un seul.

A tout réseau A on associe canoniquement, et on note encore j(A)
le vecteur de () canoniquement attaché dans L2, au réseau réduit sem-
blable 4 A. Ou est j(A) si A est équilatéral, rectangulaire ou carré?

Discuter m (A) suivant la position de j(A) dans @ .

Etablir 'inégalité : aire A > —2'? (carc A)? et discuterle cas de 1’égalité.

Partie II. — Isométries d’un réseau, tore plat

1.

Démontrer : Ri= U W, (voir 0.3.)
A

A-t-on une partition?

Prouver que /b est un hexagone convexe, sauf si A est rectangulaire,
auquel cas /b est un rectangle. Dessiner le cas général. Démontrer que
L’ est I'intérieur de b et que &' est partout dense dans A,

II'2Q

On note T le groupe Isom A des isométries de R? conservant globa-
lement A, et T = Trans A le sous-groupe de I' constitué par le groupe
additif A opérant sur R2, c’est-d-dire par les translations £ .— £ 4 2
avec A € A. Démontrer que T est distingué dans I'. Soit G le groupe-
quotient I'/T, isomorphe au stabilisateur de 0 dans I'; démontrer que G
est un groupe fini, discuter le nombre de ses éléments et sa structure
selon j (A). Discuter dans G I'équation s" = e, oti e est ’élément neutre.

"
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Pour une base @ ={£,+n} de R? soit 3 (@) I'ensemble des points
de R? de la forme pE + p'yy avec (p, p) €R® et |p|+|p'| < -;-, et

A (03) la réunion des images de 3(®) par les translations p& - gy
avec (p, q) € Z* et p + g pair. On choisit £ =(1,0) et n=(2,1), et
on note J€ 'ensemble A (B) correspondant. La base canonique étant
figurée orthonormée (unité de longueur de 4 cm environ), représenter
JC par des hachures sur un dessin.

L’ensemble J€ est-il stable par le groupe Trans A,?

II'4‘

Etant donné un réseau A, on appelle ici tore plat associé & A, et on
notera Tore A, le groupe-quotient R2/ A du groupe additif de R? par
le sous-groupe A, c’est-a-dire 1’ensemble des classes A - & avec & € R%
La projection canonique R? - Tore A sera notée ¢.

Démontrer que pour tout y de R? la restriction de ¢ a /', (voir 0.3.)
est injective. On notera ¢, : ¢(#',) — &', I'application inverse de la
double restriction de ¢ : ', — @ (&',). Pour A= A, dessiner sur une
méme figure les deux ensembles (Y, 0 9) () et ({0 @) () ol ¢,

3

correspond & v = (0,0) et ¢, & y = <§ ’ %)

Parrie L. — Dualité, spectre d’un réseau

IIL1.

A un réseau A on associe la partie A* de R? définie par :
A* = {neR® ; VreA, (n|NeZ}
Démontrer que A* est aussi un réseau; on ’appelle le dual de A.
Etablir : (A%)* = A et  aire A.aire A* = 1 .
Dessiner sur une méme figure A, et A*, o A, est le réseau admettant

V(4% a
pour base '<§ ) 0>1 1, 1),

Démontrer que le dual d’un A lui est semblable, c’est-a-dire que 1'on

a: j(A* =j(A). La similitude peut-elle toujours étre choisie directe?

m‘2l

Etant donné un réseau A, une fonction f : R?* — C est dite A-pério-
dique si, pour tout élément £ de R? et tout élément A de A, on a

fE+2) =S .
A tout élément ¥ de R2, on associe la fonction f, définie par
E—fy(®) =expR2in €| V)] ;
Jy peut-elle &re A-périodique?

Pour toute fonction f : R? — C de classe C? on posc

établir, quel que soit ’élément v de R2, Df, =4 =2y |2f, .



IL3.

On appelle valeur propre du réseau A tout réel p. non nul, tel qu’il
existe 1) € A* satisfaisant 4 : p =4 =n*| v (2. La multiplicité, notée
m (1), d’une valeur propre . est par définition le nombre des éléments
7 de A* solutions de 4x®|n|* = . Démontrer que m (1) est pair
pour tout A et pour tout y .

On appelle spectre de A Tensemble, noté Spec A, des couples
(w,m () ot w parcourt énsemble des valeurs propres de A.

On note y, (A) la plus petite valeur propre :
w (A) = inf{4 = | 1% neA*\0}.

Etablir : aire A ., (A) < 8’ et discuter le cas de I'égalité.

V3
111.4.

Déterminer les valeurs propres de A,, A et A,.

Pour A, calculer 'ordre de multiplicité de chacune des valeurs propres
20 =2, 36 w2, 100 =2, 1460 =* .

Quel est le P.G.C.D. des m (1) relatifs & A, ?
Pour A, calculer I'ordre de multiplicité de chacune des valeurs propres
167* 112xn?

b}

3 3 y 2128=%* .

Que peut-on dire de m () pour les valeurs propres de A,?

IIL5.

Existe-t-il des réseaux dont toutes les valeurs propres vérifient
miw) =27

I1L.6.

Démontrer que deux réseaux A et A’ ont le méme spectre si, et seule-
ment si, ils sont isométriques.

L7,

Etant donné un réseau A, on range ses valeurs propres par ordre
croissant : 0 <p <@, <@, < ..

Démontrer que la série E m(y.,)e"w‘ est convergente pour tout

¢
réel ¢ strictement positif; on note S(f) sa somme.

1 pourra &tre commode d’introduire des alvéoles relatifs & A* et des
intégrales doubles d’une fonction (x,5) — g (%,y)=e~T(**+7%)

I1L.8.

Démontrer que S(z) est, quand ¢ tend vers O par valeurs positives, un
e - , aire A .
infiniment grand équivalent i yralh On pourra pour cela faire

™

intervenir des intégrales doubles de deux fonctions g..
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RAPPORT SUR L'EPREUVE
DE MATHEMATIQUES GENERALES

Le probléme n'exigeait pour sa résolution qu'un minimum de connaissances techniques. En le
posant, le jury songeait avant tout & juger l'aptitude des candidats & raisonner et & rédiger

avec clarté et précision. Aussi a-t-il voulu que les premigres questions soient d'un abord facile
pour mettre les concurrents en confiance. Par ailleurs il conseillait dans le préambule de
rechercher un support concret du raisonnement dans des dessins exécutés avec soin "étant bien
entendu qu'une figure ne saurait se substituer & un raisonnement rigoureux".

Ces précautions n'auront pas été tout & fait vaines en ce sens que le pourcentage des
copies nulles est d'environ deux pour cent alors qu'il était de vingt pour cent 1'an dernier.
Il n'en reste pas moins que les résultats d'ensemble ont été décevants, et que le baré@e de
correction a dii étre extrémement généreux pour obtenir un étalement convenable des notes.

Les raisons de cette médiocrité générale des copies semblent avoir des nrigines diverses,
D'abord des lacunes graves ont 6té décelées chez bon nombre de candidats. Un discret sondage,
par exemple, n'exigeant que des connaissances trés élémentaires, était fait sur la topologie.
I1 a été particuliérement décevant : peut-on admettre dans une copie sur deux 1l'affirmation
plus ou moins implicite que tout ensemble minoré de R comprend sa borne inférieure. D'autre
part le raisonnement reste trés superficiel : certaines propriétés demandées, qui paraissent
évidentes, sont en fait difficiles 3 démontrer et, malgré la mise en garde de 1'énoncé, de
nombreux candidats n'ont pas su déceler et par conséquent résoudre ces difficultés. Enfin la
rédaction est souvent mauvaise : hypothéses non formulées, raisonnements par trop schématiques,
affirmations remplagant des preuves, résultats mal mis en évidence ou énoncés de facon imprécise,
fautes de calcul malheureuses, forme souvent négligée ot 1'obscurité du langage, les fautes
d'orthographe, 1l'écriture difficile a lire sont condamnables.

Devant ces critiques il n'est peut-8tre pas inutile de rappeler ici ces quelques conseils
que contenait déja le rapport de 1972. '

- garder son sang-froid et ne pas chercher & foncer trop vite en négligeant d'assurer solidement
ses bases, dans 1'intention louable, mais souvent décue, d'aller trés loin; un minimum d'atten-

N}
2
-

tion ou de réflexion permettrait certainement par exemple d'éviter de placer

2
3 X

parmi les matrices & coefficients entiers ou d'écrire "la négation de x > 0 est x < 0",

- 1ire attentivement 1'énoncé et chercher & tirer parti des indications qu'il donne.

Peut-8tre faut-il ajouter & 1'intention des étudiants de Maitrise, futurs agrégatifs, qu'une

-~

préparation a 1'agrégation est une affaire de longue haleine ; il n'est jamais trop tot pour

apprendre & réfléchir, a se défier des abstractions vagues et & leur préférer des concepts bien

-~

ordoanés, enfin pour s'habituer & travailler et & rédiger proprement en temps limité,

Partie |

I1. Les dessins ne sont toujours pas faits avec soin et les figures sont trop souvent inexactes ;
c'est ainsi que certains alvéoles sont parfois des disques, alors que 1'énoncé précise en |12.
qu'il s'agit d'hexagones ou de rectangles. Trop de candidats donnent 1'impression d'ignorer la

notion de médiatrice ; tels sont ceux qui ont dessiné ¢£(A,) en cercle (x2 *+ y2 < % ) ou en
hexagone ayant un sommet au milieu de Ou.

14



I12. Cette question est assez largement traitée. Mais des affirmations non étayées sont relevées,
par exemple "pour que les entiers rationnels a, b, ¢, d soient divisibles par A = ad - be, il
faut que IA| soit égal a un", ainsi que des confusions, par exemple entre application unimodu-
laire et isométrie, entire matrice orthogonale et mdtrice de déterminant égal & + 1. Signalons
enfin que le déterminant d'un couple de vecteurs de IR2 n'est pas une notion intrinsdque.

13. De nombreuses copies affirment : si (£,7) est une base de A, alors on a :
carc A = inf. (||§|L llﬂ ”. [|f -7 “ ,l|f + n||) ; s8'il en était ainsi, certaines questions
deviendraient sans objet. Un simple dessin permettrait de construire un contre-exemple.

l4. L'habileté fait souvent défaut dans le maniement des inégalités et des confusions entre
inégalités larges et strictes sont observées.

5. 16. Le nombre des candidats abordant les questions suivantes se réduit considérablement et
les essais se dispersent largement. Si quelques candidats font preuve de réflexion, parfois

d'ingéniosité, nombre de démonstrations insuffisantes sont a déplorer, en particulier en 15.,
oit la relation ad - bc = + 1 invitait & utiliser 1'égalité de Bezout. La similitude indirecte

-

est souvent oubliée et la discution relative a = (A) parfois incompléte.

Partie |1
111. signalons quelques affirmations erronées, telles que : "il n'existe pas de partition delR2
en sous-ensembles fermés (resp. compacts, resp. convexes, resp. connexes)" ; la partition la plus

fine en est pourtant une !

112. La démonstration de : "T est distingué dans ['" est souvent incorrecte : les candidats ne
distinguent pas 1'application affine et 1'application linéaire associée.

La discussion générale est incompléte (oubli des similitudes indirectes).
Trop de candidats ignorent qu'un groupe infini peut opérer sur un ensemble fini.

|13. Indépendante de tout ce qui précéde, cette question a permis & quelques candidats d'obtenir
des points précieux, grédce a une lecture attentive de 1'énoncé.

I14. La question est rarement abordée.

Partie 111
{111. Le mot dual n'est pas un mot magique : pour justifier la notation A*, il ne suffit pas de
considérer 1'image dans|R2 de la base duale de {a, S} dans IR2*

{112., 1113., 1114, De nombreux points pouvaient s'obtenir aisément sur ces questions. Cependant
les calculs d'arithmétique demandés en ||l4. ont souvent été inexacts. Pour A,, on aurait évité -

des erreurs grossiéres en remarquant que m(u) est nécessairement multiple de 6.

I115. cette question invitait & construire a et [3 tels que ]|aIF, l|ﬁ|F, et (a|B) soient
linéairement indépendants sur le corps des rationnels.

{116., 117., 1118. Ces questions ont été abordées par moins de dix candidats. Aucune solution
vraiment satisfaisante n'a été donnée.
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Répartition des notes (entre 0 et 60)

Agrégation masculine :

1 258 copies

0<.n\<4

4<n<g<8

8 <mn< 12

12<n<16

16 <n <20

20< n< 24

4 <n <

7,0 %

28 < n £ 32

15,2 %

32 <n< 36

21,0 %

36 <n< 40

18,8 %

40 < n < 44

13,0 %

44 < n < 48

8,0%

2 28

48 < n

5,2% 3.4 % 2,1% 1,7% 1,3 % 0,8 % 0,8 %
Agrégation féminine : ’723 copies
n=0 0<n<5 5<n<£10]10<n<15]15<n<20)20<n<25|25<n<30
21 74 110 204 157 79 33
30 <n<35 |35<n<40|40 <n < 50 50 <n
22 14 7 2
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TEXTE DE L'EPREUVE D'ANALYSE

DurgEg : 6 heures

1l est rappelé aux candidats :

— qu’il sera tenu le plus grand compte, dans Uappréciation des coptes,
q plus grana comp app es cop
du soin apporté & la présentation, de la clarté et de la précision des
démonstrations ;

— qu’ils doivent respecter les notations fixées par I'énoncé.
q P p

On note C le plan complexe, z = x -+ iy un point quelconque de C
(x = Rez et y = Im z sont réels), r le module de z et z le conjugué
x— iy de a.

Soit D le demi-plan y > 0 de C. Pour tout élément z de D, on pose

z = re'® avec 0 <0 < 7. Si F est une application de D dans C, on note,
OF oF o2F . .
loraqu’elles existent, 503 e les dérivées partielles de
oF JF )°F |

L L
les dérivées partielles de 1’application (r, 6) — F (re'®).

Toutes les fonctions considérées dans ce texte sont supposées con-
tinues, sauf peut-étre en un nombre fini de points. Si f est une appli-
cation de R dans C, on appellera € la condition :

e | £ ]
j:w I1+t2 dt < + o0 .

Papplication (x,y) — F (x + iy) et

Conformément 3 1'usage, C[X] désigne I’ensemble des polynémes a
une indéterminée et & coefficients dans C. Un éément quelconque P
de C [X] est noté Z p; X/, Toutes les suites considérées dans le probléme
sont indexées dans N (ensemble des entiers natureis zéro compris).

Soit k Papplication de D x R dans R définie par

y 11 1
k AN i ——
@ ) (x—2)2+y2 28 (t-—z t—z?)
Si f est une application de R dans C, on note Kf I’application de

~tm
D dans C définie par Kf (2) = % ’ k(z,t) f(t) dt, lorsque cette

LA 4

intégrale est convergente pour tout z appartenant i D.

a. Si f satisfait & &, démontrer que Kf existe, que Kf est indéfini-
ment continfiment dérivable par rapport aux variables x et y et qu’on a :

e 22
(;x— + »7) Kf=0 .

b. L’application f vérifiant toujours €, on la suppose continue au
point ¢, de R; démontrer qu’on a :

lim Kf (2) =/(,)

T 1y

y>0

17
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I

a. Soit F une fonction définie dans le demi-plan ¥ > 0 de C et i valeurs
dans C. On suppose que F est continue, que sa restriction & D est holo-
. F(z
morphe et que F vérifie lim F@) =

zesx B

yzo
Démontrer que, pour tout z de D, on a

F()= lim - f" k(z,¢) F (t)de

At n Tl on

b. Expliciter Kf pour f(t) = Log|t— |, ot « est un complexe
arbitraire (on pourra d’abord supposer Im « < 0 et utiliser IIa. en
choisissant F de sorte qu’on ait Re F(f) = Log | — a | pour ¢ €R).

Démontrer que, pour tout polynéme P i coefficients complexes et
pour tout z non réel, on a :

1 p** |y|Log|P()|
(1) Log |P(2) | < ;l’_” Wdt .

R ¢
l t] dt est-elle

¢. Pour quelles valeurs du réel o P'intégrale ' 1T e

convergente? Pour ces valeurs de o expliciter Kf lorsque f est la fonc-
tion ¢— | £1]° .

Vérifier en particulier qu’on a, pour tout 7 strictement positif, :
P q » P p

'+"”r[t|°

2) ’ dt=c(o)r®

Jox ’.2+t2

et donner la valeur de ¢ (o). ( On pourra dans fe cas 0 <o <1

z\° i (0—— ;)
appliquer 1l a. & la fonction z-— (;) =re .

111

a. On considére P'opérateur différentiel $=x — +y 2 r 2 H
ax 7 Ay or
303 est noté 32 Soit f une application de R dans C vérifiant €. Pour
tout réel A strictement positif, on note f, 1’application de R dans C
définie par f, (1) = f(n).

Démontrer qu’au sens de la convergence simple on a :

2 ¥ : 1
bKS = lim [m)— K(fﬁf% -'2f)j|

A#1l
d? 02
b. Exprimer V'opérateur différentiel A = Fye + 555 en fonction
Y
P
de 8 et — -
e et 5

Soit f une application de R dans R vérifiant €. On suppose que
fes deux fonctions ¢ — f(e*) et t— f(-c°) sont convexes; démontrer

. PKf
quon a @ —ot <0



c. On suppose que f est une fonction paire vérifiant les hypothéses
de III 5. Démontrer que, pour tout r fixé strictement positif, la fonction

. . n
60— Kf (re'®) admet un maximum atteint pour= - .

2

Iv

Dans cette question,
® W désigne une application paire de R dans [1, 4-o0[, vérifiant

"-w Log W (2)

dt < + ©
L 1+t2

et telle que la fonction ¢— LogW(e!) soit convexe; on pose

+% rLogW(t)

tout r strict t itif () 1f di et
r)= — L e
pour tout r strictement positif u sn).. s ,
1
rlte
pour tout élément j de N, M;=sup ___
r>0 e“-(')

® P = Xp;X’ est un élément de C[X] satisfaisant &
At
J P (W) tde gt .

a. Prouver que, pour tout réel u et tout réel strictement positif v,
ona:

uv € e*”* 4+ vlogo

b. Démontrer V'existence d’un réel C indépendant de P et W tel que
pour tout z non réel on ait

...1 u(r)
|P(a)|<Cly]| =¢

On utilisera P’égalité
KLoglP| ()= 5= [ kG.0Log| (P()' (W)™ |
+ 3 KLogW (2

et on appliquera les résultats des questions II et III ainsi que .l’inégaiité
IVa., ot il est suggéré de remplacer u par Log | (P@) )2 (W() )-* | .
¢. Déduire de IVb, Pexistence d’un réel H, indépendant de P et W,

) H
tel que, pour tout j, on ait : |p; | <. M
j

\'

On désigne toujours par W une application satisfaisant aux hypothésés
de IV. On suppose en outre que, pour tout élément jde N,on a :

Y
lim ¢

= =0 .
1>+ W()



Les notations de IV sont conservées.
a. Démontrer qu’il existe une suite (P,) de polynémes P, = Zp, X’
satisfaisant aux conditions :
(i) P, est de degré n
.. R - 0 si m # n
@ [ PP (WO =8, = |

Jaw )1 si m=n

b. Déduire de 1V que, pour tout élément j de N, on a :

4+
H 2
= tror<(i;)

n=0

+ o
¢. Soit (b,) une suite complexe satisfaisant a : Z | by |*< + o0 .
0

+
Démontrer que la série Z b, P,(z) est convergente dans C et que

0
sa somme est une fonction entiére de z (c’est-d-dire holomorphe dans le

plan complexe C tout entier).

+ o
. 3 0 . . a j
d. Soit (a,) une suite complexe satisfaisant 4: ¥ | =2 | < 4 o
] daed Mj
)

Démontrer 1’existénce d’une suite unique (b,) de complexes telle

+ w . + w
qu'on ait Z | B, |2 < + o0 et que la fonction f= Z b, P, vérifie .
0 0

pour tout j ‘}Tm fO(WE)) di=a, .

«©

VI

Dans cetie question on note
' . . s 1 .
® p un réel strictement positif et 6 = - son inverse;

@ s” Pensemble des suites complexes (a,) telles qu’il existe un réel ¢
‘strictement positif (dépendant de la suite) pour lequel on a :

sup [c~"n-p® @] ]< + o
nx0

® S” P'ensemble des applications f indéfiniment dérivables de R
dans C telles qu’il existe un réel ¢ strictement positif (dépendant de f)
pour lequel on a :

sup [e"n=r" | f™M(x)|]< + oo

n>0
zeR
® W, Vapplication de R dans R : ¢t — W, (¢)=exp (‘—J{J) )

PN , . . 1
associée a un réel A strictement positif quelconque <0'= —> .
3

a. Soit g une application de R dans C satisfaisant i

“+: |g(®) [ (Wa() 'dt< + o0

Le nombre x étant réel, on pose :

f@= [ etrg®(Waw) ™ d
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Démontrer qu’on définit ainsi une application f de R dans C, qui
est élément de S” et qui, pour tout entier positif ou nul, satisfait 4 :

rov@=r [T g (Wae) ™ di

& =0

~t e : w\¥ 2_7':
on rappelle que I'(u) = j e~ter—rdt et A 27 sont
0 u
équivalents lorsque v tend vers 4 o >

b. On suppose désormais p > 1. L’application W, vérifie alors les
hypothéses de IV et V.

Calculer
1 p+=rLogW,(¢) -
walr) = e J_ ) »—772—_1_—5;—— dt (utiliser II¢.)
Démontrer

M;(A)= sup [,f+§ exp(—pua() ] ={YA<j + %Y} i+3

oll v est un nombre gu’on calculera.

¢. Déduire de Vd. que, pour tout élément (a,) de s”, il existe un élé-
ment f de S” tel que, pour tout n, on ait : f™ (0) = a,.

A+ n
(On cherchera f de la forme : x— ' eltz g () (W) " de

L R

en choisissant A et g convenablement) .

RAPPORT SUR L'EPREUVE D'ANALYSE

Le texte donné propose 1'étude et la résolution d'un cas particulier du probléme des
moments :

- construire, (an) étant une suite donnée de nombres réels ou complexes, une fonction f qui

+ ®
satisfait pour tout n & condition f_ o t'f(t)at = a, et vérifie des inégalités du type

t|© + o |¢]o
sup e |f(t)| < +® ou f.m e If(t)ldt <+®,;
telR

ou bien de fagon équivalente

- construire, (®,) étant une suite donnée, une fonction ¢ indéfiniment dérivable qui satisfait
pour tout n & la condition ¢/ (0) = o, et dont les dérivées successives vérifient des
inégalités données du type

le™ ()| <c A™ n!S pour tout t,

C, Aets étant des constantes données.

Les paragraphes I, II, III et IV sont des préliminaires, qui introduisent et permettent
“d'utiliser la méthode du majorant harmonique.
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COMPTE RENDU DE L'EPREUVE

Le probléme proposé concerne 1'analyse classique et ne nécessite pratiquement aucune
connaissance "fine". Les correcteurs regrettent de constater qu'une grosse majorité de candidats
n'ont que de bien faibles réflexes en analyse et paraissent méme parfois étrangers aux méthodes, .
aux exigences et aux motivations de cette partie du programme.

Tout en donnant quelques indications sur la solution, les lignes qui suivent, signalent
des fautes qui parfois surprennent.

Partie | .

la. Il s'agit d'appliquer les théorémes bien classiques de continuité et de dérivabilité d'une
fonction définie par une intégrale : F(x,y) = [+ S F(x,y,t)dt,

Devrait-il €tre nécessaire de rappeler qu'une telle fonction n'est pas automatiquement indéfini-

ment dérivable et qu'il importe par exemple de prouver que les intégrales des dérivées

+ ONpFn
successives f O %9, t) 4: sont localement uniformément convergentes ? Cela peut se
-  QJx™ Jy"

faire ici en comparant 2 1 les dérivées du noyau de Poisson
1+ t2
k(z,t)_. X _ 1_(__1__ 1 )} ot z=2x+iy; il est étonnant que de nombreuses
Je - t2 2i\t-=z ¢-z

copies n'arrivent pas, ou n'arrivent qu'a grand peine, a faire cette comparaison. L'expression

de £ fournie par 1'énoncé invite & remplacer les dérivations .?. et _23__ par leurs combinaisons
dx Oy
linéaires 2 -1 (9 _ i O et O _.1(9 + i.a_. .Le noyau de Poisson k(z,t), qui est a
dz 2 |\ ox Ay 9z 2\9x oy
valeurs réelles, n'est évidemment pas une fonction holomorphe de z comme 1'affirment plusieurs

copies.

Pour 1'existence de Kf, aucun candidat pratiquement ne tient compte des éventuelles
discontinuités de f & distance finie et ne dit que sont A~mesurables (A mesure de Lebesque sur
R) 1a fonction f, continue A-presque partout, et la fonction t .., kf(z,t) F(t), bornée par une

fonction A-intégrable, d'apreés l'hypothése(j ) Par ailleurs il est clair que les candidats
ignorent les rapports entre l'intégrabilité Lebesque et 1'intégrabilité impropre Riemann.

Nombreuses sont les erreurs concernant k(z,t), qu'un peu d'attention éviterait parfois ;
citons par exemple :

- (Vz €D) (Vt "assez grand") (|(x - t)2 + y2| > 1 + t2)

-Siy<z2o0na kiz,t) < 1
1+ t2
- klz,t) =Rre 1 -lim (1 +t2) k(z,%) = 1
R
-lim kiz,t) - Y etc.
t |~ t2

Des candidats ne réalisent pas que k(z,%) prend des valeurs positives. D'autres, trop
nombreux, écrivent froidement "il suffit de montrer que Kf(z) <+ @ " _ . On abuse des
expressions "se comporte comme...", "le comportement de la fonction..." et on trouve écrit :

- f_{.’.‘_:._’.;ﬂ. est une fonction p.p. continue, donc intégrable sur tout segment ;

+u

+ m x - - - . -
- f_ o existe si f - » @ une limite quand X —» + ©, ce qui est scandaleux et a été sanctionné



(D'ailleurs un certain nombre de candidats n'ont pas compris la formulation du |la et pourquoi
1'on n'écrivait pas tout simplement : F = kF [ ).

Trop de calculs faux et extrémement pénibles, ol interviennent de nombreux trindmes du

second degré, sont entrepris pour comparer k(z,t) & 1 , et souvent on 1lit :
1+ t2
+ ©
" kf(z) existe si [ o flx—uy)| gqu<+ ®, ce qui est, puisque f vérifie(Z)...

1 +u?

w
Toutes les erreurs possibles semblent avoir été commises dans 1'étude du caractere ¢ de
Kf et de son harmonicité ; par exemple :

- croire que Kf est holomorphe (sans étre d'ailleurs bien géné par le cas ol f est & valeurs
réelles) et ceci : ‘

® suit parce que k& est elle-méme holomorphe en 2,

® soit parce que kf est Cmen x et y, donc holomorphe !

4
- prouver, sans s'étonner : Kf(z) - 1 [» _.iﬁﬂ.;
kil 1+u

[er]
- croire que "du moment que Kf existe et que K f(z) est convergente, Kf est C en x et y"
- affirmer 1'harmonicité de K sans la prouver, et en déduire aussi sans précautions celle de Kf.

Bien peu de candidats remarquent naturellement que K est harmonique comme partie imaginaire de

1
t -2z )
- pratiquement tous les essais de démonstration du caractére C *de Kf par application du théoréme
de Lebesque sont non concluants ; presque tous les candidats pensent notamment :

, et que d'autre part il suffit de justifier A &f = 0 pour assurer le caractiére C° de Kf.

® soit que, si Kf est dérivable partiellement, c'est qu'on a pu dériver sous le signe somme ;

® soit que, si par exeniple B_gkf) est intégrable,. alors %‘Sf_ existe, et 1l'on a :
x x

XS . 10 2 (klz,t) f(8) ) dt.
X ax

Le théoréme de Lebesque de dérivation sous le signe somme est méconnu, et, semble-t-il, les
candidats ne comprennent pas que la dérivabilité en un point est un phénoméne local, Ainsi, le

mot magique "uniforme" ou "uniformément" est-il employé & tort et a4 travers ! Les candidats

semblent par ailleurs ignorer que la démonstration du caractére c®de Kf fait intervenir les

2Pt 9 kf ANKS 3" Kf . I
et pas seulement les et les , et aussi que l'existence de tous les
axi oy n d .

ox™ Ay

+
oP+9 Kf ne suffit pas. Dans les essais de démonstration concernant o™ Kf ,» on trouve beaucoup
P 3y A"
de maladresses ou d'erreurs concernant les degrés ; fort peu de candidats utilisent pour cela,
ou pour montrer 1'harmonicité de k, les dérivations _gé_ et ’Ja" .
Z Z

Toutefois dans deux copies le raisonnement suivant a été récompensé par le maximum de points:

Si A>0 fy=fX[4. verifie (), et xf,) - LAA k(z,t) f(t) dt est, trés simplement,

deux fois dérivable sous le signe somme, donc harmonique comme k. Mais on prouve sans peine que

la convergence de K& vers Kf, lorsque A tend vers + %, est uniforme sur tout compact de D. D'oll

le résultat. .
+®

Ib. Dans cette question, il faut utiliser 1'égalité 1 [ k(z,t) dt = 1, et le fait que "toute

la masse de k se concentre en t, " quand z tend vers 77 t, (y > 0). En général les candidats
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prouvent que K1 = 1 et réussissent & majorer correctement une expression de la forme :
+

o
'7"17 [ fgo_ o kiz,t) I flt) - flt,) I dt ]. Mais la suite de la démonstration pose plus de

difficultés et les majorations sont trés souvent incorrectes. Signalons aussi que des candidats
veulent & toute force utiliser un théoréme des résidus pour arriver au résultat.

Partie 11

4
lla. Rien dans 1'énoncé ne suggére que 1'intégrale Kf, (z) =,/—A kl(z,t) f(t) dt soit convergente ;
il fallait introduire un contour convenable du demi-plan y > 0 A

- ce qui a été le cas en général - et faire un calcul de résidus. g

Quelques candidats précautionneux "décollent" méme leur contour

de 1'axe réel mais, hélas ! intervertissent parfois l'ordre des z
passages a la limite.
EI I € —
; B -
On trouve toutefois des contours inattendus du type :
y “ y Yy
*2 . *z
[ i <] -+ o| -A +A -
ou ou méme

Relativement peu de candidats citent le lemme de Jordan ; trés peu font une démonstration

N . (z, ) F(DAL =
explicite ; il est trés fréquent que 1l'on prouve : lim k(z, Q) F(L)dT = 0

A—+)Y.
en montrant séparément : YA’
Lim 1 _p(dl =0 , et Lim 1 p(Udl =0 !
wray) Tz rely) To3

Rappelons que certains candidats considérent que 1l'on prouve en fait : F = KF ou plus
précisément F = KF/, , pour cela certains, fort mal inspirés, disent :

R

- "puisque Lim F(Z)
Z—- o Z

» étant : on a certainement : lim F(t) = 0, donc F est bornée sur R !"

B - 2 - o

= 0, il est clair que F/R vérifie (Z°) ", 1'explication dudit phénoméne

- mieux encore, on a prouvé en la. et |b. que Kf est holomorphe et vérifie :Zlirg Kf(z) = Flt)
=40

>0
si etc.; donc, si F est"holomorphe dans D", on a KF/[R = F sur R. L'analytlycité prouve donc

. S -

KF/|R = F dans D. Ce genre de raisonnement se retrouve méme dans une assez bonne copie ol 1'on
essaie de se ramener au probleme du disque.

|{b. I1 apparait que bon nombre de candidats congoivent mal le logarithme complexe et ses
déterminations. On trouve presque systématiquement "la détermination du logarithme”, "la
détermination de 1'argument" "|Log (z-0) | = Log |Z-06|". "Log (2-0) = Log |z-a| + 16" "...11
est méme des candidats pour prouver que Log IZ—OLI est harmonique, donc partie réelle d'une
fonction holomorphe dont on ne sait rien. Evidemment la plupart des candidats considerent comme
inutiles les démonstrations de ce que log (z-0J) satisfait aux hypothéses du a. et que

t - Log |t-0| vérifie (27) .pour Im o > 0, on trouve souvent Kf(z) = Log |z-0.|, et enfin, pour
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I'inégalité (1), on a pu relever quelques énormités :-
- Log lP(z) | est une fonction analytique dans C ;
- si P est de degré pair, ses zéros sont deux & deux, conjugués...

Rares sont les candidats qui utilisent 1'inégalité lz—(-x-|<|z-06|, si Im z et Im 0. sont de
signes contraires, et qui, séparant les cas z€D, z¢D, utilisent P ().

|le. Un trés grand nombre de copies oublient d'examiner le "comportement”, au voisinage de t = 0,

t|o . to o .
de TJTLF et concluent que 1'intégrale fm TJTltT dt converge pour o < 1 (au moins 80 % !) ; on
o -

peut méme lire : "t — T 7z est toujours continue sur [-A,A]".

En général les candidats n‘ont pas su se servir de la fonction indiquée par 1'énoncé, et
ont oublié que 1l'argument de 2z n'est pas le méme sur chacun des intervalles I'OO,OI et !0,+°°| ;
d'oll les résultats aberrants suivants : cfo) = 1, c(o) = 7 ete. Dans plusieurs copies on peut

o o
lire Re I-EI = I-—t—' = |t|o pour t réel
1 1
Partie 111
De facon générale, les parties III, IV, V, VI ont été peu abordées.

I1la. on rencontre des calculs trés pénibles pour déterminer 52k dont ensuite on ne fait rien.
Pourtant cette question présente peu de difficultés, si on applique correctement la formule de
Taylor en remarquant qu'on a IK(fx) = (Kf)) . On peut aussi faire le changement de variables: r

2
1tlb. on a ; A = r_12 (-12 +32), qui est & peu de choses prés 1'expression du Laplacien en

coordonnées polaires. Si f vérifie 1'hypothése de 1'énoncé, on a f) + f; - 2f >0, d'ol

2 - A
82(Kf). > 0 et __3.5. (Kf) < 0 puisque 9%Kf + 52(kf) = o.
30 2362
lile. I1 fallait simplement remarquer qu'une fonction g(6) concave et symétrique par rapport

au point 7 [ g(m-6) = g(0) ] atteint son maximum au point 7 . Mais certains candidats pensent
2

2
que le raisonnement est terminé, une fois prouvée 1'égalité a_aé. Kf(ret?) }7, = 0!

2

Partie |V
3

Le |Va. se démontre de facon élémentaire en examinant la dérivée 'é— W v -e
U

Quelques erreurs inattendues sont relevées comme "% et v ont un réle symétrique", "v log v est
a valeurs positives"... ; trop de raisonnements non probants utilisent la convexité.

%1y log v).

L'énoncé donnait des indications précises pour démontrer IVb. et IVc.

Partie V
La question Va. est presque une question de cours ; il s'agit du procédé d'orthonormalisation de
Schmidt. Mais peu de candidats pensent & expliquer la convergence des intégrales

+00
-1 .
f p(t) qft) (w(t)) dt (P, Q sont des fonctions polyndmes réelles) et que 1'on munit ainsi

Y T
R [x] d'un produit scalaire. Les redémonstrations "a la main" du résultat sont en général
hincorrectes ou incompletes.

JLes questions Vb., Vc., Vd. n'ont pratiquement pas été abordées. Elles demandent une certaine
amiliarité avec le maniement des normes et des produits scalaires dans les espaces euclidiens
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(ou hermitiens) ; la notion d'espace de Hilbert est utile, mais n'est pas indispensable,.car ici
tout se raméne & des questions sur les espaces hermitiens de dimension finie (en particulier le
probléme d'existence et d'unicité de Vd).

Partie Vi
L'énoncé guide assez bien les candidats pour les parties de V| ne se déduisant pas des
questions précédentes. Encore faut-il prouver que la fonction f est indéfiniment dérivable, et

)
pour cela montrer par exemple que 1'intégrale f(n (x) = J. (zt)n ¢ xb(t) w (t) dt est
uniformément convergente ; cela résulte en particulier de la convergence des deux intégrales

t -
j’ |( e “ P %y 7t)| dt et J~ Ig(t) W, 7t)| dt, et de 1'inégalité de Cauchy -Schwarz. Pour

-0 +03 I l

majorer les dérivées de f, il fallalt alors examiner 1'intégrale j. t % dt et utiliser
-0

la formule de Stirling rappelée dans 1'énoncé.

QUELQUES REFLEXIONS GENERALES
1) I1 semble que les candidats ne fassent que peu de profit de la lecture des rapports

antérieurs ; il faut hélas ! encore répéter que :

- une écriture illisible ou presque ne peut qu'indisposer le correcteur ;

- 1'usage de la régle (voire du compas) n'est pas interdit dans les épreuves ;

- il est recommandé d'employer correctement sa langue maternelle en formant des phrases
intelligibles et en appliquant les régles usuelles de la grammaire et de 1'orthographe ;

- il est permis de traiter le probléme dans 1'ordre des questions posées ;

- les quantificateurs ne se conjuguent pas et ne sont pas des abréviations ;

- il est indispensable de lire attentivement 1'énoncé, d'en adopter les notations et les
bypothéses (par exemple : ne pas faire semblant de confondre "continue" et "continue sauf en ur
nombre fini de points").

2) Les correcteurs notent que trop de candidats, une majorité semble-t-il, abusent des
expressions suivantes -"et ainsi de suite” "on voit bien par récurrence que..." "d'aprés un calct
facile" (non tréité) "on peut voir que..." "dans de bonnes conditions, on a...” etc.- En général
il s'agit de bluffs d'autant plus naifs qu'ils camouflent la seule réelle difficulté de la
question et que leurs auteurs, amenés quelques lignes plus loin & expliciter un raisonnement
ou un calcul, font la preuve de leur incompétence. Les correcteurs en arrivent ainsi & privilégie
des copies honnétes, qui citent explicitement des théoremes exacts (exemples : théoréme de
Lebesque de dérivation sous le signe j., lemme de Jordan etc.) méme si, dans la suite, les

candidats ne réussissent pas & prouver que sont réunies les conditions d'application des dits
théoremes.

a "voir tout de haut" et & se gargariser de
mots ; contrairement & ce que certains pensent, il est possible de donner des raisonnements
clairs et convaincants sans consacrer des pages et des pages & écrire des trivialités non
probantes, ni escamoter les difficultés par des ellipses a prétentions esthétiques.

En résumé 1'habitude est malsaine, qui consiste

LES NOTES

Un baréme particuliérement indulgent a donné la répartition suivante des notes :

CANDIDATES : 687 copies

0 184|529 ]10a14|15819 | 20424} 25829302834 [35a39 140244 |45249 | 50460

présentes 104 162 161 91 52 41 26 16 12 8 4 10
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CANDIDATS : 1 225 copies.

0 |1a5|6a10]112a 15]16 a 20{21 & 25|26 & 30}31 & 35]36 a 40|41 & 45|46 & 50{51 & 55|56 a 60
présents 147 | 420 208 136 124 95 ‘33 26 9 7 3 4 8
admissibles 1 10 24 42 79 83 36 26 8 7 3 4 8
regus 0 0 6 8 14 40 .20 19 8 6 3 4 8

Ces tableaux font apparaitre évidemment que les trois-quarts des candidats présents ont

obtenu une note au plus égale & 15 sur 60. Il n'en reste pas moins que les correcteurs ont été

- heureux de trouver dans le peloton de téte des copies intéressantes qui sont la preuve d'une
culture mathématique déja solide.
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TEXTE DE L'EPREUVE
D'ANALYSE NUMERIQUE

0. Notations

. Le naturel & étant supérieur ou égal a 1, on désigne par R* P’espace
vectoriel sur R des colonnes (appelées aussi vecteurs) de & nombres
réels, muni des lois usuelles d’addition et de multiplication par un scalaire
réel. La notation u = (u;) € R* signifie que u, est la i-iéme composante
du vecteur z de R*¥ (i = 1, 2, ..., k). On note ¢, les vecteurs de la base
canonique de R¥ (e; a toutes ses composantes nulles, sauf la i:iéme qui
vaut 1).

On définit sur R¥ la norme du maximum, notée @, (quel que soit k),
par :

u= () eR* — o, (u) = Max  |u,|
i=1,2, ...,k

B. Pour toute la suite on munit R* de la relation d’ordre partiel
(dite « composante & composante »), notée <, suivante : pour u = ()
et v = (u')), éléments de R*, la relation u < u’ (notée aussi v’ > u)
est définie par :

pour tout i =1, 2, ..., k . u; € vy (dans R)

En notant 0 le vecteur nul de R¥, appelé aussi origine de R¥, la
relation 0 < u signifie donc que u a toutes ses composantes positives
ou nulles dans R. Si toutes les composantes de u sont strictement posi-
tives dans R, on écrira 0 < u (ou aussi u > 0).

Pour tout u = (z;) de R¥, on note |u| = (|%|) le vecteur de RF,
dont chaque composante est la valeur absolue de la composante corres-
pondante de z; on a donc : |u|> 0. '

y. On note JW,, Palgébre des matrices carrées (k, k) & éléments réels.
La notation A = (a,;) € N, signifie que le réel a;; est I’élément de la
i-i¢me ligne et de la j-iéme colonne (i, j =1, 2, ..., k) dans la ma-
trice A de N,

Pour toute la suite, on munit N7, de la relation d’ordre partiel (dite
'« élément a4 élément ») suivante, notée encore < : pour A = (g;;) et
B = (b;;), éléments de I, 1a relation A < B est définie par :

a;; < by; dans R, quels que soient i et j dans {1, 2, ..., k}.

Lorsqu’aucune confusion n’est i craindre, la matrice nulle sera dési-
gnée par 0. Une matrice A satisfait donc a : A >0, si tous ses éléments
sont positifs ou nuls dans R; une telle matrice sera dite nonnégative
{en un seul mot).

On appelle rayon spectral p(A) d’une matrice carrée A, i éléments
réels ou complexes, le module maximum des valeurs propres de A. On
rappelle alors les wésultats suivants :

Proposition 1.
Si p(A) est strictement inférieur & 1, alors la matrice I — A est inver-
sible et on a : r
@-A)"'= lim Y A

=]
P>+ h=0

(I : matrice-unité de méme type que A.)

Proposition 2.
Si A et B sont deux matrices de J1{;, vérifiant 0 < A < B, alorson a :
p(A) < o(B)



Proposition 3.

Soient L et U deux matrices nonnégativés dans N, Sionap(L+U) < 1
alors :

a.. I - L est inversible et (I —L)~* est nonnégative;

B. ol-L)- Wl < oL+ U) < 1.

Q1 Démontrer, en utilisant les propositions 1 et 2, le point o de la
proposition 3. (L’étude du point B n’est pas demandée.)

Les propositions 1, 2, 3 seront utiles seulement dans les sections IV,
VI, VII, VIII de ce probléme.

I

Dans toute la suite, X désigne un espace vectoriel sur le corps R. On
rappelle que toute application ¥ de X dans R, vérifiant les deux axiomes
suivants :

(a) VxeX ,VaieR , Yox) = |7 V()
(®) Va,yeX , W+ < Y@+ ¥0)

est appelée semi-norme sur X.

Q2 Démontrer que toute semi-norme ¥ sur X prend nécessairement

des valeurs > 0 et que son noyau, c’est-g-dire le sous-ensemble V
de X défini par :

V={xeX:¥x =0}

est un sous-espace vectoriel de X. Montrer que, pour tout x dans X
et tout v dans V, il vient :

Yx + v) = (=)

On rappelle qu’une semi-norme sur X est une norme si, et seulement si,
son noyau se réduit & 1’origine de X.

I

On suppose qu'il existe une application p de X dans R* (k étant un
naturel > 1, donné) vérifiant les axiomes suivants :

(A) VxeX ,VAeR  p() = |A|p()
(B) Vx,yeX plx + ¥) < p(x) + p(y) [ordre sur R¥]
(Ch' plx) =0  implique x = 0.

On appelle une telle application une norme vectorielle de taille k sur X.

On notera, pour tout x dans X, p,(x) la itme composante (i =1, 2, ..., k)
du vecteur p(x) de R*.

Q3 Démontrer que les applications p; (i=1, 2, ..., k) sont des semi-
normes sur X, dont les noyaux V, (i =1, 2, ..., k) vérifient :

(D) :.V‘={°}'

En déduire que, pour tout x € X, on a p(x) > 0 dans R*.

Réciproquement, démontrer que la donnée de k semi-normes p,
@G=1, ..., k) sur X, dont les noyaux V, vérifient (D), définit
une norme vectorielle de taille k sur X.



On définit alors ’application, notée ¢, de X dans R suivante :
xeX — ox) = Max px).
i ok

i=1,2,....

»

Q4 Démontrer que ¢ est une norme sur X (vectorielle de taille 1).
Pour tout u > 0 dans R* (toutes composantes strictement positives),
on considére la partie suivante de X :

VW, ={xeX; pl) < u}

Q5 Démontrer que Pensemble des "9, forme un systéme fondamental
de voisinag e Porigine de X. Démontrer que la topologie ainsi
définie sur X est équivalente d celle de la norme o.

L’espace vectoriel X muni de la norme vectorielle p sera dit vectorielle-
ment normé. Dans toute la suite, 1a topologie considérée sur X sera celle
qui vient d’étre définie.

Q6 Exemples :
1. On prend X = RF.

Démontrer que x € X — |x| (voir O, P) e.t une norme vecto-
rielle de taille k sur Rk, On Uappellera la norme vectorielle type
sur R%. Quelle est la topologie corresindante?

2. Soit Y Pespace vectoriel des fonctions & valeurs réelles, continues
sur[0,1). Onprend X =Y X Y, et pour tout élément f = ([, A
de X (f, et f, appartiennent & Y) on pose :

Px(f)= Max |f1(t)|

tefo, 1]

paf) = Max |f;()]

tefo, 1]
Démontrer qu’on obtient ainsi une norme vectorielle de taille 2
sur X.

Ainsi vectoriellement normé, X est-il complet?

v

Soit alors F une application de X dans lui-méme, pour laquelle on
suppose exister une matrice M, nonnégative dans I, et de rayon spec-
tral p(M) < 1, telle que :

(E) Vz,yeX p(F(x) — F(y)) < Mp(x —y)
F est alors dite contractante sur X relativement & p.

On appellera point fixe de F dans X tout élément x de X, il en existe,
tel que x = F(x).

Q7 Démontrer gue, si F admet un point fixe dans X, il est unique.
Prouver de plus que toute suite (x\*)), .y d’éléments de X ainsi
définie (méthode des approximations successives sur F) :

%©) pris quelconque dans X
) =F@) (=012 ...)
est une suite de Cauchy dans X.
En déduire que, si X est complet, F admet dans X un unique point

fixe x, calculable par la méthode des approximations successives
et qu'on a alors Vestimation suivante en norme vectorielle :
4

(¥) plx — %) < M7 —M)~ip(xt*) — x)



On définit alors sur 9 la norme suivante, notée s, :

CPw(Az)

A = (a;)) e M, — s, (A)= Sup —F—

(U) k (') zeglc (Pno(z)
z#0

Q8 Démontrer que, pour tout A dans M, il vient :

i=1,2, ..

k
sold)=  Max Y lais]
9 Lk i=1

Q9 Démontrer, & partir de U'inégalité de contraction (E), la relation :

) Ve, yeX  of(x) — F()) < so(M) olx — )

Démontrer que (G) n’implique pas nécessairement que F soit contrac-
tante relativement & la norme ¢ (vectorielle de taille 1) sur X.

Exemples :

Q10 En utilisant la norme vectorielle type sur R?, prouver que le
systéme d’équations non lLinéaires suivant admet une solution

unique x = [‘21] » calculable par la méthode des approximations
2
successives :

E, = 04 sin &, + 0,2 cos &,
£, = 0,8 cos £, + 0,4 sin &,

Démontrer que cet exemple illustre le résultat de Q9.

On considére la méthode des approximations successives sur cet
exemple, en partant de :

- [E0H15]

Donner une estimation de |x — x| et |x — x"'| sans pour
autant calculer %), x®), %) (aucune table n’est nécessaire).

Q11  En utilisant des majorations identiques a celles utilisées en Q 10,
prouver qu’il existe un jeu unique (f,, f,) de fonctions & valeurs
réelles, continues sur [0, 1], telles que, pour tout t dans [0,1] :

£l = f 0‘ [04 sin £,(8) -+ 0,2 cos f,(6)] 6

0 = 0‘ [0,8 cos £,(E)+ 0.4 sin £,(0)]d0

La méthode des approximations successives est-elle numériquement
utilisable telle quelle pour calculer la solution (f,,[f,)?

\'

Les deux naturels n et k étant strictement supérieurs & 1, on prend
pour toute la suite X = R"™, muni d’une norme vectorielle p de taille £.
On définit les sous-espaces vectoriels suivants de R™ (V; désigne encore
le noyau de la semi-norme p,) :

W; = N V; G=1.,2,...,%
P=1,2, 0,k
P

On a évidemment W, NV, = {0} ¢ =1, 2, ..., k), de sorte qu’on

peut définir, pour tout i, la somme directe Z; de W; et V, :

Zi=Wi$Vi (i=1, 2, ceay k)
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Q12 Démontrer que la somme directe W =W, o ... o W, des k
sous-espaces W est bien définie. Prouver que, de plus, pour tout x

k
de W décomposé (de fagon unique) en x= Z x;, avec %, €W,

i=1

=12 ....,k,0na:

k k
pl®) = ZP(xt) = Zpl(xi)e!
i=1 i=1

ois les e, sont les vecteurs de base de R*. Prouver enfin que la
restriction de p; ¢ W, est une norme sur W,

Q13 Construire les sous-espaces V;, Wy, Z,, W pour la norme vectorielle
p suivante, de taille 3 sur R° :

[, 18] + &) ]
p= | o | —p@)= | &+ ]G]
&, | 18] + ] ]

Méme question pour la norme vectorielle q suivante sur R® :

Ex Igll + laﬁi
x= : —s g = | |&]
Es |EMI + IESI

Q14 Montrer que les propositions 1 et 2 suivantes sont équivalentes :
1. Z, =R" =12 ..., k)
2. W =R"

Lorsqu’elles sont vérifiées, on dit que la norme vectorielle p est régu~
Liére.

VI

k
Soient A, , A, , ... , A, des naturels > 1 tels que Z A=n [dod

i=1
nécessairement &k < n}.



On « partitionne » alors tout vecteur x de R en k blocs, de la facon
suivante :

—-. b "" ..‘: ............ ""
&
. A, composantes
xl
€3,
................ \
Elﬁ 1
) A, composantes
. X
x= g)& +Aqg = ;

E’)‘l"' cee +>‘k—1+1
. £ A, composantes

.

En

g)\1+ e +;\'__1+1

5neRNM (i=1,2,...,k , 5=

2

S W

¢« désignant, pour tout i, la norme du maximum sur R)“, on pose,
pour tout x de R* ainsi décomposé :

(Pou(x1)

pR)=| !
(Pao(xk)

Q45 Montrer que Papplication p est une norme vectorielle réguliére
de taille k sur R*. Qu’obtient-on pour k = n?

Soit alors T une application linéaire de R® dans lui-méme, repré-
sentée dans 1a base canonique de R® par une matrice, notée encore T,
élément de NL,,.

On « partitionne » T selon les blocs suivants :

[ : 7 )
T, | T, | - | T, |} tismes
T=| . :
To | T | o | Tu || oetignes

A, colonnes Ax colonnes



de sorte que T,; est une matrice & éléments réels, de type (A;, Ay)
G,j=1,2, ..., k). On pose :

so(T ). so(T )
S(T) = i
so(T,) .- 5T )

de sorte que S(T) est une matrice nonnégative de Iy

On appelle alors majorante de T relativement & p toute matrice M,
nonnégative dans I, telle que :

VieR*  p(Tx) < Mp()

Q16 Démontrer que S(T) est une majorante de T relativement & p.
Démontrer que toute majorante M de T relativement & p est
caractérisée par Uinégalité :

STy<M

En déduire que S(T) est une majorante de rayon spectral minimum.

Q17 Démonirer que Vapplication S : M, — N, définie ci-dessus
est une norme vectorielle de taille K, réguliére sur N,. Prou-
ver de plus la relation :

VT,, T,ed, S(T,.T,) < S(T)S(T.)
1, désignant la matrice-unité (n, n), que vaut S(1,)?

% étant un vecteur donné dans R", on considére alors I'application
affine F de R™ dans R” suivante

xeR"'—r Fx) =Tx + R

Q18 Démontrer que, pour que F soit contractante relativement & p,
il faut et il suffit que p(S(T)) < 1.
En déduire que, si p(S(T)) < 1, alors Péquation suivante dans
R‘n
x=Tx +h
admet une solution unique x calculable par la méthode des appro-
ximations successives, avec l'estimation suivante :

plx —x™) < [S(T)V'[I— S(D)] ~p(x® — 2 )

VII

F désigne maintenant une application, non nécessairement affine, de
R"™ dans R", contractante relativement i la norme vectorielle type sur

R™

On notera f; les « composantes » de F, de sorte que :

E.x fl(gl’ 9&1;)

—— F@)= | !

E,. fullasooe »En)

avec :

Va,yeR* |F@) —FO)| <Mlx—y| M=>0; oM <1)



On définit alors 1’application G (composantes g;) de R™ dans R”
par les relations : ’

gl(x) = gx(gp Ear -vns ‘in) = filly &a -5 En)
gz(x) = gz(gv oo e En) =f2(g1(x)’ €or - E—n)

gi®) = gils &o -+ &n) = filg(®), &%), ... &%), Ey .5 E))

&al®) = gullss &or o5 &1) = fu(8:(%); £a(%), ... gn-(®), En)
Q19 Démontrer que ¥ et G admettent le méme unique point fixe dans
R™ Expliciter la méthode des approximations successives sur G.

On note L 1a triangulaire inférieure stricte de la matrice M, U sa trian-
gulaire supérieure :

i
ST PR
M= - =L+
L
=

(Sur la diagonale et au-dessus les éléments de la matrice carrée L
sont nuls ; au-dessous ils sont égaux & ceux de M ayant les mémes po-
sitions).

Q20 Démontrer que :
Vx,ycR" G(x) —G(») | < I —L)*Ujx — 5]
En déduire que la méthode des approximations successives sur G

converge vers lunique point fixe de ¥, quel que soit le vecteur de
départ choisi.

VIII

Soit A une matrice de 91T, et b un vecteur donné dans R™ On munit
R" de la norme vectorielle p définie dans la partie (VI) : A est alors
décomposée en blocs A;; (5, =1, 2, ..., k) de la méme fagon que
T 1’était précédemment.

De méme, le vecteur b est décomposé en blocs b; (I =1, 2, ..., k).

On suppose que les blocs diagonaux A;; de A (qui sont carrés) sont
inversibles (et numériquement, facilement inversibles). Pour résoudre le
systéme linéaire Ax == b, on envisage les deux méthodes itératives sui-
vantes :

Partant d’'un vecteur quelconque x¢° dans R™ décomposé selon les
blocs x,®, x,(, ..., %,°, on définit une suite de vecteurs x"’ de R,
décomposés selon les blocs x,7, x,, ..., x,, par la récurrence

MB‘

_\xi"m-_—._A;;[ A,,.x,.mJ+A7“‘bi G=1,2,...,k

—

# 1

PO

( r=201,2 ...
(Méthode de Jacobi par blocs.)

De méme, partant d’un vecteur quelconque y‘® de R" décomposé
selon les blocs ¥,(®, ¥,®, ..., ., on définit une suite de vecteurs



¥y de R" décomposés selon les blocs y,, y,, ..., y,, par la
récurrence : '

i-1 k
— y ﬁ -
yr) = —A ! Z Ay, ) 4 Z. Ay, | +A ii1 by

11
_ j =1 je=itl

(r=0,1,2,...)
(Méthode de Gauss-Seidel par blocs.)

(Dans 1a somme entre crochets le premier terme disparait lorsque i
vaut 1, et le second lorsque i vaut n).

On définit alors dans 9, les matrices L et U suivantes : dans la
décomposition en blocs introduite sur 3T, soient L,; les blocs de L,
U;; ceux de U (4,7 =1, 2, ..., k). On pose, pour définir L et U :

-1
L”=0 SiiSj,UU=——A,-iA” Sii<j

.

=]

o,

-1
Lu‘ = _'A ii ‘A'if si i>j s U“'=0 si

De sorte que L (respectivement : U) est une matrice triangulaire infé-
rieure (respectivement : supérieure) stricte, par blocs.

ErraTuM : ligne 19, lire «ivaut k» au lieu de «i vaut n».

Q21 Démontrer que les deux méthodes introduites peuvent se mettre
sous la forme :

27D =JF 20  h (Jacobi par blocs)
yO*tD =€ y™ 4 b, (Gauss-Seidel par blocs)

ot J et £ sont deux matrices dans I, indépendantes der, qu’on
explicitera en fonction de L et U, et o h, et h, sont deux vecteurs
de R", indépendants de r, qu’on explicitera également.

Q22 Démontrer que, si p(S(J)) < 1 :

1. Le systéme linéaire Ax = b admet une solution unique x
dans R™;

2. La méthode de Jacobi par blocs considérée produit une suite
qui converge vers cette solution, quel que soit le vecteur x®
de départ;

3. La méthode de Gauss-Seidel par blocs considérée produit une
suite qui converge vers cette solution, quel que soit le vecteur
¥ de départ.

Q23 Démontrer que l'on peut étendre intégralement Pétude faite & la
section (VII) au cas de la norme vectorielle p définie & la section

).

Formuler ces résultats plus généraux; démontrer alors que Uétude
Saite ci-dessus en Q21 et Q22 en est cas particulier pour
une application affine de R* dans R".



RAPPORT SUR L'EPREUVE
D'ANALYSE NUMERIQUE

Le probléme concernait 1'étude et l'utilisation (pour des questions d'analyse numérique)
de la notion de norme vectorielle : sur un espace vectoriel X, une norme vectorielle de taille
k est une norme a valeurs dansﬂRk (ordonné composante & composante pour 1'inégalité triangulaire).
L'étude proposée était relativement "simple", avec quelques questions plus difficiles.
L'épaisseur des copies (15, 30 pages...) montre que la quasi totalité des candidats a pu
fournir une prose abondante. La longueur apparente du probléme correspondait en fait a une
démarche tres détaillée par 1‘'énoncé.

On a trouvé : peu de copies totalement nulles, une grande mane de copies médiocres, un lot
assez important de copies acceptables et pas mal de copies bonnes ou trés bonnes. Les questions
posées et le baréme adopté ont permis un classement clairement satisfaisant, qui s'est révélé,
a4 la délibération, trés corrélé avec celui des deux autres épreuves.

Les six premiéres questions, élémentaires, ont été dans 1'ensemble bien traitées, et en
tous cas étudiées par la quasi totalité des candidats. Elles permettaient de voir que munir X
d'une norme vectorielle p de taille k£ n'est pas autre chose que le munir de la topologie
séparée définie par k semi-normes (les composantes P; de p). Cette topologie est équivalente &
celle d'une norme notée ¢ dans le texte.

De Q74 Q14, on utilisait 1a notion introduite pour 1'étude de 1'existence, de l'unicité,
et de la construction algorithmique du point fixe (appelé souvent "point double"” dans les copies..)
de certains opérateurs sur X : & partir de la notion de contraction en norme vectorielle (la
constante de contraction usuelle est ici remplacée par une matrice K, non-négative et de rayon
spectral o (K) <1 ) il s'agissait exactement de retranscrire, en Q7, la démonstration du
théoréme usuel du point fixe pour un opérateur contractant F.

Un lot bien trop important de copies commence & trébucher & ce niveau : confusion dans la
notion de suite de Cauchy (!) qu'on raméne trés souvent, de facon explicite ou plus dissimulée,
a4 la suivante : "la distance de deux éléments successifs tend vers 0", D'autre part lorsque
Xo+1= Flxr)  (refN, xre X), et que xr converge vers x dans X, il parait évident & beaucoup
trop de candidats que x = F(x) "d'aprgs le principe de prolongement des égalités". Peu de copies
estiment nécessaire de démontrer cette conclusion, et parmi celles qui y pensent, beaucoup se
livrent a des développements touffus : trop peu signalent que, F étant contractant, est néces-
sairement continu ... ce qui suffisait.

L'illustration, en Q10 et Q11, de cette premiere étude sur deux exemples simples pris dans le
contexte des exemples de normes vectorielles donnés en Q6, permet de bien distinguer les copies
dont les auteurs savent ce qu'ils font et oll ils vont : ces copies-la mettent bien en évidence
que la contraction en norme vectorielle est, pour le méme résultat, une notion moins impérative
que la contraction "scalaire" obtenue en utilisant la norme .

De Q12 2 Q14 était demandée une étude, purement algébrique, de la structure en sous-espaces
vectoriels définie par une norme vectorielle sur R™. La plupart des copies ignorent une carac-
térisation correcte du fait que k sous-espaces de[Rn admettent une somme directe : on se contente
trés souvent de vérifier que ces sous-espaces sont deux & deux d'intersection réduite & zéro
(on les appelle alors "disjoints"...). QI3, exercice de construction de ces sous-espaces sur 2
exemples, a été généralement bien traité, de méme que Q14 qui était une question importante et




jugée assez difficile : malgré la réserve ci-dessus, il semble que les questions \é caractere
algébrique soient mieux traitées par 1'ensemble des candidats :

de Q154 Q18 on construisait, & partir d'une norme vectorielle P réguliére sur an, la norme
vectorielle d'opérateur linéaire correspondante : toute matrice T (n,n) est alors décomposée
en blocs et la norme vectorielle S(T) construite s'obtient en remplacant chaque bloc de T par
sa norme (scalaire). Par cette construction on retrouvait, enQ18, pour le cas d'opérateurs
affines sur R” (F(x) = ™ + k] le résultat de Q7 : car dans ce cas la contraction de F est
caractérisée par la condition P(S(T)) < 1 : trés peu de candidats traitent correctement cette
question, qui donne lieu & de grosses confusions.

On revenait ensuite, pour la simplicité des notations, & la norme vectorielle type sur
R™ et (en Q19et Q2Q) on considérait un opérateur F, non nécessairement linéaire, contractant
sur R" . il s'agissait alors de voir que non seulement la méthode des approximations successives,
mais aussi la méthode non linéaire de Gauss-Seidel, converge vers l'unique point fixe de F. C'est
1'extension de ce résultat au cas d'une norme vectorielle réguligdre plus générale (correspondant
alors & des méthodes par blocs) qui sera demandée en Q23.

En Q19 beaucoup trop de copies se bornent & montrer que l'unique point fixe de F est point
fixe de G sans penser & la réciproque. En Q20 (question jugée difficile) une bonne quinzaine de
copies parvient correctement au résultat : voici la démarche (cf les notations de 1'énoncé)
| Flx) - F‘(y)! < K|x -y ! d'oll d'aprés la définition de G (opérateur non linéaire de Gauss-Seidel

attaché a F) et la décomposition donnée de K en L + U :

lg(x) - 6(y)]| < L |alx) - Gly)| + ulx - y)

aot o) —el) | < (1 -1t Ul -y

ot p [(1 - L)—1 U] € p(L+U)=p (K) <1d'aprés le théorgme de Stein-Rosenberg,

donné dans 1‘'énoncé (proposition 3).

Les copies qui parviennent & ce niveau le font dans 1'aisance et la solidité : les question:
difficiles, lorsqu'elles sont traitées, le sont bien mieux que les questions simples, qui
donnent lieu a de nombreuses rédactions floues, approximatives, pénibles.

En Q21 était demandé d'établir le formalisme matriciel des méthodes de Jacobi et
Gauss-Seidel par blocs pour le cas linéaire, en Q22 de démontrer la convergence de ces méthodes
sous 1'hypothése de contraction de 1'opérateur correspondant de Jacobi.

Enfin, en Q23 on demandait une synthése du probléme : précisément, d'étendre au cas non
linéaire le résultat de Q22, généralisant la démonstration demandée en Q2} et rappelée ci-
dessus. Une quinzaine de copies brillantes parviemnent & cette synthése, sans toutefois formuler
1'énoncé demandé. Ce sont les meilleures copies, qui, ayant dominé 1'ensemble du probléme,
proposent une rédaction claire, concise, sire, et de lecture intéressante.

Pour terminer, citons les erreurs les plus grosses, rencontrées de facon systématique dans
un trop grand nombre de copies :

a) formalisme matriciel : si ue€ IRk et M est une matrice (k,k) on écrit, sous différentes formes :

1
'1; ; uM au lieu de Mu ;

-1
I .- m Pour (r-m

-

On croit que Mu < u entraine M € I ; que si % n'est pas » 0 (composantes a composantes) ni nul,
il est < 0. Ou encore que u est > 0 dés qu'il est > 0 et + 0. On croit que si une matrice A est
> 0 et de rayon spectral plus petit que 1, elle est majorée par la matrice "pleine de 1"...



ns

—a

'b) analyse : suite de Cauchy dans un espace vectoriel ; x
‘Jentes ; "il existe des suites de fonctions continues qui convergent, au sens de la convergence

r+1_ xT tend vers 0 ou variantes équiva-

uniforme vers une fonction discontinue sur [0, 1]".

Notions de continuité, de limite mal assimilées, utilisées de facon fondamentalement erronée.
on parle de la topologie de la convergence uniforme sur R", un raisonnement pernicieux :

xT - F(x") tend vers 0

" " r
X tend vers i donc"F(x7) tend vers F(x)

c) algébre : soient Wi...W, k sous-espaces vectoriels deR".
Voici (au dire de beaucoup) différentes CNS pour que leur somme algébrique soit directe :

Wi Owjo= {0} &~ ; Wi“[jg,wj'] = {0} ie(1,2...k) ;
'L
wiO[Ow] = {0} ie(1,2...k) !
J#i
Wi W= {0} i=1,2...k-1
Ow; = {0}
jE€L2. R

ou encore : "Pour que k sous-espaces admettent une somme directe, il faut et il suffit qu'ils
soient 2 4 2 distincts"”

Autre erreur grave : six € VoW, et six ¢ V alors x € W,

d) confusion entre un vecteur et sa norme, une matrice et sa norme T < s(T)

e) Calcul numérique : méme élémentaire, il rebute. Trés peu évitent 1'erreur de calcul grossiére,
. . L, -1,

Visiblement un calcul numérique fait peur:... "mais ceci nécessiterait de calculer (I - M)

(dans 1'exemple, M est une matrice (2,2)...).

f) 1'inégalité |sin @ - sin b| < la - b| fait trébucher beaucoup de candidates ; on écrit que,

dans R®, 1'équation l|x, | +|xz] = 0 "est celle d'un hyperplan".
Enfin, citons & propos de la question Q9, la plus énorme bétise commise dans ce probléme :

0,4 si +0,2 x 0,4 sin 0,2
Ple) = Flry,zg) =| 0 S0 % 00S %2 _ < sin °°S> (’“) - mx

0,8 cos x; + 0,4 sin x, 0,8 cos 0,4 sin X2

d'ol Flx) - F (y) =Mx - My = M (x - ¥)
il s'agit donc d'un principe nouveau de linéarisation.

-1
L'auteur continue, en calculant ensuite (I - M) , utilisant pour cela :
det (1 -M = - 0,4 sin)?~ (0,4 cos)? = etc.

Répartition des notes (entre 0 et 40)

Agrégation masculine (510 copies)

n<4 4 <n<919<n<1414<n<19|19<n<24]24<n £29]|29<n <34 34 < n
66 124 130 110 38 28 12 2
Agrégation féminine (282 copies ; moyenne 11,83/40)
n<4 4 <n<9]9<n<14] 14 <n<19119<n €241 24<n<29[/29<n< 34| 34 < n
36 70 98 41 22 7 3 5




TEXTE DE L'EPREUVE DE MECANIQUE

DEFINITIONS ET NOTATIONS

1. Systéme mécanique.

On se propose d’étudier quelques questions relatives an systéme
mécanique %, supposé isolé, constitué par trois points matériels M,,
M, , M, , de masses respectives m, , m, , m, non nulles et en mouvement
dans V’espace affine euclidien E, .

Pour i,j = 0,1, 2 et i # j, on désigne par a dy; la longueur du segment

MM, , supposée toujours non nulle, et par u; le vecteur unitaire de la

demi-droite M;M, d’origine M; , contenant M; . On a donc M,M = d,jui je
Chacun des trois points M; est soumis uniquement a Vaction des deux

autres : on note F”- Vaction de M; sur M, (i # j); dans tout le probléme,

les hypothéses suivantes sont faites sur les forces F; :

a. F, ; est colinéaire & u,,,

b. Fi, g’écrit sous la forme Fi, = mim,f,,(d,,)ui,, ol f;; n'est
fonction que de d;;;

c. en général, les fonctions f“ et f;; ne sont pas égales : cette
derniére hypothése implique que, & Uintérieur de Z, « Paction n’est pas
toujours égale & la réaction »;

d. Les fonctions u— fi;(u) sont définies et continfiment déri-
vables pour u réel strictement positif.

2. Repéres et coordonnées.

Dans E, trois repéres orthonormés seront utilisés :

® F est un repére fixe d’origine O arbitraire;

® (R, est le repére d’origine M,, d’axes paralléles 4 ceux de ¥;

® (R, utilisé dans la deuxidme partie, est un repére mobile d’origine
M, , dont le premier axe passe par M, et dont le troisiéme axe coincide
avec le troisieme axe de R, .

On utilisera aussi un repére 91 dans un espace auxiliaire introduit
dans la question II 6°.

Dans la mesure du possible, on se conformera aux notations suivantes,
choisies pour leur commodité, en désignant :

- —
® Par r, le vecteur M M,, et par x;, ¥;, 2 ses coordonnées dans

R, (=1,2).
o Par ﬁ, le vecteur 61\—4: et par X;, Y;, Z; ses coordonnées dans
F =01, 2).

Les trois points jouent dans le probléme des rdles dissymétriques; on
sera amené & utiliser :

dyy =d,=p ’ do, = dgo =T H dy,=4d, =d

Enfin on notera ¢ le temps, et 6 'angle qui fixe la position de ® par
rapport & R, .

N. B. — Une lecture attentive du texte montrera facilement quelles
sont les relations de dépendance entre les différentes questions.




10 Ecrire le systéme (D) des équations différentielles qui définissent
le mouvement de X dans R, . On utilisera de préférence les inconnues

> -

r, , r, ainsi que les variables g, r, d.

Si Ion suppose connue la solution de (D) qui satisfait & des conditions
initiales données, comment peut-on obtenir le mouvement de R, par
rapport 4 F?

Donner les relations que doivent vérifier les fonctions f;; (i, j = 0, 1, 2;
i # j) pour que, quelles que soient les conditions initiales et quelles que
soient les masses m, (i = 0, 1, 2), le mouvement dans ¥ du centre d’inertie
G de X soit rectiligne uniforme. Donner une interprétation mécanique
du résultat obtenu.

20 Dans cette question seulement, on suppose fi; = f;; (5, ] = 0, 1, 2;
i # j); on suppose de plus que, pour tout u > 0 et pour toute fonc-
tion f;, on a : fi;(u) # 0.

a. Etudier ’existence de positions d’équilibre de = dans R, pour
chacun des deux cas :

® Les points M, , M, , M, forment un véritable triangle;
® M,, M, , M, sont alignés et, pour tout z > 0, on a :

Soi(w) < 0 ’ Jos(w) < 0 » Sfiz(w) > 0

b. En supposant que les points M,, M, , M, sont astreints, par
des liaisons sans frottement, a rester alignés sur une droite fixe par rap-
port 3 F et que les fonctions f}; sont égales i :

fOI(u) == ;;1? ’ foz(u) = - u_iz ’ fxz(u') = % ’

étudier les mouvements de X dans lesquels r et p sont constants et dis-
cuter la stabilité de ces équilibres relatifs : on remarquera que, dans le
mouvement de X par rapport & F, les forces enjeu dérivent d’une fonction
de forces et on appliquera le théoréme de Lejeune-Dirichlet.

30 Dans cette question, les fonctions f;; sont définies, pour u > 0,
par fi;(u) = N\ju, ot les Ay; sont des constantes (i, j, = 0, 1, 2; { # j).
Intégrer les équations du mouvement de X dans &, sans examiner les
cas particuliers. On pourra définir toute constante intermédiaire suscep-
tible de simplifier ’écriture; on démontrera que la solution dépend de

six vecteurs constants arbitraires et on s’attachera a expliciter cette
dépendance.

11

Dans toute la suite on suppose que M, n’agit pas sur M, et M, (mais
M, et M, agissent sur M,), c’est-d-dire que les fonctions f, et f,, sont
identiquement nulles.

Le systéme différentiel (D), qui définit le mouvement de X dans R,
se scinde alors en deux parties : (D,) définit le mouvement de M, dans
R, et (D,) définit le mouvement de M, dans R,, lorsque celui de M,
est connu.

1° Démonirer que la trajectoire de M, dans R, est située dans un
plan P passant par M,. On choisit F de fagon que les deux premiers axes
de R, soient dans P; la position de M, dans P est alors donnée par ses
coordonnées polaires p et 0 (voir notations). On posera f=m,f,,+m, f,, »
et on désignera par F une primitive de f.

Définir la trajectoire de M, dans P par une quadrature.

Dans le cas F(p) = kp™ ne€Z et k constant, quelles sont les
valeurs de n pour lesquelles 0 s’exprime en fonction de p au moyen
de fonctions élémentaires, quelles que soient les conditions initiales?

a1
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20 On suppose qu’il existe des valeurs positives de p pour lesquelles
on a f(p) > 0. Démontrer que, si a est une telle valeur, il existe des
conditions initiales telles que o soit constamment égal 3 a. Comment
varie alors 0 en fonction de £? -

30 Dans le repére R (défini dans «définitions et notations»), les coor-
données de M, sont p(z), 0, 0. Soient x, ¥, z celles de M;; on a :

r= \/x—"’—m et d= \,/ r?—2px + o*

On désigne par U la matrice-colonne d’ordre 3 d’éléments x, y, z.
Mettre les équations du mouvement de M, dans R sous la forme

d*U dU

()
ol A, B sont des matrices carrées d’ordre 3 dont les éléments ne dé-
pendent que de la fonction ¢-— 0(¢), et ot C est une matrice-colonne
d’ordre 3 dont les éléments ne dépendent que de x, y, z et de la fonction

t — p(2).

40 Dans le cas particulier, étudié en II-2, ol le mouvement de M,
dans P est circulaire, démontrer que le systéme (1) posséde une intégrale
premiére quadratique dont on donmera une interprétation mécanique.

5¢ Revenant au cas général, on effectue sur le systéme (1) la transfor-
mation (T) suivante : choisissant 0 comme nouvelle variable, on pose :

x=0pf y=pn 2=
{on rappelle que, aprés V'intégration des équations du mouvement de M, ,
p est une fonction connue de 0).
Ecrire le systéme différentiel reliant les fonctions £, v, ¥ de la variable 6
et leurs dérivées par rapport a 0.
Démontrer que ce systéme peut se mettre sous la forme :

!

)R
E’”_zy’/:Pa

VE
f " v ‘\R
2) - +2@=P“Ml
2R

wn e A3
= +C'—".~43 DC

ol R est une fonction de &, v, {, p qu’on exprimera au moyen des f;;,
de leurs primitives et des conditions initiales du mouvement de M, .

6° Soit & un espace affine euclidien de dimension 3, muni d’un repére
orthonormé 9. Soient ., , &, , W, les points de & dont les coordonnées
respectives dans 3T sont (0,0, 0), (1, 0, 0), (£, %, §); ces points peu-
vent &tre considérés comme les images par (T) des poinis M, , M, , M,

de E, .

La connaissance en fonction de 9 de la trajectoire de p, dans I et
la connaissance du mouvement de M, dans R, définissent complétement
le mouvement de £ dans R,. Trouver les conditions que doivent véri-
fier les fonctions f;; pour qu’il existe des solutions de (2) telles que p..
soit fixe dans le plan d’équation { = 0 et forme avec p., et p, un triangle
équilatéral.

7e Dans toute la suite on suppose que, quel que soit g, les fonctions f;
vérifient les conditions trouvées dans II-6° et on se place dans le cas
particulier étudié dans II-20 et II-4° (p = a). Si p, est fixe dans I,
alors M, est fixe dans R. Soient £, , 7, et {,les coordonnées de I'une des
positions d’équilibre de p, trouvées a la question précédente. On pose :

E=E,+E N=1+1 (=042



En utilisant éventuellement le résultat trouvé en II-49, démontrer

qu’il existe une forme quadratique ® (%, 7, ) telle que, pour toute solu-
tion de (2), on ait :

=12 -2 -2

A N X R P

olt H est une constante et ¢ une fonction de trois variables bornée au
voisinage de (0, 0, 0).
La fonction f a été définie au II-1° par : f = m,f,, + m, f,,; on définit

de méme la fonction g par : g = m,f,, — m f,, .

Exprimer les coefficients de @ en fonction des valeurs de f, g et de
leurs dérivées au point a.

Démontrer qu’une condition suffisante de stabilité de la position d’équi-
libre de 1, dans 9T est que ® soit une forme quadratique définie positive.

Quelles conditions doivent vérifier f, g et a pour qu’il en soit ainsi?

8° Etudier la stabilité du systéme différentiel (L) obtenu en linéarisant
le systéme (2) autour de sa solution £ = £,, =1v,, 7= ¢,. Que
peut-on en conclure sur la stabilité de la position d’équilibre de p,?

RAPPORT SUR L'EPREUVE
DE MECANIQUE

Béti sur le theme de 1'étude d'un systéme isolé formé de 3 masses ponctuelles, le probléeme
avait été concu pour tester les réactions des candidats devant un certain nombre de questions
trés classiques en mécanique générale et ne contenant aucun piége. Les résultats ont été
décevants : trés peu de candidats dominent convenablement le programme de mécanique de premier
cycle, et on peut s'étonner du nombre considérable de copies blanches ou presque vides, alors
que le probléme commencait par des questions sans difficulté particulizre.

Partie |

Dans la premiére question on demandait la mise en équation du probléme dans un repére mobile,
en translation par rapport au repére galiléen. On a retrouvé 2 ce propos toutes les erreurs
classiques : confusion de notations, utilisation simultanée (dans 1'un ou 1'autre membre de
1'équation) des "forces d'inertie d'entrainement" et des "accélérations d'entrainement",
application sans précaution de la méthode de Lagrange & partir d'un énergie cinétique relative,
sans compter 1'apparition subreptice de forces de pesanteur (?).

Ce ci n'est pas pour étonner les correcteurs, vieux routiers du métier, et qui savent
combien ces questions de mouvement relatif sont en général mal comprises ou mal assimilées. Ce
qui est plus surprenant c'est l'utilisation généralisée de la méthode de "péche & la ligne" des
équations: on écrit une équation de la quantité de mouvement par-ci, un théoreme du moment
cinétique par 1a, éventuellement une forme batarde d'un théor2me de 1'énergie, sans se préoc-
cuper de la cohérence du systéme d'équations ainsi obtenu, sans chercher & savoir si les équat ions
sont en nombre suffisant, si elles sont indépendantes ou non. Le résultat est trop souvent
catastrophique.

En particulier, les candidats qui se contentent du systéme formé par 1'équation définissant
le mouvement du centre d'inertie et 1'équation du moment cinétique autour de cecentre d'inertie
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n'ont sans doute guére réfléchi a la différence qui existe entre un systéme de points matériels
quelconque et un solide.

On peut s'étonner aussi de trouver des candidats qui pensent, ou semblent penser, que tout
mouvement de translation est uniforme.

Dans la deuxiéme question on demandait tout d'abord d'étudier les positions d'équilibre
relatif du systéme dans le cas oll fij = fji # 0.
2 2 27
t d Ra = d Ro = d Ro mais, comme avec
dt? dt? dt?
1 "hypotheése fij = fji le centre d'inertie a un mouvement de translation uniforme, il vient

Des conditions nécessaires d'équilibre sont évidemmen

29, .

immédiatement : %T%; =0 1 =0,1,2, I1 est clair qu'il ne peut y avoir équilibre si les
t

3 points forment un vrai triangle et les conditions d'équilibre dans le cas de 3 points alignés

sont faciles a déterminer

Le (b) de cette question est une application immédiate du théoréme de Lejeune Dirichlet

pour la recherche de la stabilité. Doit-on rappeler ici que les conditions :
2 2

Ay oy U oy .
™ (x0,¥0) = 0 5; (xa,¥0) = 0 552 &0 yo) <0 é;;; (*0,¥0) < 0 ne fournissent pas

un ensemble de conditions suffisantes pour que U soit maximum au point (xXo, ¥o) ?

La question 3 a été 1l'occasion de vérifier qu'un bon nombre de candidats n'ont, sur les
systémes différentiels, que des connaissances superficielles. On s'attendait & trouver plus
souvent la forme générale de la solution d'un systéme de 6 équations dusecond ordre, linéaires
et & coefficients constants. On ne s'attendait pas, par contre, & reancontrer le raisonnement
suivant
"X est un vecteur colonne, A une matrice carrée (6 x 6). Si X" = AX, alors X'? = AX? + Cte".

Partie 11
Le probléme traité dans cette partie est une généralisation du probléme restreint des trois
corps. Les 2 premiéres questions sont des questions de cours classiques et apgellent peu de
remarques particuliéres. Rappelons encore une fois que les trajectoires, dans‘un mouvement a
accélération centrale, ne sont pas toujours des coniques et que.ﬁE . f (©) n'est pas 1'équation
 eps . . . dt
différentielle d'une trajectoire.

Peu de candidats sont allés au-deld de la 3e question. Ceux qui ont franchi ce cap alors
facilement obtenu des points dans la suite, oll seule était nécessaire une certaine maitrise des
techniques de calcul, Aucun candidat n'a abordé de facon positive les deux derniéres questions,
ol la stabilité des positions d'équilibre trouvées au 6° était étudiée de deux facons : par une
méthode de type Liapounov et par linéarisation.

Sur le plan général, on doit noter la maladresse et la lourdeur avec laquelle sont menés les
calculs, les difficultés qu'éprouvent de nombreux candidats dans la manipulation de 1'analyse

vectorielle, pourtant classique maintenant dans tous les cycles d'enseignement.

On peut aussi ajouter au florilége de 1'agrégation les extraits suivants, sans commentaire

"10g a = log b+ ].Og [ =% a=b+c"
"Fi, Te et Ty — 7o sont trois vecteurs linéairement indépendants, donc :
a?l + b?Q + C(?l—FQ) =0 P a=b=c¢c=0"

"jl faut et il suffit connaitre..."
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TEXTE DE L'EPREUVE
DE PROBABILITES ET STATISTIQUES

«

Conventions et notations.

a. Dans ce probléme, on aura lieu de considérer, sur I’ensemble R*,
— le produit scalaire usuel (noté . ) et la norme qui lui est associée
(norme euclidienne, notée | |);

— 1a topologie usuelle, définie par la norme | | (pour toute partie
A de R™, on note A son intérieur et A sa fermeture) et la tribu boré-
lienne (notée B™) qui lui est associée;

— Yensemble des parties convexes : étant donné une partie A
de R", on appelle enveloppe convexe (resp enveloppe convexe fermée)
de A 1a plus petite (au sens de I'inclusion) partie convexe (resp convexe
fermée) contenant A.

b. Tous les espaces mesurables envisagés dans ce probléme sont
euclidiens : (Q, fb) est dit euclidien si, et seulement si, il existe nr, entier
strictement positif, tel que Q € B", et que Jb soit la tribu induite par
@ sur Q (cest-d-dire Hb={Aec®B"; AcQ}).

c. Pour toute probabilité P sur ( R* , (3*), on appelle support de P,
et on note Supp (P) la plus petite (au sens de I'inclusion) partie fermée F
de R” vérifiant P (F) = 1 (on admettra son existence).

Définitions.

Soient deux entiers strictement positifs, n et m; soit Q € (B" et soit
®<R™; soit (P) une famille de probabilités sur 1’espace mesurable
euclidien (Q , /), indicée par @; Q est appelé ’ensemble des résultats,
et © ensemble des paramétres de la famille (Py).

On dit que la famille (Py) est exponentielle si et seulement si il existe :

une mesure o-finie p sur (2, ),

un entier strictement positif £,

une application mesurable T de (Q , /) dans (R* , (3%), \
une application U de © dans R,

une application mesurable a de (Q, Jo) dans (R, ®),

une application b de ® dans R,

tels que, pour tout 0, P, soit absolument continue par rapport a p et
admette, pour densité par rapport a y, la fonction

© s exp [T (w) . U (0) — a () — b ()]

Le quadruplet (T, U, a, b) est appelé une représentation de référence .
(ou p-représentation), de dimension k, de 1a famille (Pg); cette représen-
tation est dite :

résultats-identique si n==Fk et, pourtout © €Q, T(w)= o,
paramétres-identique si m=1Fk et, pourtout 0e€®, U(0)=06,
de type nul si, - pour tout ® €Q, a () = 0;

la fonction b est appelée fonction de cumul.

I. Généralités sur les familles exponentielles.

1¢ Démontrer que les familles suivantes sont exponentielles :

a. Etant donné un entier strictement positif # , Q={0,1,...,k};
0 =]0, 1[; pour tout 0, Py est 12 loi binomiale d’ordre % et paramétre 0.

b Q=N ; O=R"* (=]0,+o[); pour tout 6,
Py est 1a loi de Poisson de paramétre 6.



c. Q=R ; ®=R , pour tout 6, Py est la loi
de Laplace-Gauss (dite aussi loi normale) réduite (c’est-3-dire de variance
égale & 1), de moyenne 6.

d Q=R ; 0 =R* ; pour tout 6, Py est
la loi de Laplace-Gauss centrée (c’est-a-dire de moyenne égale a 0), de
variance 0.

ee Q=R ; O=RxR* ; pourtout 6=(,,0,),
Py est la loi de Laplace-Gauss de moyenne 0, et variance 0,.

20 Soit (Pgy) une famille exponentielle, d’ensemble des résultats Q
et ensemble des paramétres @ ; soit (T, U, a, b) une p-représentation
de dimension % de (Py).

a. Deux mesures o-finies sur (Q , Jb) sont dites équivalentes si
chacune est absolument continue par rapport a P’autre.
Démontrer que, pour toute mesure c-finie v équivalente a p, la
famille (Py) admet une représentation de référence v et de dimension £.
Démontrer que, pour tout 6° € O, la famille (Py) admet une repré-
sentation de référence Pg. et de dimension k, qui est de type nul.

b. Une application surjective ¢, de ® sur un ensemble @', est
appelée un codage compatible avec la famille (P,) si, et seulement si,
pour tout couple (0, 6°) € 92, tel que ¢ (6*) = ¢ (6°), ona Py =Py ;
Punique famille, notée (( , P)o:), admettant Q pour ensemble des
résultats et ®' pour ensemble des paramétres, définie par

(VBE@) Pez(wp)w(e)’

est dite codée de (Pg) par o.

Soit @ =U(@).

Démontrer que U est un codage compatible avec la famille (P,).

Démontrer que la famille (( y P )4+ ), codée de (Pg) par U, est expo-
nentielle et admet une p.-représentation de dimension k, paramétres-
identique.

c. fétant une application mesurable de (Q, Jb) dans un espace
mesurable (', '), on appelle transformée de (Py) par f la famille,
notée ((/ P)4), admettant Q' pour ensemble des résultats et ® pour
ensemble des paramétres, et o\, pour tout 0 €@, (/ P), est I'image
de Pg par f (c’est-a-dire que, pour tout A’ € &', on a

(P (A) =P [f71(A)]) .

Soit Q' € B3*, tel que T(Q) = Q' ; T peut &re considéré comme
une application mesurable de (Q , f) dans I’espace mesurable euclidien
Q, A).

Soit "y la mesure, sur (Q', #'), image de p par T; démontrer que
la famille ((TP) o), transformée de (Pg) par T, est exponentiellé et
admet une Ty-représentation de dimension k, résultats-identique.

II. Représentation canonique d’une famille exponentielle.

A partir de toute famille exponentielle admettant une représentation
de dimension k on peut obtenir, par les opérations détaillées en I 20
(changement de référence, codage, transformation), une famille expo-
nentielle (Pgy), admettant une représentation de référence Pgo (ot1 €°
appartient & I’ensemble des paramétres), de dimension k, qui est de type
nul, paramétres-identique et résultats-identique; si de plus 6° =0
(ce qui est toujours réalisable par un codage défini par une application
bijective de R* sur lui-méme), la Pq.-représentation est dite canonique.

10 Soit P, une probabilité sur (R* , (i3¥) .
a. On note b ’application de R* dans R U { + »} définie par

(VreRY b)=log [ ep(r.) Pl ;

soit @ = b~* (R); démontrer que © est une partie convexe non vide

de R¥,
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b. On note Q 'enveloppe convexe fermée de Supp (P ); démontrer
qu’il existe une famille exponentielle, dont I’ensemble des résultats
est Q et ensemble des paramétres ©, admettant une P -représentation
canonique de fonction de cumul b (on s’autorise les « abus de langage »

a

consistant A confondre :

10 P,, probabilité sur (R* , (3¥), avec la probabilité qu’elle définit,
par restriction, sur (Q , /) (car P, (Q) = 1),

20 b, application de R* dans R U {+ oo }, avec I’application, 3
valeurs dans R, qui s’en déduit par restriction & @).

La famille exponentielle ainsi définie est dite engendrée par P,.

2° Dans chacun des cas ci-dessous (de a. 4 e. ), caractériser (en donnant
I’ensemble des résultats (Q'), 'ensemble des paramétres (©') et la
fonction de cumul de la représentation P,’-canonique (b')) la famille
exponentielle engendrée par P,’, et démontrer que cette famille peut
étre obtenue, par codage et transformation, & partir de la famille
exponentielle étudiée dans le cas correspondant de la question I 1.

a. Etant donné un entier strictement positif &, P,’ est Punique
probabilité sur (R , B}) qui vérifie

h
(Vie{0,1,...,h}) P/({i})= ct,,(%) .
b. P, est Y'unique probabilité sur (R , B) qui vérifie
: Lo 11
(VieN) P, ({’})=;;‘§'
¢. P, est la loi de Laplace-Gauss de dimension 1, centrée et réduite.

d. P, est la probabilité sur (R , (3) qui admet, pour densité par
rapport 4 la mesure de Lebesgue, la fonction f, définie par :

si x<0 , fol®) =0
1 1
si x>0 , Sfol@)=—=— e~-*x"2 .
T

e. P,/ est la probabilité définie sur (R®, B?) par }es conditions
suivantes :

PA{(nr m) R m= o @F]) =1,

la premiére marge de P,’ (c’est-a-dire 'image de P, par la projection

7, : (%, , %,) — %,) est la loi de Laplace-Gauss centrée et réduite.

3o Soit P, une probabilité sur (R*, (3¥) ; soit (P,) la famille expo-
nentielle (d’ensemble des résultats Q et ensemble des paramétres ©)

engendrée par P, et soit b (application de R*dans R U {+ o })
la « fonction de cumul » de sa P représentation canonique.

-]
a. Démontrer que, en tout élément 0 de Vintérieur © de O, 1a
fonction b est dérivable i tous les ordres.

b. Pour tout ie{1,...,k}, on note w; la projection de
Q (<R¥) dans R définie par :

(V@) icicne Q) ) 1gjcn) =
Démontrer que, pour tout 0e©® (0=, <j<k ), on a les

résultats suivants :
— pour tout :€{1,...,k}, Vespérance mathématique de

)
par rapport & Py est égale 3 % ©) ;
Y]
— pour tout i € {1, ..., k}, la variance de =, par rapport i P,

est égale %632 ©) ;
i



— pour tout couple (i, j) e {1, yk}?, tel que i # j, la co-

. *®b
variance de =, et 7;, par rapport a Py, est égale & ———— (0) .
. 20, 20;

IIL. Estimation par maximum de vraisemblance.

Soit P, une probabilité sur (R¥ , (3¥); soit (Py) la famille exponentielle
(d’ensemble des résultats Q et ensemble des paramétres ®) engendrée
par P, et soit b (application de R* dans R U { + o0 }) la « fonction de
cumul » de sa P représentation canonique (voir II 1°). On suppose que
Supp (P,) n’est contenu dans aucun hyperplan.

On va étudier le probléme de I’estimation, en un résultat «, du para-
métre O par la méthode du maximum de vraisemblance.

1° On appelle fonction convexe i %k dimensions toute application f

de R¥* dans R U { 4 oo} vérifiant :
(Vo 2*)e (R*)?) (VAe]0,1])
SO +(1-2)2%) < Af (@) + (1 -0 f (o),
SR #= @ (f*R) est appelé le domaine de f, et noté D;).
Si de plus la fonction convexe f vérifie :

(V@ ,2)ed,)?) (Vre]0,1])

A#E > fAx+(1-2)2?) < A f (@) + (1 -Nf(=®) ,
elle est dite stricte. I
Démontrer que b est une fonction convexe stricte, de domaine ©.

, o —

20 On rappelle qu’une fonction convexe f est continue sur D, Uc D, ;
elle est dite fermée si elle est semi-continue inférieurement sur RF,
c’est-d-dire vérifie : ( YxeR¥) f@) =liminf f(x') .

[N ]

(On rappelle que, pour que I= lim inf f(x'), il faut que :

r —- T

(VI'<l) (3950 (V¥ eRY) [|¥—s|<n = f&)>T0])

Cette condition équivaut aussi au fait, pour f, d’éire enveloppe
supérieure des fonctions affines qu’elle majore, c’est-i-dire que, pour
tout x e RF ,

S(@)=sup {acR;(IyeR) (V2 eR®) y.(a —x)+a< f(&)} .

a. Démontrer que, pour qu’une fonction convexe f soit fermée,
il suffit qu'elle vérifie :
(VxeRF) f@) < liminf f(x') .
=z’ - T

b. Démontrer que b est une fonction convexe fermée.

3¢ Deux fonctions convexes fermées a k& dimensions, f et g, sont dites
compatibles si, et seulement si, elles vérifient :

(Y (x,y) € R*)) f@)+8() ==y .

a. Démontrer que, pour toute fonction convexe fermée f,
Pensemble des fonctions convexes fermées compatibles avec f est non
vide, et admet un plus petit élément, noté f*.

b. Démontrer que, pour toute fonction convexe fermée f, on a
% \
" <rf _
Soit I une fonction affine; démeontrer, en calculant I* et (I*)*, que
1 == (I%)*. e
En déduire que, pour toute fonction convexe fermée f, on a (f*)* = f.

On dit que deux fonctions convexes fermées f et g sont conjuguées
si, et seulement si, elles vérifient f* = g (ce qui équivaut & f = g*).




¢. Démontrer que ’estimation du paramétre par maximum de
vraisemblance, en 1’observation w € Q, est, s’il existe et est unique, 1’élé-

ment 6 de © tel que.b (8) + b* (0) =0 . .

4° On sait que I'ensemble des paramétres O est égal 3 D,, domaine
de la fonction convexe b; le but de cette question est de comparer €2,
ensemble des résultats, et D,., domaine de la fonction convexe b*.

On note S 1a boule unité fermée de R* ; pour tout x € R¥ et tout
8 > 0, x 4 35 désigne la boule fermée de centre x et rayon &

24+88={x'eR* ; |x—zx|<3}

a. Nous allons démontrer que D,, = Q.

Soit «, € Q.
° R%

Démontrer qu’il existe y, €S, et « <0, tels que, pour tout w €,
on ait ¥, . (0—2,) € a.

Démontrer qu'on a :

lim [(ry,) . % —b(ry,)] = + .

r— +m

En déduire

x, & Dy .

b. Nous allons démontrer que Qc Dy .
4
Soit w,eQ .

On rappelle que Q est ’enveloppe convexe fermée de Supp (P,);
on admet qu’il en résulte qu’il existe (', partie finie de Supp (P,), telle
que «, appartienne i Pintérieur de ’enveloppe convexe de Q'.

Soit ¥ un élément de R¥ de norme 1; on note :

H(y) Phyperplan {xeRF 5 yx=y.0,} ,
K*(y) le demi-espace {xeR* ; yxzy.0,} ,
K-(y) le demi-espace {xeR* ; y.x<y.0,} ;

pour tout ' €£)’, on note d (', y) la distance de o’ & H ()

@@ ,y)= inf [&'—z|)
zeH(y)
et on pose

d(y)=min] max d{w,y) , max d(w.y] ;
o’ eKH(y) o’ e K~(y)

Démontrer que dans ces conditions on a : d(y) > 0.

Soit d,= inf d(y); démontrer qu'on a : d,>0 .
ly|=1

Démontrer que, pour tout élément w de Supp (P,) et tout >0,
ona: P(o+3S5)>0.

On pose : a= inf Py +4d,S).
o' el
Démontrer quon a: «>0.
Démontrer que, pour tout y de norme 1, ona : P JK*(9)]>« .

En déduire : w,eD, .
o . ]
c¢. Démontrer ’égalité D,. =Q .

5° On appelle sous-gradient, en un point x € R¥, de la fonction




convexe a k dimensions f, la partie de R¥.
’af@)={yeRF ; (Vi eRF) SE) 2 @) +y. & —2)}.

a. Soit (x,y) €(R¥)® , et soit (f, g) un couple de fonctions
convexes fermées & k dimensions, conjuguées. Démontrer 1’équivalence
des 3 propositions suivantes :

yedf® ,
f@+e() =2y ,
xedg(y) .

En déduire une condition nécessaire et suffisante d’existence, en
o €, d’une estimation du paramétre par maximum de vraisemblance.

b. Une fonction convexe fermée a k dimensions est dite douce
si, et seulement si, en tout x € R*¥, df(x) a au plus un élément; on
admettra que cette condition équivaut au couple de conditions suivantes :

pour tout x¢]°), » Mf@)=2 ,
0
pour tout x €D, , f est dérivable en x et , df(x) dénotant le
gradient de fen x, on a ) f (%) = {df(x) } .

Démontrer que, si la fonction convexe fermée f est stricte et douce,
il en est de méme de f* (on pourra démontrer, & chaque fois par
I’absurde, que f* est douce, puis que f* est stricte).

¢. On suppose que la fonction b est douce.

Démontrer qu’alors I’estimation par maximum de vraisemblance

n’est pas définie aux points « appartenant i la frontiére de €,

-]
est définie en tout point « appartenant i Q, et vaut db* (o)
* (dire quelle est alors I'espérance mathématique, par rapport a
P4b* () de chacune des projections 7t; (1 <i<k) (voir IT 39)) .

6° Pour chacun des exemples étudiés en II 29, on demande de :
a. s'assurer que la fonction de cumul est douce,
b. calculer la fonction (b)*,
¢, préciser !92’ et donner la valeur, pour tout 0’ ®’, de P'y: (IE’),

(-]
d. calculer, en tout «’ € ', la valeur de I’estimation par maximum
de vraisemblance.
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- RAPPORT SUR L'EPREUVE DE PROBABILITES ET STATISTIQUES

GENERALITES

Ce probleéme est consacré aux familles exponentielles de Probabilités sur un espace mesurable
euclidien. Ces familles exponentielles jouent un rdle essentiel dans toute la Statistique
Mathématique, car les structures statistiques oll elles interviennent fournissent 1'existence
d'outils (statistiques exhaustives et complétes, rapports de vraisemblance monotone) qui
permettent de construire des procédures statistiques possédant de nombreuses qualités (estima-
teurs sans biais de variance minimum, tests uniformément plus puissants pour le probléme de
test unilatéral relatif au paramétre d'une structure exponentielle & une dimension,...) :; nous
renvoyons le lecteur intéressé par ces propriétés aux chapitres X et XI de 2].

La définition d'une famille exponentielle est donnée en introdution au probleme ; 11 s'agit
d'une famille de probabilités absolument continues par rapport & une mesure o- finie donnée
(ces notions figurent en [3], II, 2° (sous la forme "théoréme de Radon-Nikodym") et dont les
densités ont une forme remarquable donnée,

Dans la premiére partie, on s'assure tout d'abord qu'un certain nombre de famillem,classiques
de lois de probabilités sont exponentielles ; les seuls outils nécessaires sont 1'absolue conti-
nuité et, bien sir, la connaissance des lois étudiées : binomiale, Poisson, Laplace-Gauss
([4], 1, 6e alinéa). On étudie ensuite le comportement des familles exponentielles relativement
aux opérations suivantes : changement de mesure de référence, changement de 1'espace dos para-
meétres, changement de l'espace des observations ; toutes ces études ne font intervenir-que le
théoréme de Radon-Nikodym et le changement de variable dans les intégrales.

La deuxiéme partie est consacrée a la génération d'une famille exponentielle par une
probabilité (la famille est alors obtenue sous forme d'une représentation dite canonique) ; il
s'agit 1& d'une procédure fort classique, qu'on peut trouver par exemple dans [I], 5, p. 5.4 ;
et [2], chap. X, § 2 (ou 1'on considére, plus généralement, la famille exponentielle engendrée
par une "mesure modérée" sur [R™). oOn donne, pour chacune des familles étudiées en I, une proba-
bilité qui 1'engendre ; vérifier, dans chaque cas, qu'il en est bien ainsi, ne fait intervenir
aucune notion nouvelle, mais exige une certaine habileté de calcul. On précise ensuite le lien
entre les dérivées successives de la "fonction de cumul" de la famille exponentielle engendrée
par une probabilité Po, et les moments des différentes probabilités de cette famille ; il
s'agit 14 d'un résultat bien classique (voir par exemple [2], X, §2, th.2) fondé sur des calculs
formellement simples, (dérivations sous le signe somme), mais qui doivent étre justifiés
([3], 1I1,3).

La troisiéme partie, la plus proprement statistique, est consacrée & 1'estimation par
maximum de vraisemblance ([4],_IV, 2e alinéa) du paramétre d'une famille exponentielle ; cette
étude est extraite de [I], 6. La recherche de maxima que cette étude nécessite utilise la
convexité de la fonction de cumul ; pour démontrer que la fonction de cumul est strictement
convexe fermée on utilise des propriétés des espaces L ([3], II, 1.), (inégalité de Holder),
et la convergence sous le signe somme ([3], II,3), (théoréme de Fatou-Lebesgue). On applique
ensuite & la fontion de cumul la théorie des fonctions convexes conjuguées ; on donne ou on fait
redémontrer les éléments ici nécessaires de cette théorie (que le lecteur intéressé pourra
trouver dans [5], 12). Cette dernidre étude nécessite, pour &tre menée & bien, une réelle
aisance dans le maniement de 1'analyse.




Partie |

| 1°) 99 candidats & 1'agrégation masculine (sur 451 ayant composé en Probabilités et Statistiques)
ont obtenu la note 0 & cette épreuve ; ils ont donc arrétés dés cette premiére question ; les
raisons essentielles semblent Etre, outre chez certains 1'incapacité de lire un énoncé - ici
d'assimiler la notion méme de famille exponentielle -, 1'ignorance des lois de probabilités
élémentaires considérées, et 1'incompréhension de la notion d'absolue continuité ; en particulier,
si la plupart des candidats savent que la probabilité de Laplace-Gauss est "absolument continue"
(en oubliant souvent de préciser que c'est par rapport 4 la mesure de Lebesgue), nombreux sont
ceux qui ne savent pas que les probabilités définies sur un ensemble fini ou dénombrable () sont
toutes absolument continues par rapport & la mesure de dénombrement (cardinalité), la densité p
d'une probabilité P par rapport & cette mesure étant donnée par : (Vw € Q) p(w) = P ({w}).

| 2°) a. Tout repose ici sur le caractére strictement positif des densités utilisées ; de
nombreux candidats ont été pénalisés pour ne pas 1'avoir remarqué.

b. Question facile, en général correctement traitée ; il faut cependant démontrer que b se
factorise & travers U, ce qui résulte de 1'égalité (due au fait que, pour tout 6, Pg est une
probabilité); b(8) = log Lﬁk exp [T(w).U(6) - a(w)] p(dw) ; ceci entraine que U est un codage
compatible avec la famille (Py), et permet d'introduire b’, fonction de cumul de la famille
codée (application de ©' dans R, telle que b = b'o U) ; un certain manque de contrdle dans la
rédaction (confusion entre b et b’, absence de précision sur les espaces de départ et d'arrivée

des applications en jeu) rend, dans d'assez nombreuses copies, ce passage tras confus.

¢. La plupart des candidats ne savent pas, étant données deux probabilités P et u, définies
sur un méme espace ({), @), (P absolument continue par rapport & p);, et une application T,
mesurable de (f), @) dans (', '), exprimer f’, densité de 'P par rapport 2 Tu(Tp et T sont les
images de P et i par 1'application T) en fonction de f, densité de P par rapport & M 1 cette
densité f' est 1'espérance conditionnelle de f, relativement & la mesure M, et par rapport a
1'application T. L'ignorance de ce résultat est sans gravité, si on se raméne, gréce & a), au
cas olt la famille exponentielle est de ‘type nul ; en effet alors toutes les densités fg des
probabilités Py par rapport & la mesure de référence i se factorisent & travers T ; on a
fg=F"'g oT, et on peut vérifier directement (simple calcul de changement de variable dans les
intégrales) que f'g est la densitéTPg par rapport a ?u ; blusieurs candidats, ne songeant pas &
se ramener & une famille de type nul, mais voyant que cela les arrangeait, ont affirmé que (ou
fait "comme si"), dans le cas général, la densité fy se factorise & travers T, ce qui est
évidemment faux,

Partie Il

Il 1°) Pour que b (y) soit fini, il faut et il suffit que exp b(y) le soit ; la convexité de
1'ensemble des y tels que exp b(y) est fini est alors une conséquence immédiate de la convexité
de 1'exponentielle ; des candidats ayant voulu démontrer ici la convexité de 1'application b qui
n'est demandée qu'en |1l 1°) ont commis des erreurs que nous analysons plus loin.

Il 2°) Pour &tre lisible par les correcteurs, cette question exige une rédaction et une présen-
tation claire des résultats (avec respect des notations de 1'énoncé !) qui font souvent défaut ;
certains ont semblé trouver difficiles les calculs suivants :

en d. retrouver la loi du x2 & un degré de liberté a partir de la loi de Laplace-Gauss de
dimension 1 (transformation de la densité par 1'applicationx ~~x2).




en e. intégrer par rapport & la probabilité Ps , définie sur (R®, % ?) mais concentrée sur
la parabole d'équation x, =% (x1)2 [on a évidemment, P4' désignant ici la premiére projection
de Pb: ﬁkQ Flxq,2,) Poldxy, dxy) = 4# Flxy, 2(x,)2) Po(dx,), égalité que les candidats qui en
font usage omettent de justifier ; la justification la plus simple est bien siir la P4 - p.s.
6galité des applications f et (x1,%2) ~ f(xi, 3(x1)?) ].

1 3°) a. Cette question n'a été que trés exceptionnellement correctement traitée ; les correc-
teurs se satisfaisaient cependant d'une démonstration correcte de la dérivabilité a 1'ordre 1,
par rapport 4 la variable ©; (le cas d'un ordre supérieur ne faisant pas appel 2 des arguments
nouveaux) ; mais il fallait au moins :

- enoncer correctement qu'on devait trouver, pour tout ©°€ @ , un voisinage V de B°, contenu

k
dans @ et une application M or PO” intégrable, de R dans[R de telle sorte que pour tout
B Vg, My, domine 2L (6) ;

296,
E présenter 1es pr1nclpes de la constr%ctlon de M9° (on peut, étant donné € > 0 tel que
o
1[ ; - €, 9 + €]l e e prendre Vgo = ﬂ[e - £, 9 + £7 et choisir L > 1 tel que, pour
U +E 2 2
tout x > L, on ait x e2 ; on peut alors définir Mgo par :
i X k 0 €
pour |x.| > 1, Mgo (X1, .., X}) =.ﬂ1exp [x, 6, + sgn (x;) 2_)]
l=
. k o
pour [xi| <L, Mgolxs, .., x}) = lxiligi exp [x; (O +sen (x;) 2]

Les correcteurs ont souvent regretté que les candidats n'aient pas préféré ne pas traiter
cette question plutét que de fournir de fausses justifications de dérivabilité sous le signe
somme ; ils tiennent & insister sur la gravité des lacunes que 1l'on rencontre ici chez presque
tous les candidats (méme fort bons par ailleurs).

Partie 11

1§l 1°) La convexité de la fonction b est une conséquence directe de 1'inégalité de Holder (ou
de 1'inégalité de Schwartz si on se contente de démontrer que

[Vehx®) € @ HZ] b (2rz) < ben tbem
2 2
ce qui est licite & condition de s'assurer que b est continue) ; de nombreux candidats ont cru
démontrer cette convexité de proche en proche, en utilisant successivement la convexité de la

fonction exponentielle, la linéarité et positivité de 1'intégrale, puis enfin la "convexité" de
la fonction logarithme (qui est évidemment concave !).

Peu de candidats ont vu 1'importance, pour la stricte convexité de b, de 1‘'hypothése
"Supp (Po) n'est contenu dans aucun hyperplan" ; or, étant données 2 fonctions f et g, Po -
intégrables, et deux nombres réels p et g, strictement supérieurs 3 1, tels que % =1

g sy = a0 " 1
1""¢galité de HOlder”  \.0) o(x) [poldn) = <fmk|f(x)|”po(dx)>? <fmk|g(x) po(dx)>q

équivaut & la Po- presque sfire égalité de f et g, autrement dit, si f et g sont continues, &
leur coincidence sur Supp (Po) ; ici ol on applique 1'inégalité de Holder 2
flx) = eMOyt) ot glx) = eMN®.¥2), cette condition équivaut au fait pour Supp (Po) d'étre

contenu dans 1'hyperplan {xe R* s x.(yr - y2) =0} ce qui est contraire al'hypothése faite.




Il 2°) Question rarement- abordée, mais les candidats S

que 1'inégalité b(y) € 5;@‘;nf b(y') est vérifiée en vertu du th
: : X o

3 une suite de fonctions positives x ~~ e’n (ol %qﬁ Yo = ¥) (60
[++]

e im inf ey po (dx) < Lim inf [

ke
n — o n - m lR

Yn¥ poldx) ).

{11 3°) Ceux des candidats qui ont essayé de traiter cette question ont souvent échoué faut
d'avoir su effectuer le calcul, pourtant facile, qui permet d'obtenir l* (si y # yq, [*(y)
L(}’o) = a)-

111 4°) & 6°) Ces questions n'ayant été que trés rarement abordées, nous renvoyons le lecteur

-

intéressé a l'ouvrage (1], 6, d'oll elles ont été extraites.

CONCLUSION

Mise & part 1'ignorance de nombre d'entre eux sur certaines notions de base du calcul des
probabilités (lois fondamentales en particulier) il semble que les candidats aient surtout
éprouvé des difficultés dues & leur manque de maitrise des méthodes de 1'analyse. (dérivation
sous le signe somme, par exemple) et & leur maladresse dans 1la conduite de calculs pourtant
€lémentaires.
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RENSE | GNEMENTS STATISTIQUES

Agrégation masculine : Agrégation féminine :

Nombre de copies corrigées : 451 Nombre de copies corrigées : 264

Moyenne : 10,9 sur 40 Moyenne : 11,56 sur 40

Quantiles supérieurs : Quantiles supérieurs :

- d'ordre 2 (médiane): 10 (223 notes > 10) - d'ordre 2 (médiane) : 10 (134 notes > 10)
- d'ordre 3 - 14 (156 notes > 14) - d'ordre 3 : 15 ( 92 notes > 15)
- d'ordre 4 : 17 (119 notes > 1T) - d'ordre 4 : 18 ( 71 notes > 18)
- d'ordre 5 - 19 ( 92 notes » 19) - d'ordre 5 . 20 ( 59 notes > 20)

Répartition des notes par classes d'amplitude 5 :

0 1a5 6210 |11 a 15 {16 2 20121 a 25 |26 & 30 |31 &4 3536 & 40
Candidats 99 Kl 61 88 52 41 10 17 6
Candidates 51 39 42 44 36 25 17 7 3

(Candidats : 2 copies ont obtenu la note 40)
(candidates ; une note 40, une note 38, une note 37).
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AGREGATION HOMMES

RAPPORT SUR LES EPREUVES DEFINITIVES (ORAL)

I. EPREUVE D'ANALYSE - TRIGONOMETRIE - MECANIQUE

| 1. OBSERVATIONS GENERALES

Le jury a constaté que nombre de candidats n'ont pas compris la nature exacte des exposés
d'oral, ni méme assimilé les dispositions réglementaires les concernant

- trop de plans sont précédés d'introductions inutiles se résumant, soit & un verbiage intempes-
tif, soit & des rappels excessivement longs, de sorte que le jury est amené a demander de
résumer des résultats importants ou cruciaux ;

- trop de plans sont situés & un niveau plus qu'élémentaire, et méme alors sont incomplets ;

- trop de plans apparaissent comme un recopiage stérile de sources extérieures, alors qu'un
nombre croissant d'exposés demande un sérieux effort de syntheése ;

- trop de plans ne peuvent €tre présentés en entier, car le candidat s'obstine & écrire au
tableau chaque mot qu'il prononce.

Bien que beaucoup de sujets proposés comportent dans leur intitulé les mots "exemples', 'contre—
exemples', "applications”.., 1'absence quasi—-systématique d'illustrations montre que les candidats
n'atteignent pas en général un niveau satisfaisant d'assimilation des notions les plus élémen—
taires (ainsi, dans 1'exposé : "Illustrer par des exemples et des contre—exemples la théorie
des séries a termes réels"”, des candidats indisposent le jury en se limitant & une étude générale
des séries a termes réels) ; il convient de rappeler que, dans la plupart des ouvrages figurant
a la bibliothéque de 1'agrégation, des exemples et contre-exemples intéressants figurent dans
les listes d'exercices, rarement étudiées - semble-t-il - par les candidats. D'autre part,
1'emploi d'une terminologie se référant & la situation la plus générale n'est souvent qu'un
simpliste camouflage d'ignorances graves et répétées : le jury ne peut que s'étonner de voir des
candidats citer un théoréme concernant les espaces de Banach, sans pouvoir un instant 1'appli-
quer aux espaces Rn ou C". Le jury rappelle également que les candidats sont tenus de proposer
un certain nombre (au moins deux) de points de leur plan pour 1'exposé, et s'alarme de la masse
considérable de démonstrations qui ne peuvent &tre achevées sans son intervention.

Les examinateurs ont constaté que rares sont les candidats qui exploitent des connaissances
certainement assimilées pour 1'écrit concernant 1'intégration, les fonctions analytiques, les
séries de Fourier. Le jury attire 1'attention des candidats sur les nombreuses confusions
constatées entre les notions de valeur d'adhérence d'une suite, point d'accumulation etc.

- Signalons aussi que les candidats n'ont pas su, en général, profiter des remarques du rapport
d'agrégation 1972 au sujet des équations différentielles linéaires a coefficients constants : la
plupart des exposés.portant sur ce sujet, ou sur des sujets voisins, sont extravagants, et
comportent d'énormes erreurs sur la réduction des matrices, les blocs de Jordan, la description
de bases d'espaces de solutions, etc.

- Signalons encore que - & quelques exceptions prés - des exposés de géométrie différentielle
se limitent a la mise en place des notions primitives (arc paramétrique, arc géométrique, arc
géométrique orienté etc.) et n'abordent que de facon tres épisodique les sujets proposés.
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- Signalons enfin que la désaffection pour les sujets de cinématique conduit quelques: ecan
4 s'imposer des exposés qu'ils ne peuvent maitriser ; l'exposé "Mouvement & accélération ce
pour ‘classique qu'il soit, n'a manifestement pas inspiré certains des candidats qui 1“ont .choi
et qui n'ont pas jugé utile, par exemple, de s'intéresser au cas pourtant important de 1'attrac- ;V
tion newtonienne ; 1'exposé "Cinématique du solide ;. exemples” ne saurait étre un prétexte & une
logorrhée sur la "nature du temps" et sur les angles d'Euler, exclusivement.

| 2. REMARQUES PARTICULIERES

Le jury renvoie le ‘lecteur aux observations formulées dans les rapports des années précé-
dentes, et tient & insister plus spécialement sur les exposés concernant les notices de topologie.

Les examinateurs ont constaté, et s'en alarment, que la notion de valeur d'adhérence d'une
suite donne lieu & de trés fréquentes et graves erreurs : une valeur d'adhérence n'est ni un
point d'accumulation de suite, ni un point adhérent & 1'image de la suite ; en outre, il ne
s'agit d'une limite de suite extraite que dans le cas oll 1¢ point en question a une base
dénombrable de voisinages : il en est bien ainsi dans les espaces métriques. A ce propos, le
jury conseille aux candidats n'ayant pas une pratique suffisante des topologies non métrisables,
de se limiter aux espaces métriques.

Certains candidats semblent peu familiers avec l'utilisation des suites pour exprimer une
propriété de limite (ou sa négation), ceci dans les espaces les plus élémentaires ; ce devrait
étre pourtant un réflexe naturel que d'exprimer le fait que f, application de R dans R, ne tend
pas vers 0 en + ©, en affirmant 1'existence d'une suite réelle x5, telle que : 11@ Xp = + @,
et d'un réel @ > 0 tels que : |f(xn)| > @ pour tout n. "

Par ailleurs, des candidats confondent souvent les notions de distances équivalentes,
uniformément équivalentes, topologiquement équivalentes (par exemple, 1'existence d'une distance i

bornée .uniformément équivalente & une distance donnée est ignorée), mais ne savent pas expliquer
efficacement que ces notions se confondent pour des distances associées & des normes.

L'exposé ""Propriétés topologiques des espaces R"™ et leur utilisation en analyse'” ne doit ’

pas étre assimilé & 1'exposé "Espaces vectoriels normés de dimension finie'. Pour le premier,
il semble nécessaire de donner une définition intrinseque de la topologie de R" , ainsi que de
la notion de partie bornée, et, également de connaitre la structure des parties ouvertes (resp. §
ouvertes et connexes) de R” , de citer des exemples non triviaux de parties compactes de R™ etc.
Pour le second, outre le théoréme d'équivalence des normes et le théoreme de Riesz, on peut X
s'intéresser aux propriétés géométriques des boules, par exemple aux rapports entre norme et
jauge d'une partie convexe symétrique compacte d'intérieur non vide, éventuellement aussi aux |
liens avec le caractére différentiable de la norme aux points distincts de 1l'origine,

Dans plusieurs exposés (applications continues ; espaces topologiques produits, etc.) les
candidats omettent 1'importante caractérisation des applications continues & but produit. L'exposé
"Limites”, méme placé & un niveau élémentaire, doit comporter d'autres notions que celle de
limite d'une application de R dans R, en un point : en particulier, limites de suites, numériques
ou non. On peut également y évoquer les familles sommables, les sommes de Reimann ou de Darboux,
les limites au sens de Césaro, les limites inférieures ou supérieures, et donner un théoréme
correct et efficace d'interversion des limites, etc.

L'exposé "Exemples d’espaces vectoriels normés et d'espaces de Banach ; sous—espaces denses'
a été en général fort mal traité ; les théories classiques de 1'intégration et de 1'analyse
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fonctionnelle fournissent pourtant de trés nombreux.exemples ; la séparabilité des espaces de
Banach, le plongement isométrique d'un Banach dans son bidual, les espaces de Banach quotients,

le prolongement des formes linéaires continues définies sur un sous-espace dense, les utilisations
les plus élémentaires du théorgme de Stone-Weierstrass (polyndmes, polyndmes trigonométriques,..)
1'emploi de sous-espaces denses pour la démonstration de résultats simples et classiques (par
exemple le théoréeme de Reimann-Lebesgue) sont ignorés ; enfin les candidats sont fort surpris
quand on leur demande de quelle norme "raisonnable" il faut munir un espace d'applications pour

en faire un espace de Banach (par exemple C2([0,1] ; R)...).

L'exposé ""Fonctions réelles d'une variable réelle ; continuité, dérivabilité” ne doit pas
se limiter & un catalogue plus ou moins exhaustif des propriétés générales des fonctions continues
ou dérivables, transcrites dans le cas réel. En outre, pour y insister, "dérivable" ne signifie
pas "une fois dérivable". On pourra donc s'intéresser par exemple aux points de continuité (et
éventuellement de dérivabilité) des fonctions monotones (et donc, des fonctions & variation
bornée) des fonctions convexes, ou réglées, ou lipschitziennes, etc. ; aux points de continuité
d'une limite simple d'une suite de fonctions continues ; aux rapports entre le caractére C® et
l1'analyticité ; aux fonctions dérivées (intégrabilité, propriété de Darboux,...), etc.

Pour 1'exposé "Définition et propriétés de I'ensemble R des nombres réels"”, certains candi-
dats ont, en général, selon la méthode employée, commis 1'une ou l'autre des erreurs suivantes :

- considérer Q} comme espace métrique, avant d'avoir construit R ;

- ignorer la définition exacte d'un corps valué, d'une valeur absolue sur un corps (il s'agit
d'une application dont le but est [R,, et non 1'ensemble des positifs du corps, quand il est
ordonné).

En outre, les candidats ont souvent cité des théorémes inexacts en ce qui concerne 1'unicité
deR "a un isomorphisme prés", et omis d'analyser 1'importance de 1'exigence : "8tre archimédien".
Toutefois, un céndidat montre correctement qu'un groupe ordonné archimédien se plonge dans R
par un prolongement de groupe ordonné.

Quant & 1'exposé "Topologie de la droite numérique R ; droite numérique achevée”, il
nécessite la mention préalable du mode de construction choisi pour [R, et le plan se doit d'étre
cohérent avec ce choix.

L'exposé "Les différentes notions de convergence d'une suite ou d'une série des fonctions ;
exemples' a été souvent mal traité. Signalons qu'outre les notions de convergence simple (resp.
uniforme), il existe d'autres notions de convergence utilisées couramment en analyse : la
convergence'uniforme sur un ensemble de parties de 1'ensemble source, la convergence en moyenne,
la convergence présque partout, la convergence au sens de Césaro... Trop de candidats affirment,
sans hypothése sur 1'espace topologique de départ (locale compacité ; métrisabilité) qu'une limite
uniforme sur tout compact d'une suite d'applications continues est continue. Pour les séries de
fonctions, il est indispensable d'analyser de fagon précise les rapports entre convergence
normale, absolue, uniforme, et de donner des exemples et contre-exemples ne portant pas exclu-
sivement sur les séries entidres. Enfin, le jury rappelle qu'il est faux qu'une suite qui
converge en moyenne, con&erge‘presque partout.

. Les énoncés du théoréme des fonctions implicites, outre ceux qui sont inexacts, péchent
souvent par une formulation maladroite ne mettant pas en évidence 1'unicité locale de la fonction
implicite et sa continuité. Quant aux applications géométriques du théoréme des fonctions impli-
cites, trop de candidats se limitent & parler de la tangente en un point d'une courbe définie

par une équation f(x,y) = 0 (et s'avérent parfois incapables de traiter un exemple qu'ils ont




eux-mémes choisi) ; il est souhaitable que soient évogués le plan tangent & une surface définie
par une équation f(x,y,z) =0 et la tangente & une courbe intersection de deux surfaces.

Dans les problémes de changement de variable, le jury consideére comme un minimum exigible
que les candidats sachent expliquer correctement un "passage en coordonnées polaires".

Dans 1'exposé "Fonction x — e '* de R dans C. Nombre 1. Notion d'argument d'un nombre
. complexe"”, le jury s'étonne de ne voir pratiquement aucun candidat donner un sens précis a
1'expression "suivre par continuité 1'argument d'un nombre complexe le long d'une courbe”, a
fortiori énoncer des résultats simples et positifs sur les déterminations continues de 1'argument
dans un ouvert de €. Le jury ne saurait exiger, a 1'occasion de cet exposé, des considérations
sur la question délicate de la mesure des angles.

Méthodes pratiques de recherche des primitives et de calcul des intégrales.
Le jury a trop souvent obtenu une liste de recettes, dont certains candidats n'imaginent pas
qu'elles puissent se rattacher a une théorie précise et générale ; il rappelle par ailleurs qu'il
existe d'autres méthodes de calcul de certaines intégrales que le recours aux primitives.

Opérations sur les séries & termes réels ou complexes
En plus des opérations algébriques usuélles et du changement de 1'ordre des termes, le jury
souhaiterait que soient abordés les problémes liés a la sommation par paquets (associativité,
associativité restreinte..), & la transformation d'Abel, ainsi que des considérations sur les
procédés de sommation (Césaro, Abel,...).

Répartition des notes :
Les notes des 320 candidats ayant participé & 1'épreuve orale d'analyse se répartissent
comme suit :

n<10 [11<n<20{21<n<30/31<n<40]|41<n<50/51<n<60|61<n<70|71<n<80

33 63 64 66
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{ 3.LISTE DES SUJETS D'ANALYSE

Espaces compacts — Applications.

Application & l'analyse de la notion de compacité,

Espaces métriques complets. Théoréme du point fixe,

Espaces métriques complets ; espaces métriques compacts. Comparaison des deux théories.

Produit d'espaces topologiques. Exemples et applications diverses.

Espaces connexes. Applications & l'analyse.

Suites numériques. Limite, limite supérieure, limite inférieure.

Etude, sur des exemples, de divers types de suites définies par une relation de récurrence.

Utilisation des suites en topologie.

10, La notion d’'espace vectoriel normé et son utilisation en analyse ou en géométrie.
11, Espace vectoriel normé de dimension finie.

12, Définition et propriétés de l'ensemble des nombres réels.

13. Approximation d'un nombre réel par des rationnels.

14. Propriétés topologiques de R™ et leur utilisation en analyse.

15. Limites.

16. Applications continues.




17.
18.
19,
20.
21.

22,
23.

24,

25.

26.
27.
28,

29,
30.
31.
32.
33.
34.
35.
36.
37.
38.
39.
40.
41,
42,
43.
44.
45.
46.
47.
48.

49.

50.
51.
52,
53.
54.
55,
56.
57.
58.
59,
60.
61.

Fonctions croissantes.

Fonctions re’ciproéues. Fonctions implicites.

Fonctions implicites. Applications géométriques.

Fonctions convexes d'une ou plusieurs variables réelles. Inégalités de convexité.

Continuité, dérivabilité, intégrabilité de la somme d'une suite de fonctions d'une variable
réelle. Exemples et contre—exemples. ’

Les différentes notions de convergence d’'une suite ou d'une série de fonctions. Exemples.

Exemples d'utilisation du critére de convergence de Cauchy (suites, séries, fonctions,
intégrales). '

Dérivées partielles d'une fonction de plusieurs variables ; changement de variables ;
exemples.

Fonctions de plusieurs variables réelles ; formule des accroissements finis, formule de
Taylor ; applications.

Applications de classe C* d'un ouvert de[R™ dans RP.
Les différentes formules de Taylor.

Application des formules des accroissements finis et de Taylor aux problémes de calcul
numérique.

Application du calcul différentiel aux problémes d'extremum,

Comparaison de fonctions au voisinage d'un point.

Applications de la méthode des développements limités ou asymptotiques.
Fonction logarithmique, fonction exponentielle d'une variable réelle.

Fonction exponentielle complexe.

Extension de la notion de fonction exponentielle.

Fonctions circulaires directes et inverses.

Prolongement de foﬁctions ; exemples.

Intégration des fonctions d'une variable réelle.

Primitives et intégrales.

Méthodes pratiques de recherche et de calcul des intégrales.

Intégrales impropres ; exemples.

Fonctions définies par une intégrale. Exemples.

Intégrale curviligne.

Calcul approché d'une intégrale.

Séries & termes réels ou complexes. Exemples.

Illustrer par des exemples et des contre—exemples la théorie des séfies a termes réels.
Liaison entre la théorie de l'intégrale et la théorie des séries numériques.
Opérations sur les séries A termes réels ou complexes.

Séries entiéres,

Méthodes de développement d'une fonction en série entiére. Exemples.

Série de Taylor.

Calcul approché de la somme d'une série.

Exemples de problémes d'interversion de limites en analyse (séries, intégrales,...).
Fonction x — e'¥ de R dans €. Nombre 1. Module et argument d'un nombre complexe.
Equat ions différentielles lindaires. Exemple.

Systémes différentiels lindaires & coefficients constants,

Equations différentielles lindaires & coefficients constants.

Exemples de problémes géométriques résolus & I'aide d'équations différentielles,
Surface, plan tangent . Exemples.

Etude locale des courbes, propriétés affines. Exemples.

Etude locale des courbes, propriétés métriques. Exemples.

Tracé des courbes planes définies par o = ?(t). Exemples.




62,
63.

64.
65,
66.
67.
68.

69.
70,
71.
72,
73.
74,
75.

Il 1. OBSERVATIONS GENERALES

le rapport sur le concours de 1972

ont

en particulier qu'ils disposent, pour exposer leur plan, de quinze & vingt minutes au maximum,

e Le candidat doit savoir que si une grande liberté lui est laissée dans la détermination du
niveau auquel il se place, il faut qu'il se montre capable de dominer les programmes des classes
secondaires et préparatoires ; le jury se réserve le droit d'interroger sur toute question

figurant dans 1'un de ces programmes dans la mesure, naturellement, ol elle est en rapport avec
le sujet traité. :

e Le jury a déploré & nouveau une désaffection certaine pour la géométrie, bien que quelques'
candidats aient obtenu une note brillante dans cette discipline. Cette désaffection constitue
un risque grave, car des couplages de sujets de géométrie, empruntés a des chapitres différents,

Tracé des courbes planes définies en coordonnées polaires par p = f(0). Exemples.’

Application de la théorie des développements limités ou asymptotiques au tracé des courbe
planes. :

i

Courbure et centre de courbure en un point d'une courbe plane. Développée, développantes:

Mouvement & accélération centrale.
Mouvement relatif. Changement de repére. Application.
Cinématique du solide. Exemples.

Mouvement d'un repére orthonormé. Application & la théorie métrique des courbes gauches et
a la cinématique du solide.

Mouvement d'un plan sur un plan.

Fonction différentiable.

Espace métrique. Complété d'un espace métrique.

Topologie de la droite numérique [R. Droite numérique achevée.

Exemples d'espaces vectoriels normés et d'espaces de Banach, sous—espaces denses.
Théoréme du point fixe. Applications.

Fonction réelle d'une variable réelle ; continuité, dérivabilité.

1. EPREUVE D'ALGEBRE ET GEOMETRIE

Peut-8tre est-il bon de commencer par rappeler deux observations qui figuraient déja dans

été donnés et continueront & étre donnés au cours des prochains concours.

Les modalités pratiques de 1'épreuve sont maintenant bien connues des candidats qui savent

et que, d'autre part, le plan doit tenir tout entier dans le tableau, de fagon que, sans perte
de temps, les examinateurs puissent éventuellement obtenir telle ou telle précision.

Le jury souhaiterait que. dés l'exposé du plan, le candidat montre ses qualités pédagogiques

dans 1a mise en valeur des idées, qu'il s'efforce d'étre audible, d'étre lisible et de ne pas
cacher ce qu'il écrit ; beaucoup de lapsus auraient pu étre évités par des candidats trop
esclaves de notes qu'ils lisaient sans réfléchir.

Beaucoup de lecons oill se pose un probléme de classification (espaces vectoriels et leurs

structures, corps finis, groups abéliens libres, etc.) ont souffert d'une mauvaise présentation:
il y a intérét & bien dégager les objets mathématiques et les isomorphismes entre ces objets pour
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ensuite les classifier. Dans le méme ordre d'idées, 1'introduction d'une théorie telle que celle
du corps des fractions d'un anneau intégre ou du complexifié d'un espace vectoriel serait faci-
litée par la formulation d'un probléme universel.

S§'il faut bien entendu éviter toute incohérence dans le plan, il faut aussi proscrire les
définitions trop générales qu'on ne pourra suffisamment illustrer et utiliser. Ce rapport n'est
pas exhaustif, et les exemples qu'il contient ne doivent pas nécessairement étre tous familiers
aux candidats ; cependant chaque lecon devrait &tre une occasion de se montrer curieux a 1'égard
des applications et des développements éventuels.

I1 2. REMARQUES PARTICULIERES A PROPOS DE CERTAINES LECONS

' Groupes. Dans la lecon sur les générateurs de.groupes, beaucoup de candidats ont négligé 1'étude
" des groupes abéliens libres et n'ont pas vu qué deux groupes abéliens libres du type fini ont le
méme nombre de générateurs indépendants. Beaucoup de candidats ignorent encore la décomposition
des permutations en cycles et le calcul commode de la signature qui en résulte ; quelques-uns se
sont montrés incapables de définir correctement un cycle.

Les legons sur les groupes opérant sur un ensemble et sur les générateurs de groupes
méritaient d'étre davantage illustrées par des exemples empruntés a la géométrie (groupe.des
isométries dans un espace euclidien, groupe affine de la droite, groupe des homographies, ete.).

Il n'est pas mauvais, par ailleurs, de connaitre quelques exemples non triviaux de groupes.

Anneaux, corps. Peu d'exemples originaux ont été cités sur les questions de caractére général
telles que corps fini, extension quadratique d'un corps fini, corps algébriquement clos ; les

candidats auraient pourtant pu en trouver dans les ouvrages mis & leur disposition.

Comme exemples d'anneaux principaux autres que Z et K(x], on peut citer les sous-anneaux
de Q formés de fractions de la forme a/b ol b n'est pas divisible par un nombre premier p fixé
a 1'avance (ou des anneaux du méme genre). On peut aussi étudier la structure des idéaux
d'anneaux du type Z/p"Z, bien que ces anneaux ne soient pas intégres, etc.

Dans la lecon sur la numération, la référence & 1'anneau des nombres décimaux, dont on
souhaitait voir commenter la structure, invitait plus généralement & poser le prolléme de la
représentation d'un nombre réel et a caractériser par sa périodicité le développement décimal
illimité d'un nombre rationnel.

Nombres premiers. L'étroitesse apparente du sujet ne doit pas effrayer les candidats. Il y a
matiere & approfondissement dans plusieurs directions : théorémes de Fermat et de Wilson, struc-
ture des groupes abéliens finis et des anneaux du type Z/(n), répartition des nombres premiers,
apercu historique de la théorie des idéaux, etc.

Polynomes, fractions rationnelles. Nombreux sont les candidats qui ne savent pas que le quotient
de 1'algébre de polyndmes k[X] par 1'idéal principal engendré par un polyndme irréductible est
un corps. La structure des algébres quotients de R(X] n'a pas non plus suscité la curiosité bien
qu'elle intervienne lorsqu'on présente aux &ldves les nombres complexes par R{X]/ (x%+ 1).

Dans 1'étude des polynomes et des séries formelles on rencontre des questions de valuation
intéressantes. La recherche des idéaux et méme celle des éléments inversibles de 1'algeébre des
séries formelles ont été bien souvent laborieuses. -
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Le langage des anneaux factoriels permet de mieux conceptualiser un certain nofibre
résultats ; il est 1'introduction naturelle aux polyndmes & plusieurs indéterminées - -¢i@;
cette occasion, que 1l'on peut voir des exemples d'anneaux non principaux oll existent P.G.C.
et P.P.C.M., (1'identité de Bezout ne s'appliquant néanmoins qu'aux anneaux principaux).

Peu de candidats ont choisi la lecon sur le résultant et 1'élimination. La question de
1'irréductibilité du résultant aurait mérité d'étre plus approfondie.

Algébre linéaire. Le jury attendait des candidats, sur des legons d'aspect théorique facile, une
richesse en exemples qui a un peu manqué. Une lecon "simple" comme celle sur les sous-espaces
d'un espace vectoriel aurait gagné a &tre reliée a d'autres chapitres de 1'algébre et de 1'ana-
lyse. Par exemple : étude du dual d'un sous-espace, applications linéaires entre espaces vec-
toriels exprimés comme somme directe de sous-espaces et matrices en bloc associées, formes
quadratiques sur une somme orthogonale, solutions d'équations différentielles, etc.

La réduction des applications linéaires f : E —> F entre espaces vectoriels de dimension
finie n'a été trop souvent traitée que dans le cas E = F. Il est pourtant utile, en particulier
dans des problémes de rangs, de savoir qu'il existe des bases de E et de F telles que la matrice
de f s'écrive :

I. O

r

o O

Nombreux sont les candidats qui n'ont pas su exploiter la complexification pour obtenir des
résultats sur les endomorphismes réels (réduction des matrices orthogonales, etc.). Il y a la

pourtant un domaine intéressant ol interferent la commodité du corps dés complexes et des
questions de géométrie.

L'aspect topologique de l'algibre linéaire (quand le corps de base est le corps des réels
ou celui des complexes) a été aussi négligé. Le fait que 1'exponentielle d'une matrice soit une
fonction continue de cette matrice n'a pas été percu. Bien peu de candidats ont aussi remarqué
la compacité du groupe orthogonal et du groupe unitaire ou se sont posés des questions sur la
connexité des groupes linéaire, orthogonal, unitaire.

Formes bilinéaires et formes quadratiques - Dualité. Le langage commun aux formes bilinéaires
symétriques et antisymétriques n'a pas été suffisamment dégagé. Il en est ainsi par exemple
des notions de rang et d'orthogonalité, des réductions et passages au quotient du type L"/L,
lorsque L est totalement isotrope.

L'intérét de la notion de dualité est mal percu : réduction des endomorphismes par la
recherche des sous-espaces stables de dimension 1 ou de codimension 1, démonstration du théoréme
de 1l'invariance du rang par transposition. voici un autre exemple :

Soient E et F deux espaces vectoriels sur un corps commutatif K muni d'une involution A - N
On note tE (resp.tF) le K-espace vectoriel des formes sur E(resp. F) antilinéaires, c'est-a-dire
additives et satisfaisant & 1'identité u(A\x) = Au (x) . cela permet de définir sur E(resp. F)
une forme hermitienne © (resp. Y) : on note $l: E tE (resp. 27: F —’tF)'l'application linéaire
associée a4 © (resp. ) ; on suppose ¢ non dégénérée. '
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De toute application linéaire f : E — F, on.a déja déduit sa transposée Y. %8 ; on
peut maintenant définir 1tadjointe f* de f grace au diagramme commutatif suivant

E E
P tw

Dans le méme ordre d'idées, il arrive que 1'on confonde les notions de matrices congruentes
et de matrices semblables. Or, alors due, (d'aprés la réduction des formes quadratiques), toute

matrice carrée est congruente & une matrice diagonale, elle n'est pas nécessairement semblable &
telle matrice.

- 5

Le cas ol le corps de base est[R mérite une mention & part en raison du théoréeme de diago-
nalisation des matrices symétriques réelles ; rappelons & ce propos qu'une matrice symétrique
complexe n'est pas toujours diagonalisable, comme le montre 1'exemple de la matrice

1+ 1
1 1-1

La correspondance entre formes hermitienne et bilinéaire symétriqueva 6té bien péniblement
percue. Si @ est une forme hermitienne sur E, on en déduit une forme bilinéaire symétrique sur
1'espace réel sous-jacent en considérant la partie réelle de @(x,y). Si f est une forme bilinéaire
symétrique sur un espace vectoriel réel, on en déduit une forme hermitienne sur 1'espace complexi-
fié en posant O(x + 1y, x' + iy’) = f(x, x') + if(x',y) - if(x, y') + f(v, y").

L'interprétation géométrique des matrices orthogonales.d'ordre 3 et de déterminant 1 a
suscité des réactions décevantes. La compréhension de la notion d'angle dans le plan n'est pas
en cause ; cependant il faut remarquer qu'un vecteur non nul dans un espace euclidien orienté
de dimension trois induit une orientation sur le plan perpendiculaire associé & ce vecteur, pour
pouvoir définir correctement une rotation dans 1'espace.

Espaces affines et espaces projectifs. Les candidats s'encombrent en général de notations assez
lourdes, parfois nécessaires pour préciser certaines définitions mais dont on peut avantageuse-

ment se débarrasser en cours d'exposé. Ainsi la notation AB, conc¢ue comme vecteur de translation,
est bien commode.

A propos du barycentre et des difficultés que pose son "associativité" il est possible
d'étendre le mécanisme de composition des points d'un espace affine A sur un corps K, pondérés
par des scalaires non nuls (loi dans A x K %), aux vecteurs de 1'espace vectoriel V sous-jacent ;

—

en effet 1'action de toutes les paires de la forme { (&, P), (-0, P - —%—-) } ne dépend que de u,

et 1'ensemble de ces paires peut étre identifié & u. A partir de la réunion A * K *u V, aisément
constituée en espace vectoriel, le passage au projectif donne immédiatement et de fagon intrin-
séque la complétion projective de A.

Méme dans le cas de R” ou C”" munis de leurs structures affines cononiques, beaucoup de
candidats ont eu du mal & interpréter les notions de points & 1'infini dans les espaces projec-
tifs associés. Ils ont en général négligé la topologie qu'on est en droit de mettre sur ces
espaces projectifs et n'ont pas vu la possibilité de les interpréter comme les adhérences des
espaces affines correspondants.
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“
L'introduction des repéres projectifs a été faite souvent de maniére artificielle

abstraite sans relation avec les applications projectives. Il est bon de remarquer une fé
toutes que se donner un repére projectif dans P (E) _équivaut a se donner une application ;
jective de P(K™*) sur P(E).

De maniére générale, 1'étude des diverses géométries en jeu aurait mérité qu'on s'attache
plus & décrire les groupes linéaires, affines, projectifs et qu'on les mette en relation les
uns avec les autres.

1 3. LECONS D'ALGEBRE ET DE GEOMETRIE

1, Relations d'ordre, Exemples. Applications.

2. Analyse combinatoire. Applications.

3. Sous—groupes. Groupe quotient. Exemples. Applications.

4. Exemples de groupes (la théorie des groupes est supposée connue).

5. Groupe symétrique.

6. Systémes de générateurs d'un groupe. Exemples.

7. Groupe opérant sur un ensemble. Exemples. Applications,

8. Idéaux d'un anneau. Exemples. Applications.

9. Anneaux principaux.

10. Divisibilité dans un anneau intégre. Exemples.

11. Anneau commutatif intégre : corps des fractions.

12, Anneau des classes résiduelles d'entiers modulo n.

13. Nombres premiers.

14, Numération. Notion de base. Anneau des nombres décimaux.

15, Corps, sous—corps, corps premier ; caractéristique. Exemples.

16. C;'rps des nombres complexes.

17. Algébre sur un corps commutatif. Exemples.

18. Polynémes & une indéterminée.

19. Polynémes a n indéterminées. Dérivation.

20. Formule de Taylor pour un polynéme. Applications. ]
21, Divisions dans une algébre de polynémes sur un corps commutatif. Applications. {
22. Divisibilité dans une algébre de polyndémes sur un corps commutatif. |
23. Fonctions polyndmes.

24. Racines d'un polynéme ; multiplicité. Exemples.

25, Polynémes symétriques.

26, Résultant de deux polynémes. Elimination.

27. Fractions rationnelles a une indéterminée sur un corps commutatif. Décomposition (la théorie

du corps des fractions d'un anneau intégre est supposée connue).

28, Sous—espaces d'un espace vectoriel, somme et intersection de sous—espaces ; somme directe.
Exemples. Applications,

29. Notion de rang en algébre lindaire. Applications.

30. Applications multilindaires.

31. Déterminant -d'un endomorphisme ; déterminant d'une matrice carrée. Propriétés.

32. Applications des déterminants.

33. Systémes d'équations linéaires.

34. Complexification d'un espace vectoriel réel, d'une application lindaire. Applications.
35. Formes réduites d'une matrice carrée. Applications. »

36. Polynbéme minimal d'un endomorphisme. Applications.



37.
38,
39.
40.
41,
42.
43.
4.
45,
46.

47.

48.

49.

50.
51.
52.
53.
54.
55.
56.
57.

58.
59,
60.
61.
62.
63.
64.
65.
66.
67.
68.
69.
70,

Sous—espaces vectoriels stables par un endomorphisme. Applications.
Exponentiation d'une matrice. Exemples,
Dualité en algébre lindaire. Applications. R
Formes bilinéaires en dimension finie. Applications.

Formes quadratiques. Conjugaison. Noyau. Eléments isotropes.
Décomposition d'une forme quadratique en carrés ; cas complexe ; cas réel.
Groupe orthogonal réel, Matrices orthogonales. Réduction.

Groupe unitaire. Matrices unitaires. Réduction.

Relation entre espace vectoriel euclidien et espace vectoriel hermitien. Applications.

Dualité dans les espaces hermitiens. Adjoint d'un endomorphisme. Endomorphismes auto—adjoints.
Réduction.

Dualité dans les espaces euclidiens, Adjoint d'un endomorphisme. Endomorphismes symétriques.
Réduction. ’

Groupe des rotations du plan euclidien. Angle de deux vecteurs non nuls. Angle de deux
droites.

Espace euclidien orienté de dimension trois 3 produit mixte ; produit vectoriel. Applications.
Espaces affines., Applications affines. Sous—espaces affines. Repéres affines.

Variétés affines. Intersection. Parallélisme. Projecteurs affines.

Barycentres. Applications.

Convexité dans les espaces affines réels. Applications.

Projection orthogonale dans un espace affine euclidien ; problémes d'angles et de distances.
Isométrie de l'espace affine euclidien de dimension n ; déplacements et antidéplacements.

Isométries de l'espace affine euclidien de dimension 2 et 3. Formes réduites.

Exemples de groupes d'isométries laissant globalement stable une partie de 1l'espace affine
euclidien de dimension 2 ou 3.

Similitudes directes et inverses dans le plan. Formes réduites. Groupe des similitudes.
Inversion dans le plan. Groupe circulaire.

La sphére.

Torseurs.

Espaces projectifs. Sous—espaces projectifs. Intersection. Repéres projectifs.
Liaison entre géométrie projective et géométrie affine. Eléments & 1'infini.
Homographies. Groupe projectif.

Droite projective. Homographie. Involution.

Quadriques dans un espace projectif de dimension n ; propriétés projectives.
Propriétés projectives des coniques non dégénérées.

Equation tangentielle d'une conique non dégénérée. Enveloppes de Seconde classe.
Propriétés affines des coniques ; liaison avec la géométrie projective.
Propriétés métriques des coniques ; foyers et directrices.

Faisceaux lindaires ponctuels de coniques.




AGREGATION FEMMES

RAPPORT SUR LES EPREUVES DEFINITIVES (ORAL)

1. REMARQUES GENERALES

Les épreuves de quelques candidats ont été excellentes, d'autres trés bonnes et bonnes, et,
dans 1'ensemble, 1l'oral a été sérieusement préparé. Mais le jury a dii pénaliser les candidats
qui ne lui avaient pas donné le choix entre deux questions au moins pour 1'exposé. Beaucoup de
candidats se sont pénalisés eux-mémes en faisant un trés mauvais usage, pendant leur préparation,
de 1a bibliotheque, et pendant leurs épreuves, de leurs notes : il est légitime d’en avoir et
d'en user ; lors de la présentation du plan ces notes permettent un contrdle ; il est déja
anormal de les utiliser pendant 1'exposé ; il est absurde de les feuilleter précipitamment
lorsqu'une question est posée, toute question demande d'abord réflexion.

Ccomme les années précédentes, le jury d'oral a été moins sensible & 1'érudition qu'aux
qualités proprement mathématiques montrées par les candidats, plan dénotant un certain esprit
de synthdse, exposé d'une proposition dont les hypothéses et la conclusion sont bign dégagées
ainsi que les étapes du raisonnement, exemples d'applications de cette proposition, aisance
(aprds réflexion) lors des guestions, méme si les réponses sont - et ce peut &tre trés légitime-
ment le cas - un "je ne sais pas" ou 1'énoncé d'une proposition dont le candidat dit qu'il ne
saurait pas rétablir immédiatement la démonstration.

Le jury a reconnu la qualité de la préparation de certains centres et il félicite ceux qui
en ont assuré la lourde charge.

11 regrette que les nécessités de service aient exigé, contrairement aux prévisions initiales,
de dispenser, en 1973 encore, de nouveaux agrégés du stage pédagogique ; la proportion en a
pourtant déja diminué ; on peut espérer que la situation sera normale en 1974,

|1 1,REMARQUES DU JURY D'ANALYSE

Comme on pourra le constater, bien des remarques faites dans les précédents rapports restent
valables et le jury ne saurait trop conseiller aux futurs candidats de lire soigneusement les
rapports des années précédentes. En 1973 encore, trop d'admissibles ont fait un mauvais usage de
la bibliotheque, se contentant de juxtaposer des tranches d'un méme livre, ou de livres diffé-
rents sans méme harmoniser leurs notations. Rappelons, un fois de plus, qu'il est rare qu'un
sujet soit traité tel quel dans un chapitre déterminé d'un livre ; aussi le candidat doit faire
un travail de synthése et trouver des applications tirées de 1'ensemble du programme, Bien
entendu, il est nécessaire de respecter le texte donné @ que penser d'un candidat qui, ayant
choisi "Critére de Cauchy", se borne & réciter un plan-type sur les espaces complets ?

Le déroulement de 1'épreuve, plan présenté en 20 minutes au plus, exposé détaillé,
discussion avec le jury, est maintenant bien compris. Mais le jury a été tres décu par les
"exposés”, Deux candidats sur trois s'y sont montrés incapables de présenter des démonstrations
compldtes et rigoureuses ; ils en ont été séverement pénalisés. Comme les années précédentes les

questions de topologie générale ont été, dans 1'ensemble, assez satisfaisantes ; mais leurs
applications & l'analyse proprement dite ont été, presque toujours, décevantes.
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I1 faut rappeler d'ailleurs que les candidats peuvent choisir le niveau mathématique auquel
ils se placent. Il peut étre élevé et le jufy a eu ainsi lasatisfaction d'excellents et riches
exposés sur 1'intégration (intégrale de Lebesgue ; mesure abstraite...). Il peut aussi étre
modeste, le niveau minimum étant celui défini par Te programme du concours ; et les candidats
peuvent obtenir de trés bonnes notes en se limitant & ce niveau. I1 y a d'ailleurs des sujets
qui sont élémentaires par nature (développements limités, séries numériques...), leur présenta-
tion devrait &tre alors enrichie d'exemples présentant un intérét mathématique certain. Malheu-
reusement le jury a vu bien souvent des candidats se placer & un niveau mathématique beaucoup
trop élevé pour leurs connaissances réelles, ce que montrait 1'absence d'exemples et, souvent
de maniére cruelle, les réponses aux questions. D'autre part, si le jury est prét & une certaine
indulgence lorsque le candidat aborde des questions délicates, il n'est pas dupe quand on lui
jette de la poudre aux yeux.

{1 2. REMARQUES PARTICULIERES SUR CERTAINS SUJETS D'ANALYSE

- Propriétés métriques des courbes planes (resp. gauches). Tous les exposés faits manquent de
rigueur ; les hypothéses sont rarement précisées ; aucun candidat n'a pu dire celles qu'il sous-
entendait dans son calcul de la courbure (resp. la torsion). Aucun candidat ne sait qu'une courbe
plane est caractérisée par son équation intrinseque (a2 une isométrie prés).

- Le nombre 1l. Aucun candidat n'a pu faire le lien entre la définition qu'il donne de 7 (en
général, double du plus petit zéro positif de la fonction cosinus), la longueur du cercle et la
mesure des angles. Aucun n'a donné de méthode numérique de calcul, ne s'est montré capable, par
exemple, de prouver que 77 est compris entre 3 et 4.

" - Espaces vectoriels normés ; applications lin€aires continues ; exemples. Il s'agissait d'étudier
1'espace des applications linéaires et continues d'un espace vectoriel normé dans un autre et de
donner des exemples de telles applications. La caractérisation du dual topologique de certains
espaces normés simples devait figurer dans le plan. Toutes les lecons faites sur ce sujet, sauf
une, étaient treés pauvres en exemples ; 1'une d'elles n'en contenait aucun.

- Développements limités. Les lecons faites ont été toujours extrémement pauvres et surtout, ce
qui est grave, les candidats se sont montrés incapables de faire un développement limité, méme
trés simple, ou de répondre a des questions élémentaires comme d'indiquer, dans un exemple de
fonctions numériques qui leur étaient données, le nombre de termes que devrait avoir chague
développement pour fournir un développement d'ordre simple donné de leur produit.

- Développement des fonctions en séries entiéres et applications. Cette lecon comporte une étude
détaillée du développement en séries entiéres des fonctions réelles d'une variable réelle et
quelques indications sur 1'extension de ces développements au prolongement au domaine complexe

des fonctions usuelles. Certains-candidats qui traitent le cas des fonctions holomorphes, ignorent
totalement le cas réel ; en particulier, ils ne savent pas pourquoi (1 + x) est développable en
série entiére au voisinage de 1'origine.

- Accroissements finis et formule de Taylor. De nombreux candidats choisissent ces legons bien
qu'ils ignorent 1'existence de ces formules pour les fonctions de plusieurs variables. Le jury
n'a pas entendu une seule démonstration correcte du théoreme des accroissements finis. Pour les
formules de Taylor, les candidats ne semblent pas voir la différence de nature qu'il existe entre
la formule de Taylor-Young (locale) et la formule de Taylor-Lagrange (globale). Enfin les exemples
d'application de ces formules sont toujours extrémement pauvres. -




- Espaces compacts. De nombreux candidats ne connaissent aucun compact autre que les ensembles
fermés bornés de R".

- Suites numériques. Il est nécessaire de rappeler au départ la définition choisie pour R ; le
plan en dépend.

- Fonctions monotones. Les paragraphes concernant 1'intégration et la dérivation des fonctions
monotones sont souvent oubliés.

- Suites et séries de fonctions. La plupart des candidats sont incapables d'intégrer une suite
ou une série de fonctions sur un intervalle non compact. Trop souvent on ne fait pas le lien
entre les différentes notions de convergence et les topologies sur un espace fonctionnel ; en
particulier la topologie de la convergence simple, souvent citée, est ignorée de la plupart des
candidats.

- Equations différentie!les homogénes ; équations de Lagrange et de Clairaut. Beaucoup de candi-
dats en restent au niveau des recettes de calcul que d'ailleurs ils ne savent pas justifier. Il
s'agit ici de donner une série d'exemples judicieusement choisis qui mettent en évidence les
caractéristiques du probléme posé.

- Mécanique. Les'exposés faits ne peuvent satisfaire, ni un mécanicien ni un mathématicien. Les
candidats dérivent des "angles" sans savoir de quoi ils parlent. Aucun ne sait définir le mouve-
ment d'un solide. Les applications sont quasi inexistantes. Les candidats qui traitent des
mouvements & accélération centrale connaissent-ils le nom de Képler ? connaissent-ils les
mouvements des plan2tes et des cometes ?

Il 3. LISTE DES SUJETS D'ANALYSE

I. Le théoréme du point fixe et ses applications.
2. Espaces complets ; exemples.

3. Espaces métriques compacts.

4. Espaces métriques compacts, espaces complets.
5. Espaces homéomorphes ; exemples et contre—exemples.
6. Connexité.

7. Suites dans les espaces métriques.

8. Topologie de[R™.

9. Caractérisations de [R.

10, Espaces vectoriels normés : applications lindaires continues. Exemples.
11, Distances équivalentes, normes équivalentes.
12, Approximation d'un nombre réel.

13, Limite supérieure, limite inférieure.

14, Suites numériques,

15, Suf tes récurrentes.

16, Applications du théoréme de la limite monotone.
17, Parties connexes de[R, homéomorphismes.

18. Fonctions monotones.

19. Fonctions convexes.

20, Inégalités de convexité.

21. Développements limités (ou asymptotiques).




22, Applications des développements limités.

23. Les différentes formules de Taylor et leurs applications.

24. Formules de Taylor pour les applications vectorielles de plusieurs variables réelles.
25. Fonctions homogénes.

26. Théoréme des accroissements finis. Applications.

27. Problémes d'extremum.

28. Le théoréme des fonctions implicites et ses applications.
29, Le nombre TI.

30. Fonctions circulaires.

31. Logarithme complexe.

32. Prolongement des fonctions.

33. La fonction exponentielle réelle et ses différentes généralisations.
34. Primitives et intégrales.

35, Intégration.

36, Calcul des primitives.

37. Le critére de Cauchy.

38. Intégrales impropres.

39. Fonctions définies par une intégrale. Exemples.

40. Séries numériques.

41. Séries entiéres.

42, Développement des fonctions en séries entiéres et applications.

43. Séries de fonctions.

44, Suites de fonctions.

45. Les différentes notions de convergence.

46. Valeurs d'adhérence.

47. Interversion de limites. Fxemples.

48. Etude, a bartir d'exemples, des équations différentielles de Lagrange et de Clairaut.
49. Etude, & partir d'exemples, des équations différentielles homogénes.

50. Systémes différentiels homogénes & coefficients constants.

51. Equation différentielle lindaire A(x)y' + B(x)y = C(x), ol y est une fonction numérique de
la variable réelle x, A, B et C des fonctions numériques continues ; cas ot A peut s'annuler.

52. Etude locale d'une courbe gauche.

53. Propriétés métriques des courbes planes.
54. Propriétés métriques des courbes gauches.
55. Triédre de Frenet.

56. Etude locale d'une surface.

57. Hélice circulaire. Mouvement hélicoidal.
58, Composition des mouvements.

59, Vitesse. )

60. Mouvements & accélération centrale.

61. Mouvement d'un plan sur un plan.

62. Repére mobile,

63. Définition et application des coordonnées polaires (études locales de courbes, équations
différentielles... etcl).

11 1. REMARQUES DU JURY D'ALGEBRE.

'Peu de candidats ont tenu compte des recommandations, soulignées dans le rapport de 1972,
concernant une utilisation judicieuse des documents mis & leur disposition ; le jury ne peut pas

e
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o i

admettre qu'une épreuve orale soit réduite & la lecture et & la transcription de:p
démonstrations extraits hidtivement d'ouvrages connus. Le désarroi de beaucoup de .can
ne trouvent pas dans leurs notes les réponses & des questions, pourtant tres élémentair
sauraient étre imputé 2 un émotion somme toute compréhensible : le réflexe qui les pouss :
chercher un hypothétique secours dans une liasse de feuilles hativement griffonées semble’ .
indiquer que sont paralysées en eux toute initiative et toute velléité de réflexion personnelle

Dés que le contenu mathématique du plan est arrété, il faut réfléchir a ce qui doit étre
écrit et ce qui doit &tre dit. Une transcription intégrale devient vite fastidieuse ; elle masque
souvent 1'ensemble des points fondamentaux d'olt le candidat devrait naturellement extraire ceux
qu'il envisage d'exposer en détail.

Un bon exposé ne doit pas consister & réciter, avec ou sans le secours de notes, telle
étude ou telle démonstration copiée dans un manuel. Plus encore que la présentation d'un plan,
il devrait étre 1'occasion, pour tout candidat, de mettre en valeur son aptitude & dégager des
idées directrices, & comparer des méthodes, & replacer le sujet étudié dans son environnement
naturel, enfin & en circonscrire la portée par un choix judicieux d'exemples et d'exercices. Il
faut éviter d'accréditer 1'idée, qu'en toutes circonstances, il n'existe qu'une seule justifi-
cation d'un théoréme donné ou une seule méthode qui permette de traiter un probléme donné, si
modeste soit-il. Ainsi, & propos d'une lecon ayant pour titre "systémes d'équations linéaires",
le candidat qui propose d'exposer le théoréme de Rouché ne doit pas se contenter d'en fournir
une seule justification laissant & un débutant le souvenir d'un artifice qu'il importe de confier
3 sa mémoire. En revanche, il est intéressant de comparer les divers aspects du probléme selon
que 1'on fait intervenir un espace vectoriel, son dual ou son bidual. En tout état de cause, il
est opportun de rappeler, sans ambiguité, la définition du rang (d'un systéme de vecteurs, ou de
formes linéaires, ou d'une matrice) ainsi que les procédés usuels qui permettent de former des
relations de dépendance ou d'exprimer que le rang d'une matrice est un entier donné.

La désaffection pour les parties géométriques du programme s'aggrave dangereusement. Par
exemple, des deux sujets intitulés "Sous-groupes distingués" et "similitudes dans un espace
affine euclidien” le premier est généralement préféré au second. La legon est alors purement
formelle - il est rare que le plan fasse mention d'exemples intéressants. Et si, d'aventure, le
jury s'enquiert de savoir si le groupe des translations, ou celui des homothéties et des trans-
lations sont des sous-groupes distingués du groupe des similitudes affines, le candidat inter-
rogé, sans chercher a réfléchir, s'avére incapable de fournir une réponse satisfaisante.

Inversement le choix d'un sujet de géométrie ne doit pas signifier, qu'au nom d'un cloisonne-
merit périmé, on renonce a recourir aux structures fondamentales de 1l'algébre et & une terminologie
dont 1'usage ne manque jamais de rendre l'exposé & la fois plus clair et plus élégant.

En conclusion, le jury d'algébre voudrait mettre en garde les candidats aux prochains concours
contre wne interprétation caricaturale des épreuves orales. Qu'ils sachent que le jury n'a pas &
juger une épreuve de lecture ou de récitation, mais qu'il est trés sensible & tout effort de
réflexion personnelle. Les sujets "de composition"”, les lecons d'exercices se sont montrés, & ses
yeux, comme particuliérement révélateurs des qualités des candidats.

(11 2. REMARQUES PARTICULIERES SUR LES SUJETS D'ALGEBRE ET DE GEOMETRIE

- Théoréme de D'Alembert : Les démonstrations les plus élémentaires utilisent 1'équation bindme ;
son étude préliminaire ne doit donc pas faire intervenir le théoréme a démontrer.
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En 1'absence de tout effort pour dégager un invariant projectif, la notion de birapport
reste artificielle.

Un candidat envisage un birapport infini. D'autres, dans un exposé sur les espaces projectifs,
mentionnent un mystérieux plan de 1'infini.

Lorsqu'il s'agit d'étudier une application linéaire, il est maladroit de privilégier, sans
raison, l'aspect matriciel. Délibérément, certains candidats "identifient" un endomorphisme &
"sa matrice" sans qu'aucune base ait été précisée.

La notion de déterminant d'un endomorphisme est trop souvent justifiée par un recours aux
matrices de passage.

Il est souvent difficile d'obtenir une définition acceptable du rang d'une matrice ou du
rang d'une forme bilinéaire symétrique et, dans le cas ol le corps de base est R, un énoncé
équivalent & "non dégénérée et positive".

Certains candidats ignorent la définition du degré d'un polyndme ainsi que celle d'un
anneau euclidien.

A propos des. fonctions polynomes, le jury a entendu que "si un polynéme & deux indéterminées
admet une infinité de zéros, il est identiquement nul " !!

La présentation des structures-quotients ne souléve guére de difficultés ; mais 1l'on ne
sait pas toujours tirer le meilleur parti du "schéma universel".

Plusieurs candidats affirment que la somme E; + E: + Es de trois sous-espaces vectoriels
est une somme directe si et seulement si on a : E%wE2 = EQOES = Espﬁ1 = {6}.

La définition du barycentre est, trop souvent, laborieuse et inélégante. La recherche des
coordonnées barycentriques d'un point est généralement vouée a 1'échec. Il en est malheureuse-
ment ainsi de presque toutes les applications pratiques. Par exemple, 4 l'occasion d'un exposé

sur les repéres projectifs, un candidat renonce a chercher un systéme de coordonnées homogénes
de 1'homologue d'un point dans une homologie biaxiale,

Les sujets de géométrie, toujours décevants, qu'il s'agisse de similitudes, d'inversion,
ou de faisceaux de coniques, sont rarement assortis de figures qui fixeraient les résultats
énoncés et les raisonnements qui ont permis de les obtenir.

b1 3. LISTE DES SUJETS D'ALGEBRE

1. Applications d'un ensemble fini dans lui-méme.
2. Analyse combinatoire.

3. Relation d'ordre ; exemples et applications,

4. Relation d’équivalence compatible avec une structure algébrique.
5. Structures algébriques quotients.

6. Groupes finis ; exemples.

7. Systémes de générateurs d'un groupe ; exemples.
8. Groupe symétrique. 7
9. Sous—groupes distingués ; exemples.

10. Groupes opérant sur un ensemble ; applications.
11. Structure d'anneau ; exemples.

12, Anneaux quotients de Z.

13. Notion d'idéal et applications.
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14,
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22,
23.
24.
25.
26.
27.
28.
29,
30.
31.
32.
33.
34.
35,
36.
37.
38.
39.
40.
41.
42.

45.
46,
47.
48.
49.
50.
51,

52.

53.
54.
55.
56.
57.
58,
59.
60,
61.

Divisibilité dans les anneaux intégres.

Corps, sous—corps, corps premier, caractéristique.

Corps des nombres complexes.

Groupe multiplicatif et sous—groupes des nombres complexes de module un.

Numération, bases. Anneau des nombres décimaux.

Anneau des polyndémes & une indéterminée sur un corps commutatif : factorisation et applications.
Anneau des polynémes & une ou plusieurs indéterminées.

Polynémes symétriques & plusieurs indéterminées.

Polynémes & une indéterminée sur un corps commutatif ; division euclidienne, congruences.
Divisibilité dans les anneaux de polyndmes.

Polynéme dérivé. Formule de Taylor (le corps de base est de caractéristique nulle).
Division des polynémes suivant les puissances croissantes et applications.

Résultant de deux polynémes. Elimination.

a

Fonctions polynbmes associées & un polynéme A une ou plusieurs indéterminées.
Corps des fractions rationnelles & une ou plusieurs indéterminées.
Applications linéaires ; espaces vectoriels quotients.

Bases et dimension dans les espaces vectoriels ; applications.
Sous—espaces d’un espace vectoriel.

Rang d'une application linéaire. Groupe linéaire.

Espaces Vectoriels de dimension finie : endomorphismes, automorphismes.
Dualité dans les espaces vectoriels.

Calcul matriciel.

Matrices et applications linéaires.

Applications multilinéaires ; formes multilinéaires alternées ; e}:emples.
Déterminant d'un endomorphisme et déterminant d'une matrice carrée.
Applications des déterminants. :

Résolution des systémes d'équations linédaires.

Valeurs propres, vecteurs propres.

Sous—espaces vectoriels propres, sous—espaces vectoriels stables d'un endomorphisme.
Applications.

Formes quadratiques. Décomposition en carrés. Cas réel.
Réduction d'une forme quadratique.

Espaces vectoriels euclidiens.

Groupe orthogonal en dimension finie.

Espaces vectoriels hermitiens.

Groupe unitaire en dimension finie.

Dualité dans les espaces euclidiens. Adjoint d'un endomorphisme. Endomorphismes symétriques.
Réduction.

Dualité dans les espaces hermitiens. Adjoint d'un endomorphisme. Endomorphismes auto—adjoints.
Réduction.

Espace affine de dimension finie. Barycentre. Grou}i_)e affine.

Barycentres, formes affines et convexité (espace affine réel).

Parties convexes d'un espace affine réel, enveloppe convexe d'une partie, faces.
Liaison entre géométrie affine et géométrie projective.

Espaces projectifs. Sous—espaces projectifs. Intersection. Repére projectif.
Groupe projectif dans l'espace de dimension n.

Dualité dans les espaces projectifs.

Groupe projectif de la droite complexe.

Homographies du plan projectif réel sur lui—méme.
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62, Isométries dans le plan affine euclidien. .
63. Isométries dans l'espace affine euclidien de dimension trois.

64. Isométries dans l'espace affine euclidien de dimension n.

65, Isométries du plan affine euclidien laissant globalement invariante une figure donnée.

66. Isométries de 1'espace affine euclidien de dimension trois laissant globalement invariante
une figure donnée.

67. Notion d'angle.

68, Similitudes directes et inversés dans le plan affine éuclidien.

69. Similitudes dans un espace affine euclidien de dimension trois.

70. Groupe affine en dimension finie.

71. Sous—groupes et groupes quotients du.groupe affine d'un espace affine de dimension finie.
72, Sous—variétés affines d'un espace affine de dimension finie.

73. Exemples de problémes de géométrie affine, le corps de base étant R. En dimension n, on se
limitera & des questions n'utilisant que la notion de sous—variété linéaire projective. En
dimension deux on pourra utiliser la théorie des coniques.

74. Exemples de problémes de géométrie métrique dans un espace affine euclidien.

75. Exemples de problémes de géométrie projective, le corps de base étant C. En dimension n, on
se limitera & des questions n'utilisant que la théorie des repéres projectifs et des
variétés lindaires projectives ; en dimension deux, on pourra en outre utiliser la théorie
des coniques.

76, Exemples de problémes de géométrie métrique, le corps de base étant R. En dimension n, on
se limitera & des questions n'utilisant que la notion de sous—variété affine. En dimension
deux, on pourra en outre utiliser la théorie des coniques.

77. Homographies de la droite projective réelle sur elle—méme.

78. Homographies du plan projectif dans son dual.

79. Poles et polaires en géométrie plane.

80. Poles et polaires en géométrie dans l’espace.

81. Propriétés projectives des coniques ; dualité.

82. Coniques dans le plan projectif réel.

83. Propriétés affines des coniques.

84. Coniques dans le plan affine réel.

85. Propriétés métriques des coniques ; liaison avec la géométrie projective.

86. Faisceaux lindaires ponctuels de coniques.

87. Propriétés focales des coniques.
88, Inversion plane, groupe circulaire.

89, Torseurs dans R®, équiprojectivité.
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