TEXTE DE L'EPREUVE
D'ANALYSE NUMERIQUE

0. Notations

. Le naturel & étant supérieur ou égal a 1, on désigne par R* P’espace
vectoriel sur R des colonnes (appelées aussi vecteurs) de & nombres
réels, muni des lois usuelles d’addition et de multiplication par un scalaire
réel. La notation u = (u;) € R* signifie que u, est la i-iéme composante
du vecteur z de R*¥ (i = 1, 2, ..., k). On note ¢, les vecteurs de la base
canonique de R¥ (e; a toutes ses composantes nulles, sauf la i:iéme qui
vaut 1).

On définit sur R¥ la norme du maximum, notée @, (quel que soit k),
par :

u= () eR* — o, (u) = Max  |u,|
i=1,2, ...,k

B. Pour toute la suite on munit R* de la relation d’ordre partiel
(dite « composante & composante »), notée <, suivante : pour u = ()
et v = (u')), éléments de R*, la relation u < u’ (notée aussi v’ > u)
est définie par :

pour tout i =1, 2, ..., k . u; € vy (dans R)

En notant 0 le vecteur nul de R¥, appelé aussi origine de R¥, la
relation 0 < u signifie donc que u a toutes ses composantes positives
ou nulles dans R. Si toutes les composantes de u sont strictement posi-
tives dans R, on écrira 0 < u (ou aussi u > 0).

Pour tout u = (z;) de R¥, on note |u| = (|%|) le vecteur de RF,
dont chaque composante est la valeur absolue de la composante corres-
pondante de z; on a donc : |u|> 0. '

y. On note JW,, Palgébre des matrices carrées (k, k) & éléments réels.
La notation A = (a,;) € N, signifie que le réel a;; est I’élément de la
i-i¢me ligne et de la j-iéme colonne (i, j =1, 2, ..., k) dans la ma-
trice A de N,

Pour toute la suite, on munit N7, de la relation d’ordre partiel (dite
'« élément a4 élément ») suivante, notée encore < : pour A = (g;;) et
B = (b;;), éléments de I, 1a relation A < B est définie par :

a;; < by; dans R, quels que soient i et j dans {1, 2, ..., k}.

Lorsqu’aucune confusion n’est i craindre, la matrice nulle sera dési-
gnée par 0. Une matrice A satisfait donc a : A >0, si tous ses éléments
sont positifs ou nuls dans R; une telle matrice sera dite nonnégative
{en un seul mot).

On appelle rayon spectral p(A) d’une matrice carrée A, i éléments
réels ou complexes, le module maximum des valeurs propres de A. On
rappelle alors les wésultats suivants :

Proposition 1.
Si p(A) est strictement inférieur & 1, alors la matrice I — A est inver-
sible et on a : r
@-A)"'= lim Y A

=]
P>+ h=0

(I : matrice-unité de méme type que A.)

Proposition 2.
Si A et B sont deux matrices de J1{;, vérifiant 0 < A < B, alorson a :
p(A) < o(B)



Proposition 3.

Soient L et U deux matrices nonnégativés dans N, Sionap(L+U) < 1
alors :

a.. I - L est inversible et (I —L)~* est nonnégative;

B. ol-L)- Wl < oL+ U) < 1.

Q1 Démontrer, en utilisant les propositions 1 et 2, le point o de la
proposition 3. (L’étude du point B n’est pas demandée.)

Les propositions 1, 2, 3 seront utiles seulement dans les sections IV,
VI, VII, VIII de ce probléme.

I

Dans toute la suite, X désigne un espace vectoriel sur le corps R. On
rappelle que toute application ¥ de X dans R, vérifiant les deux axiomes
suivants :

(a) VxeX ,VaieR , Yox) = |7 V()
(®) Va,yeX , W+ < Y@+ ¥0)

est appelée semi-norme sur X.

Q2 Démontrer que toute semi-norme ¥ sur X prend nécessairement

des valeurs > 0 et que son noyau, c’est-g-dire le sous-ensemble V
de X défini par :

V={xeX:¥x =0}

est un sous-espace vectoriel de X. Montrer que, pour tout x dans X
et tout v dans V, il vient :

Yx + v) = (=)

On rappelle qu’une semi-norme sur X est une norme si, et seulement si,
son noyau se réduit & 1’origine de X.

I

On suppose qu'il existe une application p de X dans R* (k étant un
naturel > 1, donné) vérifiant les axiomes suivants :

(A) VxeX ,VAeR  p() = |A|p()
(B) Vx,yeX plx + ¥) < p(x) + p(y) [ordre sur R¥]
(Ch' plx) =0  implique x = 0.

On appelle une telle application une norme vectorielle de taille k sur X.

On notera, pour tout x dans X, p,(x) la itme composante (i =1, 2, ..., k)
du vecteur p(x) de R*.

Q3 Démontrer que les applications p; (i=1, 2, ..., k) sont des semi-
normes sur X, dont les noyaux V, (i =1, 2, ..., k) vérifient :

(D) :.V‘={°}'

En déduire que, pour tout x € X, on a p(x) > 0 dans R*.

Réciproquement, démontrer que la donnée de k semi-normes p,
@G=1, ..., k) sur X, dont les noyaux V, vérifient (D), définit
une norme vectorielle de taille k sur X.



On définit alors ’application, notée ¢, de X dans R suivante :
xeX — ox) = Max px).
i ok

i=1,2,....

»

Q4 Démontrer que ¢ est une norme sur X (vectorielle de taille 1).
Pour tout u > 0 dans R* (toutes composantes strictement positives),
on considére la partie suivante de X :

VW, ={xeX; pl) < u}

Q5 Démontrer que Pensemble des "9, forme un systéme fondamental
de voisinag e Porigine de X. Démontrer que la topologie ainsi
définie sur X est équivalente d celle de la norme o.

L’espace vectoriel X muni de la norme vectorielle p sera dit vectorielle-
ment normé. Dans toute la suite, 1a topologie considérée sur X sera celle
qui vient d’étre définie.

Q6 Exemples :
1. On prend X = RF.

Démontrer que x € X — |x| (voir O, P) e.t une norme vecto-
rielle de taille k sur Rk, On Uappellera la norme vectorielle type
sur R%. Quelle est la topologie corresindante?

2. Soit Y Pespace vectoriel des fonctions & valeurs réelles, continues
sur[0,1). Onprend X =Y X Y, et pour tout élément f = ([, A
de X (f, et f, appartiennent & Y) on pose :

Px(f)= Max |f1(t)|

tefo, 1]

paf) = Max |f;()]

tefo, 1]
Démontrer qu’on obtient ainsi une norme vectorielle de taille 2
sur X.

Ainsi vectoriellement normé, X est-il complet?

v

Soit alors F une application de X dans lui-méme, pour laquelle on
suppose exister une matrice M, nonnégative dans I, et de rayon spec-
tral p(M) < 1, telle que :

(E) Vz,yeX p(F(x) — F(y)) < Mp(x —y)
F est alors dite contractante sur X relativement & p.

On appellera point fixe de F dans X tout élément x de X, il en existe,
tel que x = F(x).

Q7 Démontrer gue, si F admet un point fixe dans X, il est unique.
Prouver de plus que toute suite (x\*)), .y d’éléments de X ainsi
définie (méthode des approximations successives sur F) :

%©) pris quelconque dans X
) =F@) (=012 ...)
est une suite de Cauchy dans X.
En déduire que, si X est complet, F admet dans X un unique point

fixe x, calculable par la méthode des approximations successives
et qu'on a alors Vestimation suivante en norme vectorielle :
4

(¥) plx — %) < M7 —M)~ip(xt*) — x)



On définit alors sur 9 la norme suivante, notée s, :

CPw(Az)

A = (a;)) e M, — s, (A)= Sup —F—

(U) k (') zeglc (Pno(z)
z#0

Q8 Démontrer que, pour tout A dans M, il vient :

i=1,2, ..

k
sold)=  Max Y lais]
9 Lk i=1

Q9 Démontrer, & partir de U'inégalité de contraction (E), la relation :

) Ve, yeX  of(x) — F()) < so(M) olx — )

Démontrer que (G) n’implique pas nécessairement que F soit contrac-
tante relativement & la norme ¢ (vectorielle de taille 1) sur X.

Exemples :

Q10 En utilisant la norme vectorielle type sur R?, prouver que le
systéme d’équations non lLinéaires suivant admet une solution

unique x = [‘21] » calculable par la méthode des approximations
2
successives :

E, = 04 sin &, + 0,2 cos &,
£, = 0,8 cos £, + 0,4 sin &,

Démontrer que cet exemple illustre le résultat de Q9.

On considére la méthode des approximations successives sur cet
exemple, en partant de :

- [E0H15]

Donner une estimation de |x — x| et |x — x"'| sans pour
autant calculer %), x®), %) (aucune table n’est nécessaire).

Q11  En utilisant des majorations identiques a celles utilisées en Q 10,
prouver qu’il existe un jeu unique (f,, f,) de fonctions & valeurs
réelles, continues sur [0, 1], telles que, pour tout t dans [0,1] :

£l = f 0‘ [04 sin £,(8) -+ 0,2 cos f,(6)] 6

0 = 0‘ [0,8 cos £,(E)+ 0.4 sin £,(0)]d0

La méthode des approximations successives est-elle numériquement
utilisable telle quelle pour calculer la solution (f,,[f,)?

\'

Les deux naturels n et k étant strictement supérieurs & 1, on prend
pour toute la suite X = R"™, muni d’une norme vectorielle p de taille £.
On définit les sous-espaces vectoriels suivants de R™ (V; désigne encore
le noyau de la semi-norme p,) :

W; = N V; G=1.,2,...,%
P=1,2, 0,k
P

On a évidemment W, NV, = {0} ¢ =1, 2, ..., k), de sorte qu’on

peut définir, pour tout i, la somme directe Z; de W; et V, :

Zi=Wi$Vi (i=1, 2, ceay k)

31



Q12 Démontrer que la somme directe W =W, o ... o W, des k
sous-espaces W est bien définie. Prouver que, de plus, pour tout x

k
de W décomposé (de fagon unique) en x= Z x;, avec %, €W,

i=1

=12 ....,k,0na:

k k
pl®) = ZP(xt) = Zpl(xi)e!
i=1 i=1

ois les e, sont les vecteurs de base de R*. Prouver enfin que la
restriction de p; ¢ W, est une norme sur W,

Q13 Construire les sous-espaces V;, Wy, Z,, W pour la norme vectorielle
p suivante, de taille 3 sur R° :

[, 18] + &) ]
p= | o | —p@)= | &+ ]G]
&, | 18] + ] ]

Méme question pour la norme vectorielle q suivante sur R® :

Ex Igll + laﬁi
x= : —s g = | |&]
Es |EMI + IESI

Q14 Montrer que les propositions 1 et 2 suivantes sont équivalentes :
1. Z, =R" =12 ..., k)
2. W =R"

Lorsqu’elles sont vérifiées, on dit que la norme vectorielle p est régu~
Liére.

VI

k
Soient A, , A, , ... , A, des naturels > 1 tels que Z A=n [dod

i=1
nécessairement &k < n}.



On « partitionne » alors tout vecteur x de R en k blocs, de la facon
suivante :

—-. b "" ..‘: ............ ""
&
. A, composantes
xl
€3,
................ \
Elﬁ 1
) A, composantes
. X
x= g)& +Aqg = ;

E’)‘l"' cee +>‘k—1+1
. £ A, composantes

.

En

g)\1+ e +;\'__1+1

5neRNM (i=1,2,...,k , 5=

2

S W

¢« désignant, pour tout i, la norme du maximum sur R)“, on pose,
pour tout x de R* ainsi décomposé :

(Pou(x1)

pR)=| !
(Pao(xk)

Q45 Montrer que Papplication p est une norme vectorielle réguliére
de taille k sur R*. Qu’obtient-on pour k = n?

Soit alors T une application linéaire de R® dans lui-méme, repré-
sentée dans 1a base canonique de R® par une matrice, notée encore T,
élément de NL,,.

On « partitionne » T selon les blocs suivants :

[ : 7 )
T, | T, | - | T, |} tismes
T=| . :
To | T | o | Tu || oetignes

A, colonnes Ax colonnes



de sorte que T,; est une matrice & éléments réels, de type (A;, Ay)
G,j=1,2, ..., k). On pose :

so(T ). so(T )
S(T) = i
so(T,) .- 5T )

de sorte que S(T) est une matrice nonnégative de Iy

On appelle alors majorante de T relativement & p toute matrice M,
nonnégative dans I, telle que :

VieR*  p(Tx) < Mp()

Q16 Démontrer que S(T) est une majorante de T relativement & p.
Démontrer que toute majorante M de T relativement & p est
caractérisée par Uinégalité :

STy<M

En déduire que S(T) est une majorante de rayon spectral minimum.

Q17 Démonirer que Vapplication S : M, — N, définie ci-dessus
est une norme vectorielle de taille K, réguliére sur N,. Prou-
ver de plus la relation :

VT,, T,ed, S(T,.T,) < S(T)S(T.)
1, désignant la matrice-unité (n, n), que vaut S(1,)?

% étant un vecteur donné dans R", on considére alors I'application
affine F de R™ dans R” suivante

xeR"'—r Fx) =Tx + R

Q18 Démontrer que, pour que F soit contractante relativement & p,
il faut et il suffit que p(S(T)) < 1.
En déduire que, si p(S(T)) < 1, alors Péquation suivante dans
R‘n
x=Tx +h
admet une solution unique x calculable par la méthode des appro-
ximations successives, avec l'estimation suivante :

plx —x™) < [S(T)V'[I— S(D)] ~p(x® — 2 )

VII

F désigne maintenant une application, non nécessairement affine, de
R"™ dans R", contractante relativement i la norme vectorielle type sur

R™

On notera f; les « composantes » de F, de sorte que :

E.x fl(gl’ 9&1;)

—— F@)= | !

E,. fullasooe »En)

avec :

Va,yeR* |F@) —FO)| <Mlx—y| M=>0; oM <1)



On définit alors 1’application G (composantes g;) de R™ dans R”
par les relations : ’

gl(x) = gx(gp Ear -vns ‘in) = filly &a -5 En)
gz(x) = gz(gv oo e En) =f2(g1(x)’ €or - E—n)

gi®) = gils &o -+ &n) = filg(®), &%), ... &%), Ey .5 E))

&al®) = gullss &or o5 &1) = fu(8:(%); £a(%), ... gn-(®), En)
Q19 Démontrer que ¥ et G admettent le méme unique point fixe dans
R™ Expliciter la méthode des approximations successives sur G.

On note L 1a triangulaire inférieure stricte de la matrice M, U sa trian-
gulaire supérieure :

i
ST PR
M= - =L+
L
=

(Sur la diagonale et au-dessus les éléments de la matrice carrée L
sont nuls ; au-dessous ils sont égaux & ceux de M ayant les mémes po-
sitions).

Q20 Démontrer que :
Vx,ycR" G(x) —G(») | < I —L)*Ujx — 5]
En déduire que la méthode des approximations successives sur G

converge vers lunique point fixe de ¥, quel que soit le vecteur de
départ choisi.

VIII

Soit A une matrice de 91T, et b un vecteur donné dans R™ On munit
R" de la norme vectorielle p définie dans la partie (VI) : A est alors
décomposée en blocs A;; (5, =1, 2, ..., k) de la méme fagon que
T 1’était précédemment.

De méme, le vecteur b est décomposé en blocs b; (I =1, 2, ..., k).

On suppose que les blocs diagonaux A;; de A (qui sont carrés) sont
inversibles (et numériquement, facilement inversibles). Pour résoudre le
systéme linéaire Ax == b, on envisage les deux méthodes itératives sui-
vantes :

Partant d’'un vecteur quelconque x¢° dans R™ décomposé selon les
blocs x,®, x,(, ..., %,°, on définit une suite de vecteurs x"’ de R,
décomposés selon les blocs x,7, x,, ..., x,, par la récurrence

MB‘

_\xi"m-_—._A;;[ A,,.x,.mJ+A7“‘bi G=1,2,...,k

—

# 1

PO

( r=201,2 ...
(Méthode de Jacobi par blocs.)

De méme, partant d’un vecteur quelconque y‘® de R" décomposé
selon les blocs ¥,(®, ¥,®, ..., ., on définit une suite de vecteurs



¥y de R" décomposés selon les blocs y,, y,, ..., y,, par la
récurrence : '

i-1 k
— y ﬁ -
yr) = —A ! Z Ay, ) 4 Z. Ay, | +A ii1 by

11
_ j =1 je=itl

(r=0,1,2,...)
(Méthode de Gauss-Seidel par blocs.)

(Dans 1a somme entre crochets le premier terme disparait lorsque i
vaut 1, et le second lorsque i vaut n).

On définit alors dans 9, les matrices L et U suivantes : dans la
décomposition en blocs introduite sur 3T, soient L,; les blocs de L,
U;; ceux de U (4,7 =1, 2, ..., k). On pose, pour définir L et U :

-1
L”=0 SiiSj,UU=——A,-iA” Sii<j

.

=]

o,

-1
Lu‘ = _'A ii ‘A'if si i>j s U“'=0 si

De sorte que L (respectivement : U) est une matrice triangulaire infé-
rieure (respectivement : supérieure) stricte, par blocs.

ErraTuM : ligne 19, lire «ivaut k» au lieu de «i vaut n».

Q21 Démontrer que les deux méthodes introduites peuvent se mettre
sous la forme :

27D =JF 20  h (Jacobi par blocs)
yO*tD =€ y™ 4 b, (Gauss-Seidel par blocs)

ot J et £ sont deux matrices dans I, indépendantes der, qu’on
explicitera en fonction de L et U, et o h, et h, sont deux vecteurs
de R", indépendants de r, qu’on explicitera également.

Q22 Démontrer que, si p(S(J)) < 1 :

1. Le systéme linéaire Ax = b admet une solution unique x
dans R™;

2. La méthode de Jacobi par blocs considérée produit une suite
qui converge vers cette solution, quel que soit le vecteur x®
de départ;

3. La méthode de Gauss-Seidel par blocs considérée produit une
suite qui converge vers cette solution, quel que soit le vecteur
¥ de départ.

Q23 Démontrer que l'on peut étendre intégralement Pétude faite & la
section (VII) au cas de la norme vectorielle p définie & la section

).

Formuler ces résultats plus généraux; démontrer alors que Uétude
Saite ci-dessus en Q21 et Q22 en est cas particulier pour
une application affine de R* dans R".



RAPPORT SUR L'EPREUVE
D'ANALYSE NUMERIQUE

Le probléme concernait 1'étude et l'utilisation (pour des questions d'analyse numérique)
de la notion de norme vectorielle : sur un espace vectoriel X, une norme vectorielle de taille
k est une norme a valeurs dansﬂRk (ordonné composante & composante pour 1'inégalité triangulaire).
L'étude proposée était relativement "simple", avec quelques questions plus difficiles.
L'épaisseur des copies (15, 30 pages...) montre que la quasi totalité des candidats a pu
fournir une prose abondante. La longueur apparente du probléme correspondait en fait a une
démarche tres détaillée par 1‘'énoncé.

On a trouvé : peu de copies totalement nulles, une grande mane de copies médiocres, un lot
assez important de copies acceptables et pas mal de copies bonnes ou trés bonnes. Les questions
posées et le baréme adopté ont permis un classement clairement satisfaisant, qui s'est révélé,
a4 la délibération, trés corrélé avec celui des deux autres épreuves.

Les six premiéres questions, élémentaires, ont été dans 1'ensemble bien traitées, et en
tous cas étudiées par la quasi totalité des candidats. Elles permettaient de voir que munir X
d'une norme vectorielle p de taille k£ n'est pas autre chose que le munir de la topologie
séparée définie par k semi-normes (les composantes P; de p). Cette topologie est équivalente &
celle d'une norme notée ¢ dans le texte.

De Q74 Q14, on utilisait 1a notion introduite pour 1'étude de 1'existence, de l'unicité,
et de la construction algorithmique du point fixe (appelé souvent "point double"” dans les copies..)
de certains opérateurs sur X : & partir de la notion de contraction en norme vectorielle (la
constante de contraction usuelle est ici remplacée par une matrice K, non-négative et de rayon
spectral o (K) <1 ) il s'agissait exactement de retranscrire, en Q7, la démonstration du
théoréme usuel du point fixe pour un opérateur contractant F.

Un lot bien trop important de copies commence & trébucher & ce niveau : confusion dans la
notion de suite de Cauchy (!) qu'on raméne trés souvent, de facon explicite ou plus dissimulée,
a4 la suivante : "la distance de deux éléments successifs tend vers 0", D'autre part lorsque
Xo+1= Flxr)  (refN, xre X), et que xr converge vers x dans X, il parait évident & beaucoup
trop de candidats que x = F(x) "d'aprgs le principe de prolongement des égalités". Peu de copies
estiment nécessaire de démontrer cette conclusion, et parmi celles qui y pensent, beaucoup se
livrent a des développements touffus : trop peu signalent que, F étant contractant, est néces-
sairement continu ... ce qui suffisait.

L'illustration, en Q10 et Q11, de cette premiere étude sur deux exemples simples pris dans le
contexte des exemples de normes vectorielles donnés en Q6, permet de bien distinguer les copies
dont les auteurs savent ce qu'ils font et oll ils vont : ces copies-la mettent bien en évidence
que la contraction en norme vectorielle est, pour le méme résultat, une notion moins impérative
que la contraction "scalaire" obtenue en utilisant la norme .

De Q12 2 Q14 était demandée une étude, purement algébrique, de la structure en sous-espaces
vectoriels définie par une norme vectorielle sur R™. La plupart des copies ignorent une carac-
térisation correcte du fait que k sous-espaces de[Rn admettent une somme directe : on se contente
trés souvent de vérifier que ces sous-espaces sont deux & deux d'intersection réduite & zéro
(on les appelle alors "disjoints"...). QI3, exercice de construction de ces sous-espaces sur 2
exemples, a été généralement bien traité, de méme que Q14 qui était une question importante et




jugée assez difficile : malgré la réserve ci-dessus, il semble que les questions \é caractere
algébrique soient mieux traitées par 1'ensemble des candidats :

de Q154 Q18 on construisait, & partir d'une norme vectorielle P réguliére sur an, la norme
vectorielle d'opérateur linéaire correspondante : toute matrice T (n,n) est alors décomposée
en blocs et la norme vectorielle S(T) construite s'obtient en remplacant chaque bloc de T par
sa norme (scalaire). Par cette construction on retrouvait, enQ18, pour le cas d'opérateurs
affines sur R” (F(x) = ™ + k] le résultat de Q7 : car dans ce cas la contraction de F est
caractérisée par la condition P(S(T)) < 1 : trés peu de candidats traitent correctement cette
question, qui donne lieu & de grosses confusions.

On revenait ensuite, pour la simplicité des notations, & la norme vectorielle type sur
R™ et (en Q19et Q2Q) on considérait un opérateur F, non nécessairement linéaire, contractant
sur R" . il s'agissait alors de voir que non seulement la méthode des approximations successives,
mais aussi la méthode non linéaire de Gauss-Seidel, converge vers l'unique point fixe de F. C'est
1'extension de ce résultat au cas d'une norme vectorielle réguligdre plus générale (correspondant
alors & des méthodes par blocs) qui sera demandée en Q23.

En Q19 beaucoup trop de copies se bornent & montrer que l'unique point fixe de F est point
fixe de G sans penser & la réciproque. En Q20 (question jugée difficile) une bonne quinzaine de
copies parvient correctement au résultat : voici la démarche (cf les notations de 1'énoncé)
| Flx) - F‘(y)! < K|x -y ! d'oll d'aprés la définition de G (opérateur non linéaire de Gauss-Seidel

attaché a F) et la décomposition donnée de K en L + U :

lg(x) - 6(y)]| < L |alx) - Gly)| + ulx - y)

aot o) —el) | < (1 -1t Ul -y

ot p [(1 - L)—1 U] € p(L+U)=p (K) <1d'aprés le théorgme de Stein-Rosenberg,

donné dans 1‘'énoncé (proposition 3).

Les copies qui parviennent & ce niveau le font dans 1'aisance et la solidité : les question:
difficiles, lorsqu'elles sont traitées, le sont bien mieux que les questions simples, qui
donnent lieu a de nombreuses rédactions floues, approximatives, pénibles.

En Q21 était demandé d'établir le formalisme matriciel des méthodes de Jacobi et
Gauss-Seidel par blocs pour le cas linéaire, en Q22 de démontrer la convergence de ces méthodes
sous 1'hypothése de contraction de 1'opérateur correspondant de Jacobi.

Enfin, en Q23 on demandait une synthése du probléme : précisément, d'étendre au cas non
linéaire le résultat de Q22, généralisant la démonstration demandée en Q2} et rappelée ci-
dessus. Une quinzaine de copies brillantes parviemnent & cette synthése, sans toutefois formuler
1'énoncé demandé. Ce sont les meilleures copies, qui, ayant dominé 1'ensemble du probléme,
proposent une rédaction claire, concise, sire, et de lecture intéressante.

Pour terminer, citons les erreurs les plus grosses, rencontrées de facon systématique dans
un trop grand nombre de copies :

a) formalisme matriciel : si ue€ IRk et M est une matrice (k,k) on écrit, sous différentes formes :

1
'1; ; uM au lieu de Mu ;

-1
I .- m Pour (r-m

-

On croit que Mu < u entraine M € I ; que si % n'est pas » 0 (composantes a composantes) ni nul,
il est < 0. Ou encore que u est > 0 dés qu'il est > 0 et + 0. On croit que si une matrice A est
> 0 et de rayon spectral plus petit que 1, elle est majorée par la matrice "pleine de 1"...
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'b) analyse : suite de Cauchy dans un espace vectoriel ; x
‘Jentes ; "il existe des suites de fonctions continues qui convergent, au sens de la convergence

r+1_ xT tend vers 0 ou variantes équiva-

uniforme vers une fonction discontinue sur [0, 1]".

Notions de continuité, de limite mal assimilées, utilisées de facon fondamentalement erronée.
on parle de la topologie de la convergence uniforme sur R", un raisonnement pernicieux :

xT - F(x") tend vers 0

" " r
X tend vers i donc"F(x7) tend vers F(x)

c) algébre : soient Wi...W, k sous-espaces vectoriels deR".
Voici (au dire de beaucoup) différentes CNS pour que leur somme algébrique soit directe :

Wi Owjo= {0} &~ ; Wi“[jg,wj'] = {0} ie(1,2...k) ;
'L
wiO[Ow] = {0} ie(1,2...k) !
J#i
Wi W= {0} i=1,2...k-1
Ow; = {0}
jE€L2. R

ou encore : "Pour que k sous-espaces admettent une somme directe, il faut et il suffit qu'ils
soient 2 4 2 distincts"”

Autre erreur grave : six € VoW, et six ¢ V alors x € W,

d) confusion entre un vecteur et sa norme, une matrice et sa norme T < s(T)

e) Calcul numérique : méme élémentaire, il rebute. Trés peu évitent 1'erreur de calcul grossiére,
. . L, -1,

Visiblement un calcul numérique fait peur:... "mais ceci nécessiterait de calculer (I - M)

(dans 1'exemple, M est une matrice (2,2)...).

f) 1'inégalité |sin @ - sin b| < la - b| fait trébucher beaucoup de candidates ; on écrit que,

dans R®, 1'équation l|x, | +|xz] = 0 "est celle d'un hyperplan".
Enfin, citons & propos de la question Q9, la plus énorme bétise commise dans ce probléme :

0,4 si +0,2 x 0,4 sin 0,2
Ple) = Flry,zg) =| 0 S0 % 00S %2 _ < sin °°S> (’“) - mx

0,8 cos x; + 0,4 sin x, 0,8 cos 0,4 sin X2

d'ol Flx) - F (y) =Mx - My = M (x - ¥)
il s'agit donc d'un principe nouveau de linéarisation.

-1
L'auteur continue, en calculant ensuite (I - M) , utilisant pour cela :
det (1 -M = - 0,4 sin)?~ (0,4 cos)? = etc.

Répartition des notes (entre 0 et 40)

Agrégation masculine (510 copies)

n<4 4 <n<919<n<1414<n<19|19<n<24]24<n £29]|29<n <34 34 < n
66 124 130 110 38 28 12 2
Agrégation féminine (282 copies ; moyenne 11,83/40)
n<4 4 <n<9]9<n<14] 14 <n<19119<n €241 24<n<29[/29<n< 34| 34 < n
36 70 98 41 22 7 3 5




