HOMMES

0as 6310 11a15 16320 | 21a25 26430 | 31435 | 36340 41445 | 46450 51a 55 56 & 60
Présents 97% 85 oz 134 ns 84 55 38 20 12 10 10
Admissibles 0 1 3 23 46 58 45 38 20 12 10 10
Admis 0 0 2 6 16 25 19 29 18 12 9 10
x dont quatorze 0.
FEMMES
035 6a10 1Ma15 16 4 20 21425 26530 | 31435 | 36a40 413545 46350 | 51455 56 3 60
Présentes 42 36 80 97 107 59 33 16 9 2 2 1
Admissibles 0 0 1 22 53 50 32 16 9 2 2 1
Admises 0 0 0 n 17 26 21 14 9 2 2 1
XX dont un 0

COMPOSITION D’ANALYSE NUMERIQUE

N. B. — Ii sera tenu le plus grand compte de la présentation et de la
rédaction des copies; en particulier les abréviations abusives risquent
de n’étre pas comprises. Les candidats sont priés de respecter les nota-
tions de Dénoncé. Les questions posées aux candidats sont désignées

dans le texte par les symboles (Q)) (i = 1, 2, ..., 37) qui se détachent
dans la marge.

Tous les scalaires du probléme sont réels.

NoTATIONS. — Les éléments v = (v,, ..., v,) € R" sont identifiés & des
matrices colonnes & n lignes; on pose pour u,» € R"

n
w,v), = Z Uy 0y

i=1

[l |ln = Ge )i

n

flufh= X lul

i=1

I. PRELIMINAIRES

19 Soit U un sous-ensemble convexe, fermé de R". On désigne par P
Vopérateur projection de R™ sur U; Pw est le point de U réalisant le
minimum de la distance de w & U.

Q1 : Monirer que les relations (1) et (2) sont équivalentes :
) u = Pw. .
uelU
@ w—uv—u),<0 Yo e U.
Q2 : Montrer que P vérifie :
B  ||Pw,—Pw, |, < ||wi—w,|ln Vw,w, R
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20 Soit A = (a;,;) i,j=1,..., n une matrice syméirique et définie
positive. .
@y, ;=0 Vi,j, ou encore, A = A*

(Av,v), >0 YveR* v %0

Q3 : Démontrer qu’il existe o > O tel que :
@  (Avw), >of|v|} VoeR™

3% Soit J une fonction numérique convexe définie sur R™.
Q4 : Démontrer que tout minimum local est un minimum global : de

Jagon plus précise, démontrer que (5) entratne (6) :

(5) il existe £ > O tel que J(») < J(v) pour » eR",
fo—ul <

©) J@) < J@) Vv € R™

40 On donne ﬁne matrice A = (a;,;) i,j=1, ..., n vérifiant :
A =A*
(Av,v), 20 VveR",

un élément f€R* et un sous-ensemble U convexe et fermé dans R";
on pose :

M ) =3 v, 0 — (>0

Q5 : Montrer que les relations (8) et (9) sont équivalentes :

uel

® To(w) < J @) YweU
uelU

©) {1 (Ao —f,o—u), 20 VoeU

Q6 : Que représente Au— f pour la fonction J, : u - Jo(u).
Soit J, une fonction convexe définie sur R*; on pose :

0 =10+
Q7 : Montrer que les relations (10) et (11) sont équivalentes :

vuelU

@ 3w <J)  weU

) vel '
Av—f,v—u)y +J,0) —1 @) 20 VvelU

II

1° On donne :
— une matrice A = (a;,;)) -i,j =1, ..., n qui vérifie :
A = A*
(“2) Av,v), > o|v|f VweR*, a>0

— un ensemble U convexe et fermé dans R®
‘—un élément f € R

On pose :

Jo(v)' = %(Av » O)p — (f’ )a

ProBLEME €, : Déterminer u tel que :
uelU

(13) Jw) €I 0) WVvelU
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Q8 : Montrer que le probléme €, a une solution et une seule.
Q9 : Donner une relation équivalente & (13).

- On construit une suite u™ par le procédé suivant :
u°® donné dans U '

1 = P(u™ — p(Au™ —f)) m=0,1, ..
(P a été introduit au début de I. 1°)

(14)

Q10 : Démontrer qu’il existe p tel que pour p fixé vérifiant :
O<p<p

la suite u™ converge vers u, solution du probléme €, lorsque m
tend vers Dinfini.

~ 20 En plus des éléments de II, 1° (excepté ’ensemble U qui ne sera
plus utilisé), on donne une matrice B=(b;,)) i=14, ..k j=1,..,n
(% lignes et n colonnes) et un élément g € R*; on pose :

J (11) ={|Bv—gll = Z | (Bv—g)y|

i=1

15 I =1L0) +J.0)

ProBLEME € : Déterminer u tel que :

veR"

(16) J@) < J@) Yo e R

Q11 : Démontrer que :

i. La fonction J est strictement eonvexe

id. im J@) =

flollpn > +=
Q12 : Montrer que le probléme ® a une solution et une seule.

Q13 : Donner une relation équivalente & (16).

30 On donne :
— une matrice b = (a;,;) i,/ = 1, ..., k qui vérifie :
7 Fbo=5* H#0
(op,u) >0  VpeRF

- — un élément F € R*
— un ensemble A convexe, fermé et borné dans R¥.

On pose :
1) T*) =5 (b, b — (5, e

Probléme €* : Déterminer A tel que :
AeA

19

@ 1w <rw  veea

Q14 : Montrer que le probléme ®* a au moins une solution A.

Q15 : Donner un exemple oil le probléme ®* a plus d’une solution.

Q16 : Donner une relation équivalente & (19).

Nous allons étudier maintenant deux méthodes itératives qui nous
permettront d’approcher une solution du probléme €*,




Q17 :

Q18 :

019 :

020 :

Q21 :

Q22 :

Q23 :

Q24 :

MetTHODE 1 : on construit la suite A™ par :
(20 A° donné dans A
) AmEL = P(N"——p(.ib)\"‘ F) m=0,1,.

"ol le nombre positif p sera choisi plus loin et ot P dé31gne la

projection de R¥ sur A.

Montrer que :

THm+ 1) = JH M) 4 (o™ — F, AAM), + _;. (oAN™, AAM),
AN = Jm+1__)m

1)

Montrer que :

22) oA —F, AN, + ||AA R <0

Montrer que pour p vérifiant :

@3) o<p<——2T [Fo]] = max ||l

I el =1
lorsque m — + oo
i. la suite J*(\™) est décroissante
'ii. la suite AA™ tend vers 0.

Montrer gue tout point adhérent & la suite N™ est une solution
de €%,

' METHODE 2 : \° est toujours donné dans A; on va construire
A™*1 3 partir de A™ € A par le procédé suivant : soit v™ tel que :

Vel

@) 1 am —F,9m, < (BN —F, 1), VpeA

Existe-t-il v™ vérifiant (24)?
Seit p un nombre fixe positif qui sera choisi plus loin. On pose :
) g o™ = min g 1, _%(mm_g,vm.-w")k

AL = QA | oM(y™ — pT)

i. quel est le signe de p™?

il. étudier le cas p™ = 0.

Soit d tel que :
(26) MeEA = [[A—plh<d< + o

Montrer que pour m assez grand on a :
2
@7) J* () < J*Om) — 51-( - %nﬁ,u) (JoAm— F, ym_mp2
en ayant choisi p tel que :

1
29) o >3 |l dla®

Montrer que tout point adhérent A & la suite \™ est une solution
du probléme €*.
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On rappelle I’énoncé du théoréme du « minimax » en dimension finie :

Les données et hypothéses : .
® U et A sont des ensembles convexes, fermés et bornés, U dans
R" et A dans R¥ ,

® L: UxXxA-R; L est une application continue de U x A
dans R

® VY e A, Papplication v > L(v,u) est convexe
® Vv e U, Vapplication p— L(v,1) est coneave (c’est-d-dire
. = — L(v,1t) convexe).
La conclusion : il existe un couple u, A tel que :
@, N)eUxA
(29) Lw,uw) < L@,N < L,
VoeU, VpeA
Q25 : Démontrer que :
30 L(,N)= min max L{v,p)= max min L(v, p)
velU peA peA velU

On pose (dans toute la suite) :
@1 L) = Jo(v) + (Bo — g,u)y

ou encore :

Lo, 1) =3 (v, s —(f+ s + Bo— g )

w
4
@

(la matrice A vérifie les relations (12))

32 A={p|peRs ||, i=1,.,k}

Q26 : Peut-on utiliser le théoréme du minimax avec les éléments

U = R", A défini par (32) et L défini par (31)?

Soit p un nombre positif (destiné i tendre vers + o0); on
pose :
Uy={v|veR||v|.<p}

Q27 : Montrer qu’on peut trouver un couple u?, A* tel que :
@, »W)yelU, x A
.(33) L(u?, u) < L(u?, A*) < L(v,\?)
VoelU, , VpeA
Q28 : Quel est le signe de (Bu? — g,\?),.?

Q29 : Démontrer qu’on peut trouver des constantes C, et C, (indépen-
dantes de p) telles que :

Jow?) < G,

G) el <c

Q30 : Démontrer quw’on peut trouver un couple u, A tel que :
(@,2)eR* x A
(35) Lu,p) < L(mw,N) < L(v,N
VoeR™ ,VucA
031 : Démontrer que :

(36) MBu—g)|=Bu—g) i=1 ..k
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Q32 :

033 :

034 :

Q35 :

Q36 :

Q37 :

Démontrer que, si u est solution de (35), alors u est aussi solution
du probléme € c’est-d-dire de (16). Conséguence?

Démontrer que :

(37 J(u) = min max*L(v,p.)= max min L(v,p)
veRs peA peA veRs

Que peut-on dire des problémes «min J(v)» et «min max L(v, p)»?
veRn veR* ueA

On désigne par €* le probléme max min L(v, p)
peA veR®

‘Démontrer que le probléme ®* peut se metire sous la forme :

Tt
«— min [5(0%11,@);:—(@, Wi + Cz]”
neA

.ou encore :

. 1 -
¢ min | 3w, p)e—(F, 0]
reA

au signe prés et & une constante additive prés. On demande
d’expliciter & et F.

i. donner des propriétés de Jb.

ii. peut-on approcher une solution A du probléme &* & Vaide des
méthodes 1 et 2 du n° II.

Soit A™ une suite construite 4 I’aide d’une des méthodes 1 ou 2,

: on définit &™ par :

(38) Aum = f_ BH\® |

i. montrer que u™ existe pour tout m
‘ ! 3 X
ii. comment utiliser u™ dans le calcul de \™*

iil. montrer que la suite u™ converge .vers la solution u du pro-
bléme € quand m tend vers + co.
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Rapport sur la composition d'Analyse numérique

.

L 'épreuve proposée cette année aux candidats comportait |'étude de méthodes numériques pour la résolution
de problémes dits, «d'optimisation convexe », c'est-d-dire pour la construction du point, s'il existe, ob une
fonction réelle convexe atteint sa valeur minimum sur un domaine convexe R™, Ce genre de probléme est des
plus fréquents dans les applications actuelles des mathématiques et donne lieu @ un grand nombre de
«programmes » (linéaires, quadratiques) qui sont de base pour la recherche opérationnelle, en général, et dans
des disciplines trés variées (physique, mécanique, économie, etc...). La premiére impression qui se dégage de
la lecture des copies est que pratiquement aucun candidat n'a la moindre idée'd'une telle utilisation des
mathématiques. Fait trés regrettable, pour de futurs professeurs qui auront & apprendre celles-ci & un plus
grand nombre d'utilisateurs que de «professionnels» qui les étudieraient «en soi», Il en résulte que les
candidats se contentent d'essayer de répondre le plus «scolairement » possible aux questions posées mais
ne font aucun effort pour dominer le sujet dans son ensemble.

C'est dans la partie | «Préliminaires» que les candidats ont eu le plus de difficultés. Celles-ci sont
dues essentiellement & une méconnaissance irés grande de la convexité. La convexité d'une partie U d'un
espace vectoriel n'est pas une propriété d'un couple (x,y) € U X U par rapport & U, mais une propriété du
segment [ x,y ] par rapport & U, c'est-d-dire des éléments de forme \x + (1-Myd 0< AT,

Dans la question Q1 il suffisait de remarquer que (1) est équivalent & : Vveu VAel[0,1]

e~ H2 < e a+ (1M [B pour aboutir & I'équivalence demandée.

La question Q2 a donné lieu a des réponses & peine croyables. !l faut tout d'abord faire remarquer
que 7 % des candidats affirment que P est linéaire (! ) et 10 % disent que (3) signifie que P est contractant(! ).
Nous avons sévérement jugé de telles erreurs.

La démonstration utilisant deux fois (2) a ét& trouvée par moins de 40 % des candidats. Un seul
candidat de I'agrégation masculine a proposé la solution «géométrique» simple qui consiste & projeter
w1 et wy sur la droite joignant les points Pw, et Pw,,.

Dans la question Q3, trés peu de candidats voient qu'on peut prendre pour dla plus petite valeur
propre (forcément , > 0) de la matrice A. A ce propos, comme pour les années précédentes, nous constatons une
grande méconnaissance des propriétés des matrices. Suivant une tendance trop générale; il semble que
seules les propriétés des «opérateurs linéaires » abstraits soient travaillées. On signale qu'en analyse
numérique on est nécessairement obligé de faire interve nir des représentfations matricielles de tels opérateurs
et que I'on est conduit & en utiliser les propriétés numériques les plus importantes.

Les questions Q5, Q7 se traitaient encore en introduisant tous les points du segment [#,v],généra-
lisant le raisonnement de la question Q1. Pour ce qui est de la question Q6, peu de candidats reconnaissent
en Az - f la différentielle (en #) de l'application # — Jo(u) représentable ici par une matrice de type (z, 1),
c'est-d-dire un. vecteur de R™ : c'est qussi le gradient (en identifiant R™ & san dual) en u de cette application..

Dans la partie 11, on abordait la question de la minimisation d'une forme Jg (v) quadratique & matrice
A symétrique définie positive sur une partie convexe et fermée U de R”, U n'étant pas forcément bornée ;
certains candidats ont bien compris qu'il suffisait de montrer qu'on pouvait se ramener au cas ou U est
bornée. Ce raisonnement est d'ailleurs suggéré dans la suite (Q11). Fort peu se sont ramenés & une projec-
tion orthogonale : ce qui est possible en introduisant R (non singuliére) telle que A = R’R (et transformant
U convenablement). L'étude de I'algorithme (14) a é1é assez décevante : c'est encore 1a une preuve du
manque de connaissances sur les propriétés élémentaires des matrices, de leurs normes. Peu de candidats
obtiennent la meilleure valeur pour la borne 7, & cause d'une mauvaise étude de [I1 - oA ||
(I identité, H ” norme matrice relative & la norme euclidienne de R™),

La question Q11 a bien troublé les candidats : tout d'abord, pour prouver que J, (v) est convexe,
il semble que I'on soit allé trés loin' ! Bien peu aussi connaissent la définition corre cte de la stricte
convexité. La partie 3°) du II se rapporte au cas oy J*(,u) est une forme quadratique avec matrice seulement
symétrique non négative, L 'existence d'une solution est encore assurée mais par forcément par I'unicité,
Les candidats ont d'ailleurs trouvé des contre-exemples (trés peu intéressants parfois | ). Suivaient deux
méthodes destinées & construire finalement des approximations de la solution # du probléme P.Les candidats
ayant pu arriver a ce point du probléme (10 %) ne semblent pas avoir éprouvé de grandes difficultés.
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La deuxiéme méthode proposée pour obtenir les inégalités (27) en tenant compte des deux possibilités
de valeur pour o™, n'a été convenablement rédigée que par.un petit nombre de candidats.

La partie |1l n'a pas été abordée par plus de 6 % des candidats, sans doute par manque de temps. |l
s'agissait de montrer aprés quelques rappels d'introduction qu'un probléme de «mini-max» d'un certain type
peut étre résolu en utilisant les méthodes d’optimisation de la partie Il. Aucun des candidats n'a complétement
terminé les questions qui comportaient des calculs un peu longs & cette place, II faut cependant signaler quatre
trés .. borines copies qui ont obtenu des notes voisines du maximum.

Nous ne pouvons que répéter que cette épreuve d'Analyse numérique devrait &tre préparée en faisant,
& propos des programmes d'Analyse classique, porter ses efforts sur les parties les plus constructives, Des
idées générales des programmes utilisés sur les calculatrices modernes ne seraient pas non plus inutiles pour
placer les candidats dans un contexte qui leur paraisse un peu moins déroutant.

Répartition des notes

HOMMES
0 1a5 | 6a10 [11a15 [16a20 21325 26330 |31a35}36a40
Présents 24 84 57 33 15 1 4 2 5
Admissibles 0 6 25 | 24 15 n 4 2 5
Admis 0 2 10 12 1 n | 3 2 5
FEMMES
0 1a5 |6a10 [11a15(16a20 |21a25{ 26330 |31435 |36a40
Présentes 6 45 38 27 22 22 9 9 4
Admissibles 0 i 8 17 17 19 9 9 4
Admises 0 0 4 10 8 10 8 7 4
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