Les parties 1, 11 et III sont indépendantes. A l'exception de la derniére question, la partie IV ne dépend que
de IIl; la derniére question de IV ne dépend en plus que de la derniére question de 1 ou IL.

I

1° Soit a un réel strictement positif; soient m et n deux entiers strictement positifs, tels que no = mn. On pose
x =2cos a et d, = e** si keZ. Montrer que xdy =dy-y + dysy.

2° On note V le vecteur de C" de composantes d, , . . ., d,. Montrer qu'il existe une matrice A = (a;;) d’ordre
n vérifiant :

aa;=ysil<i<n;

b) ayeNsi 1l <i,j<nisj;

¢) AV = 0.

3° Montrer que det A = 0.
4° En déduire qu’il existe un polynéme Q de degré n,

n—1

QX) = X" + .Zo aX',

ou les a; sont des entiers relatifs, tel que Q (2 cosa) = 0.

p—1
5° Montrer qu'il n’existe pas de polyndme S(X) = X? + Y, bX', ou les b, sont des entiers relatifs, tels que
i=0
$(2/3) = 0.
6° En déduire que si B = Arccos (1/3) = 1,230 959..., alors B/ est irrationnel.

n

1° Soit A = {a + biﬁga, beZ} « C. Montrer que A est un sous-anneau de C.

2 Soit I={x(1+ iﬁ)gxeA}; c'est un idéal de A. Montrer que, si x€ A, il existe yel tel que
x—-yel.

3° Montrer que, si xe A, il existe yel tel que x — ye {0,1,2}.

4° Montrer que I'anneau quotient A/I est isomorphe au corps d trois éléments Z/3Z.

§° Montrer qu’il n’existe pas d’entier n # 0 tel que (I + Ziﬁ)” = 3"

6° En déduire que si B = Arccos (1/3) = 1,230 959..., alors B/r~est irrationnel.

m

On sait que R est un espace vectoriel sur le corps Q. Dans ce probléme, un Q-espace est un sous-Q-espace
vectoriel de dimension finie de R.

1° Montrer que V = {a + brtga, beQ} est un Q-espace de dimension2 (on admettra que m est
irrationnel).

On note & I'ensemble des suites finies S = (5,, ...,S,) ot meNetou s, = (l;,x)eR*si 1 <i<m. En
particulier, C’est le cas ou m = 0, la suite vide Sy = () est un élément de &.

On définit la relation R dans 'ensemble & comme suit : deux suites S = (54, ..., 5, 8 = (5}, ..., Sp € FL
vérifient SRS’ si 'une des conditions suivantes est vérifiée :

gm=2n=1S= (U, (,0), 8= +1L,2);

b) m=2n=18= ((I! al)a (l» U-z))’ S =( o + az))§

m=1,n=1 8= (kla), S = (k) pour un keZ;

dm=1,n=1S=((la), S =(( o+ kr)) pour un ke Z;

e m=1,n=0, S =(0,a) ou bien S = ((,0)), et §' = S.



Si V, et V, sont deux Q-espaces, et si S = ((/;, &;), ..., (I, %) € &, on dit que V, et V, enveloppent S si
L, .. lyeVy, 04, ...,0,V,, TeV,.

Si V, et V, sont deux ‘Q-espaces, et si neV,, une Qn-forme p sur V, x V, est une forme Q-bilinéaire
p:V; x V, - Q telle que p(x,y) =0 si y = =.

Si V, et V, sont deux Q-espaces enveloppant S = ((/;, &), - - ., (ln, %), €t si p: V; x V, - @ est une On-
forme, on pose

n(s) = Z‘ pl;, o).

En particulier p(Sy) = 0.

2° Montrer que si S, S’ € & vérifient SRS, si V, et V, enveloppent Set §', etsip: V, x V, — Q est une Qn-
forme, alors u(S) = u(s’).

Si S=(s,...,50, S =(5},...,5,) sont éléments de &, on note

S#S =(515 . s8mrSpy---s50).

On définit la relation R dans I'ensemble & comme suit : deux suites S = (5, ..., 5,), S’ = (5}, ..., )
vérifient SRS’ si 'une des conditions suivantes est vérifiée :

f) m = n et il existe une permutation o de {1, ..., m} telle que s, = Setiy

8 S=T#U,S =T # U, et TRT (noter que U peut étre la suite vide).

Enfin on dit que S, §' € & sont R-équivalentes s’il existe une suite finie Sy, S, , .. ., S, d’éléments de & telle
que S =S,,5, =8, ¢et,si 1 <i<n S_;RS;ou SRS,_,.

3° Soit IeR et xeR tel que a/re Q; montrer que S = ((/, @) et Sy sont R-équivalentes.

4° On suppose que:

@) So, 8y, ..., 8, est une suite d’¢léments de & telle que, si 1 <i < n, S;_;RS; ou S;RS;_;

b) V, et V, sont des Q-espaces enveloppant S,, S,,S,, ...,S,;

) p:V, x V, -+ Q est une Qn-formes

Montrer que p(Sy) = p(S,).

5° En déduire que si S, §' € & sont R-équivalentes, il existe des Q-espaces V, et V, enveloppant S et S’ et tels
que pour toute Qn-forme p:V,; x V, » Q, on ait u(S) = u(S).

6° On suppose que .V, et V, sont deux Q-espaces vérifiant :

a) V, # {0};

b neV,;

¢) il existe BeV, tel que B/n est irrationnel.

Montrer que pour tout /e V, — {0}, il existe une Q@n-forme p:V, x V, - Q telle que u(l, ) # 0.

7° En déduire que si ] est un réel non nul et P un réel tel que B/n est irrationnel, alors les suites S = ((/, B)) et
Sz ne sont pas R-équivalentes.

v -

On considére I'espace R® muni de sa structure euclidienne habituelle; une forme affine est une application
S R® > R telle qu’il existe une forme R-linéaire non nulle ¢ : R* » Ret ae R tels que f(x) = ¢(x) + a pQur tout
x € R>. Si f est une forme affine, on note D(f) = {x e R®tqf(x) = 0}; c’est un « demi-espace fermé ».

Un polyédre A est un compact de R tel qu'il existe des formes affines f,, ..., f, vérifiant:

k
a) A= ‘ﬂ D();
=1

b) 1l existe xe A tel que, si 1 < i<k, fi(x) > 0.

1° Montrer que le cube C = {(a,b,c0)e R*tq0 < @, b, ¢ < 1} est un polyédre.

La suite de Iénoncé utilise la notion de face et d’aréte d’un polyédre; on se contentera des notions intuitives;
par exemple le cube C a six faces et douze arétes : chaque face est un carré de c6té 1, chaque aréte un segment de
longueur 1; en général chaque face d’un polyédre est un polygone plan dont les ctés sont des arétes. Chaque aréte
d’un polyédre a une longueur et un angle diédre; cet angle est I'angle entre les deux faces adjacentes 4 cette aréte;
par exemple chacune des douze atétes du cube C a une longueur égale 4 1 et un angle diédre de n/2. En général un
angle diédre est un élément de ]0, n[.

2° On suppose que D est un tétraédre régulier; autrement dit D est un polyédre ayant quatre faces et six
arétes de méme longueur; chaque face est un triangle équilatéral; on suppose de plus que D est de volume 1.
Calculer la longueur | et I'angle diédre p communs aux six arétes de D.



Si A est un polyédre, on note S(A) un élément de & (voir INI) obtenu comme suit:
S(A) = ((l;, %), « .y (I, &,y)) O (;, ;) sont a longueur et 'angle diédre de la,i*™ aréte de A, si A a m arétes
ordonnées de fagon quelconque.

3° Montrer que S(C) et Sy sont R-équivalentes.

4° Soit f, la forme affine fo(a, b, ¢) = a — 2c. Montrer que S(C N D(fp)) # S(C n D(— fp)) et S(C) sont
R-équivalentes.

5° Plus généralement, soit A un polyédre et f une forme affine tels que A n D(f) et A n D(— f) soient des
polyédres; montrer que S(A) et S(A n D(f)) # S(A n D(— f)) sont R-équivalentes.

On note 2 I'ensemble des suites finies P = (A,, ..., A,) de polyédres; si P = (A, ..., A,) € 2, on note
S(P) = S(A,) # S(A,) # ... # S(A,).

Deux suites P = (A, ..., A,), P = (A}, ..., A}) € 2 vérifient PZP’ si I'une des conditions suivantes est
vérifiée :

a) m=1, n=1, et il existe une isométric A de R? telle que A(A,) = A};

b) m =2, n=1, et il existe une forme affine f telle que A, = A} n D(f), A, = A, nD(-f).

Deux suites P = (A, ..., A,), P = (A}, ..., A)) € # vérifient PZP’ si I'une des conditions suivantes est
vérifiée :

€) m = n et il existe une permutation o de {I, ..., m} telle que A; = A,;
dP=T#UP =T # U (notation analogue a celle définie aprés HI. — 2°), et TZT".
Enfin on dit que P, P’ € 2 sont Z-équivalentes s'il existe une suite finie Py, P,, ..., P, d’éléments de 2 telle

que P=Py, P, =P, et,sil <i<n, P,_,ZP, ou PZP,_,.
6° Montrer que si P, P'e 2 sont Z-équivalentes, alors S(P) et S(P') sont R-équivalentes.

7° Déduire de I. — 6° ou II. — 6°, III. — 7° et IV. — 6° que (C) et (D) ne sont pas Z-équivalentes. Comment
peut-on interpréter géométriquement ce résultat ?




