C.A.P.E.S.

Premiére composition de mathématiques.

Dans tout le probléme, x désigne une variable réelle; k, n et p
des entiers naturels; e désigne la base des logarithmes népériens.
Toutes les fonctions intervenant dans le probléme sont des fonctions
numériques d’une variable réelle. Si une telle fonction f est pourvue
de dérivées successives, les deux premiéres sont notées respectivement
f' et f”, la dérivée d’ordre %k est notée f® lorsque % est au
moins égal & 3. De plus, si, et seulement si, cette derniére dérivée est
continue sur un intervalle [a, b], la fonction f est dite « & fois
continiment dérivable sur [a, b] ». La borne supérieure des nombres
If ®(x)} lorsque =z décrit [a, b] est notée, lorsqu’elle existe,

sup  |f ®(z)|.

x €la, b)

Si n > 1, onnote n! le produit des entiers j telsque 1 < j < n.
Par convention 0! =1.

PREMIERE PARTIE. — On définit la fonction numérique g de la
variable réelle z par les relations
g(0y=1 et g(x) =—r_ pour tout réel z non nul.

, e —1

10 La fonction g est-elle continue au point = = 0, dérivable
en ce point? Le cas échéant, calculer g'(0), dérivée de g au point
z=0.

20 Etudier les variations de g (on pourra étudier la fonction auxi-
liaire 2z définie par z(z) = e* — 1 — ze®).

Faire une construction sommaire de la représentation graphique
(I') de g, dans un repére orthonormé. On étudiera les branches
infinies de (T).

3° a) Démontrer que la fonction % définie, pour tout réel z, par

ha) = g(2) + 5
admet & tout ordre n wun développement limité au voisinage de
. n
=0, dont la partie réguliere a la forme Eakx".
) » k=0

'b) Calculer le développement limité & l'ordre 5 de 2 au voisi-
nage de z = 0. Que peut-on dire des coefficients a;, a; et a;?
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¢) La propriété trouvée ci-dessus est-elle généralisable a tous
les coefficients de la forme ay.,?

4° Démontrer que les coefficients a, vérifient, quel que soit I’entier
n au moins égal 4 2, la relation

On | Oy g o G |4, 1
Mttt e Ta =

Vérifier l'exactitude des valeurs trouvées précédemment pour
a, et ay.

DEUXIEME PARTIE. — Les nombres réels a, sont les coefficients
introduits dans la premiére partie, en 3° et 49,

10 a) Soit f une fonction cing fois dérivable sur [0, 1]. On pose
w(z) = f(2) —f(0) — % [f (@) + [ (0)] + ag2[f "(z) — £ "(0)] + a,A2®,

ou A est une constante réelle.

Prouver qu’on peut choisir la valeur de A de sorte que u(1) = 0.
Cette condition étant réalisée, démontrer, en étudiant les dérivées
successives de u, qu’il existe au moins un réel ¢, appartenant a
Iintervalle 10, 1[, tel que A = f®)(c). '

b) Si la fonction f est quatre fois continiment dérivable sur
[0, 1], démontrer que ’on peut écrire ‘

[ 1) de = 1O + F01— alf' () — /0] — aiR,
ou R est un nombre réel tel que ’
IR < sup |f®(z)].
z€l0, 1]

De méme, n étant un entier quelconque au moins égal & 2, démon-
trer que, si la fonction f est quatre fois contintiment dérivable sur
[0, ], on a

n—1

7@ d = 5170 + ]+ 3 1) —alf ) — F/0)]— na,
0 k=1

avec [S] < sup |f@()]|
z €[0, n)

[on pourra introduire les fonctions qui & tout réel z de P'intervalle
[0, 1] associent respectivement f(z), f(x + 1), ..., f(x+n—1)].
Enfin, n étant toujours supposé au moins égal & 2, démontrer que,




I {I —1,|, obtenu a partir de la formule (2).
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si la fonction f est quatre fois contintiment dérivable sur [a, b],
on a

n—1
W [*fa =”;“[§[f(a> + 7o) +;f<a+ k”;“)]

—a ("0 1o — @ — a2,

avec |IT|'S sup |f®(z)|.
) - z€la, b)

20 On décide d’utiliser la formule (1) pour le calcul numérique

b
" approché de l'intégrale I = f(z) dz. On adopte pour valeur
approchée de I le réel a

n—1 )
L =”;“[%[f(a> + ) +k2_1f<a+kb:“>]

— g (” — “)2 [f'(®) — ()]

n

a) On pose a=0,b=1,n=>5 et f(z)=e"2"
Donner numériquement un majorant aussi petit que possible de
[T —1,|, -obtenu a partir de I'inégalité adjointe a la formule (1).

b) Calculer I, avec une précision de 104, ou, si possible, 10-5,
On indiquera les caractéristiques de la table utilisée : table de loga-
rithmes décimaux, ou table d’exponentielles naturelles, et dans les
deux cas le nombre de déoimales figurant sur la table. Indiquer la
précision de la valeur approchée de I ainsi obtenue.

3° On peut également prendre pour valeur approchée de I le

réel
n—1
I =b;“[§[f(a> 101+ Y f (a+ k”“n““)],
k=1 )

dont le calcul est plus simple que celui de I,. On admettra que I’on a

C—=9° wup |f"(@).

— L] <
2) IT—L| < 12n? zelq, b

a) Avec les mémes hypothéses qu’en 2, a) de la deuxiéme partie
donner numériquement un majorant aussi petit que possible ‘de':

AN




i
|
i
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b) En conservant les hypothéses a =0, b=1 et f(z)= e,
quelle valeur faudrait-il donner a ’entier n dans I'expression de I,
pour étre assuré que le nombre |I —1I,| est au plus égal 4 3.10-5?

Comparer I'intérét des valeurs approchées I, et I,

TROISIEME PARTIE. — Le nombre r étant un entier naturel au
moins égal 4 1, on appelle E, 1'espace vectoriel réel engendré par les
polynoémes qui & la variable réelle x associent respectivement 1,
z, ..., 2" Dans cette partie, par convention, z°=1 pour tout
réel z. A tout polynéme P de E,, on fait correspondre, par I’appli-
cation ¢, le polynéme Q défim1 par

Q@) = Pl + 1) — P(a).

10 Démontrer que ¢ est une application linéaire de E, dans
lui-méme.

Trouver le noyau de ¢ et I'image par ¢ de E,.

20 Soit R un polyndéme nul ou de degré au plus égal & n—1.

Démontrer qu’il existe un, et un seul, polynéme P appartenant
a E,, tel que 'on ait simultanément

1
f P(z) dz = 0.
0

3° On note P, le polynéme répondant a la question précédente
lorsque R(x) = na™1. |

a) Calculer P,(z) et Pyx). Trouver une relation entre P,
(polynéme dérivé de P,) et P,_;. Démontrer que 'on a, pour
toute valeur du réel z,

P,(z) = (— 1)"P,(1 — 2).

b) Calculer les coefficients de z" et a"' dans P, (z). Soit «, ,
le coefficient de 2"* dans P,(x), lorsque & est au moins égal & 2.
Etant donné un tel entier k, démontrer que

n—k)!
B = (“‘n|—) n, &
est indépendant de I'entier n, supposé au moins égal & % . Démontrer
que les nombres B, sont égaux, pour k > 2, aux coeflicients a,
introduits dans la premiére partie. Donner I’expression de P,(z)
en fonction des g.

40 Les notations restent celles de la troisieme partie, 3°.

a) En fonction des coefficients a,, exprimer P,,(0), P, (1),
Por+a(0) et Py iy(1).
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b) f étant une fonction (2rn 4 1) fois contintiment dérivable sur
[0, 1], établir la relation

3) ﬁl f(t) dt = é— [f(0) + f(1)]1— Z ay[f (1) — f@e-1(0)]

k=1

—GT ), (O

pour tout entier r tel que 1 <r < n.

¢) Etudier les variations de Py(z) et Py(x) — P,(0) sur linter-
valle [0, 1].
Prouver, par récurrence sur l'entier n (n > 1), que

Py,-1(z) ne s’annule sur 10, 1[ que pour z =%,
Pou(@) — Py,(0) ne s’annule pas sur 10, 1[.

d) En déduire que, si f est une fonction (27 + 2) fois continii-
ment dérivable sur [0, 1], il existe au moins un réel c, appartenant
a [0, 1], tel que

n

(4) ﬁl f(¢) dt = %[f(o) + f(H] ———kE—l ag[f@-D(1) — fek-1(0)]
— Ao of B +B(c).

(On pourra, & cet effet, introduire les bornes de la fonction continue
@+ sur [0, 1].) .
Comparer ce résultat & ceux qui ont été obtenus dans la deuxiéme
partie, en 1°, b), et indiquer les généralisations et applications pos-
sibles de la formule (4).

Deuxiéme composition de mathématiques.

Dans tout le probléme, E désigne I'espace vectoriel R2 dont les
éléments, appelés vecteurs (ou points selon les cas), sont les couples
(2,y) denombresréels (z € R,y € R). Aubesoin, on notera V= (z, )

> >
un vecteur quelconque et respectivement 0, z, 7 les vecteurs (0, 0),
(1,0),(0, 1).

,Rapp,elons que, par définition, une norme N sur E est une appli-
cation N de E dans R+, ensemble des réels positifs ou nul, satis-
faisant aux trois conditions (), (b), (c) suivantes :

(@) NV) =0 <=V = 0;




