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Corrigé du devoir en temps libre

I Premiéres propriétés

1. °

Soit 7 un temps d’arrét (au sens de la définition donnée par I’énoncé),
et soit n un entier naturel non nul. On a

{r<n}=Up_{r =k}

Par définition d’un temps d’arrét {7 = k} € Fj pour tout k entre 1
et n. Mais comme la suite des tribus (Fj) est croissante, on a pour
tout k entre 1 et n Fj, C F,, et donc {7 = k} € F,,. Comme {7 <n}
s’écrit comme réunion finie d’éléments de F,,, il est dans F,,.

Réciproquement, on peut écrire
{r=n}={r<n}\{r<n—-1}={r<n}n{r<n-1}°

Ainsi, si pour tout entier k > 1, on a {T = k} € Fi, alors {T < n} €
Frnet{r <n—1} € F,_1 C F,. Alors, comme toute tribu est stable
par complémentation et par intersection finie, {7 = n} est dans JF,.

On vient de voir que pour un temps d’arrét 7, on a pour tout n: {7 <
n} € F,. Comme 7 est & valeurs entiéres, '’événement {7 > n + 1}
est le complémentaire de 1’événement {7 < n} et est donc également
dans F,.

2. Soit o et 7 deux temps d’arréts, n un entier naturel non nul

{oV7<n}={max(o,7) <n} ={o <n}n{r <n}

Mais comme o et 7 sont des temps d’arréts, les deux événements du
membre de droite sont dans F,,, donc leur intersection est dans la
tribu F,,. Comme n est quelconque, on peut donc dire que o A 7 est
un temps d’arrét.

{o AT <n}={min(o,7) <n} ={o <n}U{r <n}

Mais comme o et 7 sont des temps d’arréts, les deux événements du
membre de droite sont dans JF,,, donc leur réunion est dans la tribu
Fn. Comme n est quelconque, on peut donc dire que o A 7 est un
temps d’arrét.
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e Supposons maintenant que o < 7. Soit A € F,. Comme o < T,
ona{r<n}nNA=(An{oc <n})n{r <n}. Comme A € Fy,,
AN{oc < n} € F,. Dapres la caractérisation des temps d’arrét,
{r <n} € F,. On en déduit que {r <n}NAeF, Commen est
quelconque, A € F,.

3. Dire que “ X restreinte & {7 = n} est mesurable par rapport & F, “, c’est
dire que la restriction de X & la partie de Q: {7 = n} est une application
mesurable de (92, F,) dans (R, B(R)). Notons X’ la restriction de X &
{7 = n}. Dire que X' est une application mesurable de (£, F,) dans
(R, B(R)), c’est dire que pour tout borélien B de R: X'~(B) € F,. Mais
X'~YB) = X~YB) n{r = n}. Donc dire que “ X restreinte & {7 = n}
est mesurable par rapport a F,,“, c’est dire que pour tout borélien B de
R, {X € B}n{r =n} e F,.

e Supposons donc que pour tout n et pour tout borélien B de R, {X €
B}n{r=n}e F,.
On va montrer que X est F,-mesurable. Pour cela, il suffit de voir
que pour tout borélien B de R, {X € B} € F,. Soit n > 1: d’apres
le raisonnement préliminaire {X € B} N {7 =n} € F,. Comme cela
vaut pour tout n, {X € B} € F, par définition de F,, ce qui acheve
la preuve.

e Réciproquement, supposons que X est F,-mesurable. Soit n > 1 et
B un borélien de R. Comme X est Fr-mesurable {X € B} € F..
Par définition de F, cela implique que {X € B}N{r =n} € F,, ce
qui acheve la preuve.

4. La restriction de X, & {T = n} coincide avec X,, sur I’ensemble {7 = n}.
Soit B un borélien de R: 'image réciproque de B par la restriction de X,
a {r =n} est donc X, 1(B)Nn{r =n} ={X, € B} n{r =n}. Comme
X, est F,-mesurable, {X,, € B} € F,,. Comme 7 est un temps d’arrét
{r =n} € F,. Finalement, X, *(B)N{r = n} est dans F,, ce qui signifie
que la restriction de X, & {7 = n} est F,,-mesurable. D’aprés la question
précédente, cela signifie que X, est F.-mesurable.

5. Soit WU la variable aléatoire définie par
U = B[X|Full, ).
Par définition, ¥ coincide avec E[X|F,] sur 'ensemble {7 = n}. Pour
résoudre la question posée, il suffit donc de montrer que ¥ = E[X|F: ;33

Avant cela, on peut remarquer que I'événement A = {7 = n} est F,-
mesurable: en effet pour k #n, on a AN{r =k} = & € Fy, tandis que
pour k =n, on a AN{r =k} = {7 = k} € F. Ainsi E[X|F l,—,,) =
E[XIl ;—,}|F~], donc il suffit de montrer que

W = E[XIl, |7
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e Montrons d’abord que U est F,-mesurable: D’apres la question 3),
il s’agit de montrer que pour tout k, ¥ restreinte a {7 = k} est
Fr-mesurable. Mais ¥ restreinte a {r = n} vaut E[X|F, ]l —,, qui
est évidemment F,,-mesurable, comme produit de deux variables F,,-
mesurable (conséquences immédiates respectivement de la définition
de lespérance conditionnelle et d’'un temps d’arrét). D’un autre coté,
U restreinte & {7 = k} est, lorsque k # n, la fonction constam-
ment nulle, qui est évidemment Fi-mesurable. Ainsi, ¥ est bien
Fr-mesurable

e U est intégrable, car c’est le produit de E[X|F,] qui est intégrable,
et dell —,,, qui est bornée.

e Reste & montrer que pour tout événement A F,.-mesurable, on a

E[WL] = E[)G]{T=7L}]]A]' Or
E[X]J{T:n}l]:“] = E[X]]{T:n}ﬂA] = E[E[X|fn]]J{T:n}ﬂA]a

ou la derniére égalité provient du fait que {7 = n} N A est F,-
mesurable (car A € F;), ce qui donne finalement

Epﬂ]{f:n}nﬂ] = E[E[len]n{rzn}ﬂA]
— BE[XIF
= E[UL]

6. Soit n >1. On a
{r<n}= kL;Jl {X, € A}.

Pour tout k {X) € A} € F) car (X)r>1 est adaptée; or F| C Fp,, donc
{7 < n} est réunion finie d’éléments de F,, et est donc dans F,, ce qui
prouve que T est un temps d’arrét.

D’autre part la variable aléatoire constante N est un temps d’arrét car
pour tout n {N =n} € {&,Q} C F,, ainsi d’apres la question 2) 7 = o An
est aussi un temps d’arrét.

IT Temps d’arrét optimal pour une suite finie

1. o Evidemment {i > n: X; = S;} C [n,4oc[, donc sa borne inférieure
Tn, dépasse n. D’autre part, par définition Sy = Xy donc N € {i >
n: X, =5;}, dou 7, <N. On a donc bien 7, € Tx.

e Comme S,, = max(X,,E(S,+1|Fn)), on a S, < E(Sp+1|Fn)), donc
(Sn)n>1 est bien une surmartingale, elle est bien supérieure ou égale
a X, toujours car S,, = max(X,,, E(Sp+1|Fn))-
e Comme X, et E(S,,41|Fy) sont Fy,-mesurables (respectivement grace
a ladaptation de (X,,) et la définion de l'espérance conditionnelle),
Sy, est aussi. Ainsi (Sp,)n>1 est une surmartingale adaptée & (F,)1<n<n-
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o Soit (Y,,)1<n<n une surmartingale supérieure ou égale & X,,. Mon-
trons par récurrence décroissante sur n que S, <Y,,. Pour n = N,
c’est acquis car Sy = Xy < Yn. Montrons que 'hypothese au rang
n + 1 entraine I’hypotheése au rang n: on a Y, > E(Y,41|F,) car
(Y,)1<n<n est une surmartingale. D’aprés I’hypothese de récurrence
Yot1 = Spy1, or Uespérance conditionnelle conserve l'ordre, donc
Y, > E(Yot1|Fn) > E(Spt1|Fn). Mais par hypothese Y, > X,

donc finalement Y,, > max(E(S,+1|F,), X»n) = Sn.

2. Par construction, on a pour tout k € {1,...,N}: X < Si. Par suite,
pour tout temps d’arret ¢ € Tny, on a X, < S,. On a alors évidemment

E[Xo|Fn] < E[So|Fa]-

11 suffit donc alors de montrer que E[S,|F,] < Sp,. Mais comme (S),)1<n<n
est une surmartingale, que n et o sont des temps d’arréts bornés (par N),
avec n < o, cette derniere inégalité découle immédiatement du théoreme
de Hunt.

3. Montrons par récurrence décroissante sur n que pour tout entier n €
{1,...,N},on a
E[X-,

Fnl = Sn.

Pour n = N, on a par définition de Sy: Xy = Sy, d’ou par définition
de TN: TN — N. Ainsi E[XTN|-7:N] = E[XN|.7:N] = XN = SN, ou
la pénultieme inégalité provient de I’adaptation de la suite. Supposons

I’hypothese réalisée au rang n + 1 et voyons comment passer de n 4+ 1 un
an: si X, =8,,onar, =n,sinon on a7, = T,y1. Ainsi

X, — X, 1= (Sn - X'rnJrl)]]{Xn:Sn}

Conditionnons cette égalité par rapport a F,: comme S, et X, sont F,-
mesurables, on a

EX, | Fn] = E[Xr, 1] Fn] = (S0 — E[Xr, 1| Folllix, =as.,}
Maintenant, en utilisant I’hypothese de récurrence, on a
BlX7, +11Fn] = E[EXy, 1| Fnia]|Fn] = E[Sn| Fn] = Sn
d’ou
E[X+,|Fn] = Sn = (Sn — Sl x,=s5,} =0,

ce qui donne ’hypothese au rang n.

Posons alors 7* = 71. D’apres la question 1) 7% est bien dans T. D’apres
la premiére partie de la présente question, on a E[X, «|F1] = S1, d’ou
E[X,- = ES;. Soit maintenant 7 € Ty = T D’apreés la question 2), on
a E[X;|Fo] < 51, dott EX,; < ES;. Ceci montre bien que 7* réalise bien
le maximum des E(X) lorsque 7 décrit T .
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III Inégalité du propheéte par seuillage
1. Soit i entre 1 et N: on a X —m < (X —m)™ < N (X, —m)*, soit
X <m+ Z?;(Xi —m)T On en déduit que

N
Xy= sup X <m+ Z(X’ -m)T,
1<k<N =
d’ol1 en prenant I’espérance:
EXy <m+ 0.

2. Remarquons que si X < ¢, alors {n < N : X,, > ¢} # @ et donc il
existe un plus petit entier n entre 1 et N tel que X,, > c et cet entier
est o(c): on a alors X,() > c. Inversement, si X, < ¢, c’est donc que
o(c) ¢ {n < N : X, > c}, ce qui implique que {n < N : X,, > c} # &, et
donc que X > c. Ainsi on a
{XU(C)} >c= {X;; > C}.
Alors
IE—F*chf(rn) = EXa(m)]]{X(,(C)}>c} = EXU(m)]]{X]*\,>c} = IE:()(a'(m)_777J)]-‘I~[X1"\,>m}"’_{rnIm-’l{X]"\,>7n}

Mais lorsque X3 > m, alors on a

N
Xo(m) —m = Z(Xi = m) Wy (m)y>i-1}
i=1

En effet pour i < o(m), on a X; —m < 0, donc (X; —m)" = 0 tandis
que pour i > o(m), on all,(m)>;—13 = 0. Ne reste donc dans la somme
que le terme pour i = o(m), et dans ce cas (X; — m)My(m)>io1) =
(Xo(m) —m) x 1. Dans les cas X3, > m , on a donc

N
(Xa(m) - m)]lX]’(]>m = Z(Xl - m)m{a(m)>i71}

i=1
L’identité demeure valable lorsque X3 < m: le méme raisonnement que
précédemment montre alors que les deux termes sont nuls. On obtient
donc

N
E(Xo(m) — mllxy >m = ZE(Xi —m) Mo (my>i-1},

i=1
d’ou finalement
E+Xa(m) = mE]{X;,>m} + E(Xo(m) - m)]]{X;,>m}
N
= mP(Xy >m)+ ZE(Xi —m) Mo (my>i—1}
i=1

N
= mp+ ZE(Xi —m) Mo (my>i-13-
i=1
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1l s’agit maintenant de minorer Ef\il E(X; —m) o (m)>i—1}. Pour tout i
entre 1 et NV, I’événement {o(m) > i — 1} est o(X1,..., X;_1)-mesurable
et est donc indépendant de X;: on a donc

Xi—m +J]{a )>i—1} = m)ﬂl[g(m)>l 1}
= E(X —m)TP(o(m) >i—1)
E(X; —m)tP(o(m) > N —1).

Y

Mais, comme on l'a vu précédemment (X% < m) = (6(m) = N), donc
E(Xz - m)ﬂl{a(m)>i—1} > E(Xz - m)+P(XN < m) - (1 7p)]E(X1 - m)Jr,

d’ou en sommant sur 7 de 1 & N:

N N
DB =) o myiny 2 3 (1= DB —m)* = (1= )8,
i=1 =1

ce qui donne I'inégalité voulue.

De la méme maniere, on montre pour tout c:
{Xr) 2 e} ={Xy =}
Alors

E'Xrm) = EXroullix, o }>e)
= EXrmfllixg>m)
= E(Xr@m) = mllixg >my + mBllixy >my
= E(Xr@m) —mllixg>my +m(1 - q)

Alors, on montre

N

(Xr(m) — Ml xs >my = Z(Xz —m) L () >i-1,

i=1

puis

s

E(Xrm) —mllixy>m)y = E(X; — m) ML (;m)>i—1

’L;l

= ZE( i ) E—L(m)>z 1
=1
N

> (ZE(Xz‘—m) JHL (1) N -1

(AVARY
)
)
b
=%
A\
g

Il
@
)
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3. Comme les variables aléatoires (X) sont a valeurs positives, X, et
Xo(m) le sont aussi, d’ott

E" Xo(m) = EXomllix, o >m) < EXo(m)

et
E* X7 (m) = EXr(mllix, 1y 2m) < EXo(m)-

e Supposons § > m. En combinant les inégalités des questions 1 et 2,
on a

2B X, (i) —EXY > 2(mp+B(1-p)) — (m+5) = (1-2p)(B-—m) >0,

soit EX;, < 2]E+Xg(m).

e Supposons 3 < m. En combinant les inégalités des questions 1 et 2,
on a

2E+XT(77L) *]EX;/ > m(liq)‘i’ﬂq* (m+ﬂ) - (1 72Q)(m*ﬁ) > Oa
soit EX3 < 2B X, ().

4. Grace a la question précédente, on a quelle que soit la position relative de
G et m:
EX;, < Qmax(IEXU(,,L),EXT(m)).

Les deux inégalités demandées résultent alors des inclusions {o, 7} C T% C
Tn.

5. Considérons la suite de variables aléatoires indépendantes (Xx)peq1,....n}
avec X7 =1, Xy = My, avec P(A,,) =1/M et X;, =0 pour k£ > 3. On
a pour tout N > 2: X% = max(1l,X5). X% vaut donc max(1, M) avec
probabilité 1/M , 1 avec probabilité 1 — 1/M. D’ou
1 max(1, M)

EXH=1— — 4 — 2/
N T M

Pour M > 1, on a donc EX} =2 — ﬁ

Construisons par récurrence descendante la suite .S, définie dans la partie
II: pourk € {3,...,N},onaS; =0, tandis que Sy = max(Xa, E(S5]|F2) =
max(X2,0) = Xo, et 51 = max(X;1,E(S2|F1) = max(X;,E(Xa|F) =
max(X7,EXs) = max(1,1) = 1. Ainsi, d’apres le résultat de la partie II,
on a sup{EX ;7€ Ty} =1, d’ou

EX% 1
—2- .
sup{EX ;7 € Tn} M

M pouvant étre pris aussi grand que I'on veut, on voit donc que 2 ne peut
étre remplacé par une constante plus petite dans 'inégalité (2).
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6.

(a) Posons My = sup;<;<y X . Cette borne supérieure est en fait un

maximum; comme les X; prennent leurs valeurs dans {0,1,a}, My
aussi. On a

EMN = aP(MN:a)—l—lP(MN:l)
= a(P(MN<1)—P(MN<a))+1—P(MN<1)

On a

P(M, <1) = P {x™ <1})

= [P <)
1=1

b\n
)

On utilise ici I'indépendance des X;. De méme

PM, <a) = (ﬂ" 1{X ) < a})

H P(Xx™) < a)

=1

b+c
= 1—
(-5
Finalement,
B b N b+c.n b N
EMy = a((1 N) (1 N Y)Y+ 1—(1 N)

Comme pour tout x réel, on a limy_, oo (1—2/N)™ = e~ on obtient
limy—yoo EMy =ale™® —e +)) 41 — =0

Pour i € {1,..., N — 1}, en utilisant I'indépendance, on a
P(r(a) =i, X0 = a) = P(r(a) = i, X" = a)(1 — b/N)' ' =
tandis que
N . (N i1 b
P(r(a) = i, X)) = 1) = P(r(a) =i, X;") = 1)(1 = b/N)"" T,

On en déduit que

n (N) (N)
E[Xij(\;))\r(a)<N] _ Y0P (r(a) =1, X0 ) = a) + P(r(a) =4, Xy = 1)
iy P(r(a) =i, X' = a) + P(r(a) =i, X0 = 1)
_axc/N+1xb/N
B ¢/N +b/N
_ac+b
 c+b’
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De méme E[X ') |7(a) < N] = 9522, Ainsi

Ny _ ac+bd ac+b _
EXT(Q) = c+bP(T(a)<N)+ P(r(a) = N)
ac+b ac+b
= 1-P =N P =N
C 20— Plr() = M) + P () = N)
Mais
. N b+c n_ 1 b+e
P(r(a)=N)=P(Vi< N: X" =0)=(1- ) 1:(1—”%6)“1(1_ v

tend vers e~ (*19) lorsque N tend vers +o0, d’olt

lim Ex(Y) — %t

- _ o~ (o)
N—+o0 7(a) c+b (1 c )

L’autre identité est plus simple: il suffit de remarquer que

N
Ly<n < Xi(l)) SIhyen Fh@)=mMixy 5o <Ih1)<n +Hllxy o,

d’ou
b+c
N )

(V)

P(r(1) < N) <EX(})

< P(r(l) < N)+
ce qui entraine

: (N) _ s s 1 N-1_q1__,-b
NLHEOOEXT(U = NEIEOOP(T(l) < N)= NLHEOOI (1-b/N) 1—e™".

= (o) . .
Posons f(z) = % f est une fonction affine strictement

. 1—e~(b+e) -
croissante, avec f(0) = % <1—e 9 car

(bt
w1 eTTDb

! l—e? 1—e o
b+ec - b bitec

1 ) >0,

1—e™”

car la fonction x — est décroissante sur R (c’est une conséquence

de la convexité de la fonction exponentielle.) et f(1) = 1 — =+,
Posons a* = f~Y{(W (1)) = (bto)d—e")-be"(1-e"") (opme f(1) =

c(1—e—(b+e))
1—e ) > 1 —e® = W(1) > f(0),ona0 < a* < 1. Par
construction, on a W(a*) = W(1).

Il s’agit de calculer sup{EXiN) :7 € T%}. Comme les XZ»(N) sont &
valeurs dans {0, a, 1}, il est facile de voir que

e 7(0) =1.

Pour ¢ €]0,a], on a 7(c) = 7(
Pour ¢ €la, 1], on a 7(c) = 7(1).
Pour ¢ €]1, +o0[, on a 7(c) = N.
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e Pour c € [0,a
e Pour c€ [a,1
e Pour ¢ € [1,+00[, on a o(c) = N.

Ainsi
sup{EXY) : 7 € T3} = max(EY, E{Y, B D)),
I1 est aisé de voir que E%v) = ]EEN) = 2¢tb On a donc
EMN o IEJV[N
N) (V) o(N) (V) ac N) (V)

max(EQY, BN EG) ER)) max(egtt, BGD B
D’ou

5 EMy 1—el4ale? —e bt

im =

N—+oo sup{IEXiN) cTeTy} max (W (1), W(a))

Dans ce qui suit, on va choisir a = a*: on a alors W (1) = W(a) =
1—ebet

1—eb + a(e*b _ e*(bJrc)) B 1—eb + a*(e*b _ 67(b+c)) - 1+a*(e’b _ e*(bJrc))

max(W (1), W(a)) 1—eb 1—e?
Notons pour b, ¢ positifs
*(6711 _ ef(bJrc))

1—eb

R(bc) =142

Un simple développement limité permet de montrer que

b
lim R(bz,cx) =1+ .
x—0 b +c
Soit € > 0. On peut trouver un entier n tel que 1+ 25 > 2 —e.
Comme lim,_,g R(nz,z) = 1+ %5, on peut trouver z €10, ﬁ[, avec

R(nwz,z) > 2—e. Enprenant b = nx,c =zeta = ("H)(l_e;_?:_);ﬁel;m(1_671'),

on obtient une suite de variable aléatoires indépendantes identique-
ment distribuées telles que, pour N suffisamment grand, on ait

EMy
sup{EXﬁN) cTeTy}

> 2 —,

ce qui montre que la constante 2 est optimale, méme au sein de la
classe des suites de variable aléatoires indépendantes identiquement
distribuées.
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