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Le but est d’étudier divers aspects de I’espérance d’une suite (X,,),>1 arrétée
par des temps d’arréts optimaux, c’est a dire maximisant 1’espérance de la suite
arrétée sur la base de I'information dont on dispose quand on prend la décision
et “inégalités du prophete” comparant ’espérance de gain optimal obtenue par
un joueur qui s’arréte a 'instant n sur la base des observations antérieures a n
et 'espérance de gain du prophéte qui, connaissant toutes les observations (y
compris celles du futur) s’arréte au maximum de la suite des observations.

Notations
On rappelle que par convention inf @ = 4+00. Dans tout le probleme, P désigne
une probabilité définie sur un espace mesurable (w, F) muni d’une filtration
(Fn)n>1. Une suite de variables aléatoires (X,,),>1 est dite adaptée si pour
tout n, X,, est F,-mesurable.

On note N* Pensemble des nombres entiers n > 1 et N* = N* U {+o0}.

On appelle temps d’arrét toute application 7 :  — N* telle que pour tout
entier n > 1, {r = n} € F,. On note T l'ensemble des temps d’arrét bornés.
Pour tout temps d’arrét 7, on note

Fr={AeF:¥n>1,An{r=n} € F,}.

Si (Xp)n>1 est une suite adaptée et 7 un temps d’arrét, on note X, la
variable aléatoire définie par

+oo
X, = Zl Xn]-]{'r:n}v

c’est a dire que pour n > 1, X, vaut n sur Uensemble {7 = n} et 0 sur 'ensemble
{T = 4o0}.

Si a et b sont des nombres réels, on note a V b le maximum de a et de b et
a A b le minimum de a et de b. On note également a™ = a Vv 0.
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On rappelle enfin qu’une suite adaptée (X,),>1 est une surmartingale si
pour tout entier n > 1,
E[X,+1|Fn] < X

I Premiéres propriétés

1. Montrer que 7 est un temps d’arrét si et seulement si pour tout entier
n > 1, {r <n} € F, et qu’alors pour tout entier n > 1 {r > n+1} € F,.

2. Montrer que si ¢ et 7 sont des temps d’arréts, alors o V 7 et ¢ A 7 sont
des temps d’arréts et que si ¢ < 7, alors F, C F..

3. Montrer que si 7 est un temps d’arrét et si X est une variable aléatoire,
X est mesurable par rapport a la tribu F, si et seulement si pour tout
entier n > 1, X restreinte & {7 = n} est mesurable par rapport & F,.

4. Soit (X,)n>1 une suite adaptée de variables aléatoires et 7 un temps
d’arrét. Montrer que X, est mesurable par rapport a F..

5. Montrer que si 7 est un temps d’arrét et si X est une variable aléatoire
intégrable, E[X|F;| = E[X|F,] sur I'ensemble {7 = n}.

6. Soit (X,)n,>1 une suite adaptée de variables aléatoires, A un ensemble
borélien de R et o : 8 — N* Iapplication définie par o(w) = inf{n > 1:
X, (w) € A}. Montrer que pour tout entier N > 1, 7 et 7 = 0 A N sont
des temps d’arrét.

II Temps d’arrét optimal pour une suite finie

On fixe un entier N, une suite adaptée (X,,)1<n<n de variables aléatoires
intégrables et on cherche a maximiser EX, pour 7 € T, 7 < N. Pour tout entier
n € {1,...,n}, on note T} 'ensemble des temps d’arréts 7 tels quen < 7 < N et
Tn = Tj. On définit par récurrence décroissante la suite de variables aléatoires

(Sn)lgngN en posant
Sy = Xy puis pour tout n € {N —1,...,1}, S, = max(X,,E[S,+1|F.]).
Pour tout n € {1,..., N}, on note
Tn =inf{i >n: X; =5}

1. Montrer que 7, € TR et que (Sp)1<n<n est la plus petite surmartingale
supérieure ou égale a (X, )1<n<n-

2. Montrer que tout n € {1,...,N — 1} et que pour tout temps d’arrét
o €Tk, EX,|Fn] < Sp.
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3. Montrer par récurrence décroissante sur n que pour tout entiern € {1,..., N},
on a
E[X. |Fp] = Sn.

En déduire un temps d’arrét optimal dans T, c’est a dire un élément 7*
de T tel que EX,« =sup{EX, : 7€ Tn}.

III Inégalité du propheéte par seuillage

Dans cette partie on suppose que les variables aléatoires (X,,)1<n<n sont
positives, intégrables et indépendantes. Soit

Xy = sup X,.
1<n<N

On note m une médiane de X3, c’est & dire un nombre réel défini par les
inégalités

1
P(Xj(,<m):q§§etP(Xj§,>m):p§

N | =

Pour toute constante ¢ > 0, on note
T(c)=inf{n < N:X, >c}AN,o(c) =inf{n <N : X, >c} AN,

E* X (o) = E(Xr(elix, 2e1)s  E"Xo(e) = E(Xo(oflix, () >c})-

Soit T I'ensemble des temps d’arrét de la forme 7(c) et o(c) pour les constantes
¢>0. On note enfin 3 = SN E(X; —m)*.

1. Montrer que EX3 < m + f.

2. Montrer que

N
E* Xy (m) = mp + ZE(Xi = m) My (my>i—1} = mp+ B(1 — p)
i=1

et que

E+XT(rn) > m(l - Q) + ﬂq

3. En déduire que si 8 > m, EX{ < 2B X, () < 2EX,(,,) et que si § < m,
EXYN <2ET X, () < 2EX (1.

4. En déduire les inégalités du prophete:

EXy < 2sup{EX,:7eT3} (1)
2sup{EX, : 7 € Tn} (2)

A
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5. Montrer que dans 'inégalité (2) la constante 2 est optimale. (On pourra
considérer la suite de variables aléatoires indépendantes (Xi)req1,....n}
avec X1 = 1, Xo = Mlly,, avec P(Ap) = 1/M et X), = 0 pour k > 3.)
On admettra que cette constante 2 cesse d’étre optimale si on demande
en outre que les variables aléatoires (X, )1<n<n soient de méme loi.

6. Dans cette question, on suppose que pour chaque entier N > 2, les
variables aléatoires (XnN))lgng ~ sont indépendantes de méme loi: étant
donnés des réels a €]0,1[, b > 0, ¢ > 0 tels que b+ ¢ < N, on suppose que

b
=

C

PX(M =0) =1 - 25 PN —a) = = P(XY = 1) =

N
(a) Montrer que

E= lim E( sup Xi(N)) =a(e? —e ) 11—t
N—+o00 1<i<N )

(b) Montrer que

et

(c) Montrer que si a* = (Hc)(1;(81::);(%?::)(176_6), ona W(l) =W(a*) et
0<a*<1.

(d) Dans le cas a = a*, déterminer

Esup(X,)1<n<n
N TE Tﬁ,}

lim (
N=+oo gup{EX7

En déduire que la constante 2 ne peut pas étre améliorée dans I'inégalité (1),
méme lorsqu’on impose en outre aux variables aléatoires d’avoir la
méme loi.
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