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E[Y,|Fn-1] = E[X,|Fn-1]—E[X,—1]|Fn—-1]. Comme (X,,),,>1 est une mar-
tingale, E[X,,|F,_1] = X,,—1, et d’autre part X,,_; est F,_j-mesurable,

donc E[X,,_1|Fpn-1] = Xn—1, ce qui donne finalement E[Y,,|F,,—1] = E[X,,|Fp—1]—
E[X,_1|F1] = 0.

On a
{ry <n} ={sp, >t}

Or s, = > p_, 0%: pour tout k o = E[Y}?|Fj_1 est Fj,_1 mesurable. Mais
la suite des tribus (F) est croissante, donc pour tout k € {1,...,n}, o
est F,,_1 mesurable. Finalement la somme s,, est F,,_1 mesurable, ce qui
montre que {v; < n} = {s, >t} € F_1.

De plus v; est presque stirement fini, car hypothese P(s,, — +00) = 1
implique qu’il existe presque sirement un entier s,, tel que s, > t.

(a) Si vy # k ou o = 0, 'inégalité est évidente. Si vy = k, celd signifie
que s > t et que sp_1 < t. La deuxieme inégalité implique que
e(k,t) est bien défini et est (strictement) positif. Ensuite on a s =
Sk—1 + U,% >t,dout— s < 0,% et finalement e(k,t) < 1.

(b) On peut réécrire

t— sp—
E(k7t) :]]{ut>k:} +]J{l/t:k} —

2
O}

Comme v; est un (Fp—1),>1 temps d’arrét, les événements {v, >
k} et {vr = k} sont Fj_j-mesurables. D’autre part, la variable

aléatoire 4, -0} 4/ t‘jﬁ* est mesurable par rapport a la tribu en-
k

gendrée par 01,09, ...,0k. Mais toutes ces variables aléatoires sont
Fi—1-mesurables, donc finalement e(k,t) est Fi_i-mesurable.

On a donc

E[Z}|Fr-1] = Ele(k, t)Yy|Fr—1] = e(k, t)E[Yy|Fr_1] = e(k, t).0 = 0.
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(c) Zf = e(k,t)Y;. A la question précédente, on a montré que e(k,t)
est Fjp_i-mesurable: a fortiori, il est donc Fi-mesurable. Comme
Y, est la différence d’une variable Fj-mesurable et d’une variable
Fir—1-mesurable (et donc Fi-mesurable), elle est Fj-mesurable. Fi-
nalement Z; est Fj-mesurable pour tout k& > 1, ce qui montre bien
que le processus (Z})r>o est (Fi)r>0-adapté.

(a) On a
7 = El(Z})?| Fu-1] = Ele(k, t)° Y| Fr-1].

Mais e(k, t) est Fj_1-mesurable, donc £(k,t)? aussi et donc
Be(k, t)2Y2|Fo1] = e(k, t)*BY2 | Fr1] = e(k, )03

(b) Ona Z} = e(k,t)Y. Comme |e(k,t)] < 1,onadonc|Zf| <|V;| < K,
ce qui entraine (Z})? < K2, d'on 1; = (E[(Z})?|Fe_1])'/? < K.
Ainsi, on a |Z]| < K et 0 < 73,4 < K, ce qui entraine évidemment
|Zitc‘3 < K(Z};)Q et Tlit < KT/?,t'

(¢) Soit t > 0.

+oo +oo
D in = Y elkt)’o}
k=1 k=1
ve—1 “+o0
- e(k,t)’op + (v, )0l + Y elk,t)’0}
k=1 k=vi+1
vi—1 —+o00
= 1.0,%+8(Vt,t)203t+ Z 0.0%
k=1 k=v;+1

= s,,-1+ e, t)zazt

Spp—1+ (t = Sp,-1)

t.
(d) On a
+oo +oo n
2 2 2
Z Tkt = ZTk,t - ZTk,tv

donc d’apres la question précédente

n

+oo
E 2 2
Tk},t =t — Tk‘,t'
k=n+1 k=1

Mais par définition de I’espérance conditionnelle, 73, ; est Fj_1-mesurable,

donc pour tout k entre 1 et n T,f_t est Fr_1-mesurable, et donc F,,_1-

mesurable, ce qui entraine que 3% | 72, =t -3}, 72, est Fp_1-
mesurable.
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5. Pour tout n € N, on pose

“+oo
TE=>"Zi+ > il (1)

k<n k=n+1

(a) Pour k > v, e(k,t) = 0 donc 73, = 0, ce qui fait que presque srement
les termes de la somme sont nuls a partir d'un certain rang.

(b) On a

+o00o p
Tg = E TkﬂgNk = hm E TkﬂgNk
p——+oo
k=1 k=1
Donc
sTE p
eVt = lim exp(i— E Tt Nk
p——+00 \/Zkil

Comme |exp(i% S T Ng)| < 1 pour tout p, le théoreme de
convergence dominée s’applique, et on a

Vit = —
Ele'V |Foc] = lim Efexp(i ﬁkZ:lmeﬂfooJ
82 P 2
- pginooe)(p(i?;ﬂc’t)
2 to0
—S
= eXP(T Tit)
k=1
2

En réintégrant, on a

i i5T6 5
Ele' Vi | = EE[e" Vvt | Foo| = exp(—s7),

. T A . S .
ce qui montre que i & meéme fonction caractéristique que la loi
N(0,1): comme la fonction caractéristique caractérise la loi, on a

Tt
donc 7(’tN(O, 1).
6. On a pour tout N > 1

t t t t
L sTEy ST sTF . sT,

N
Ee' Vi —Ee' Vi = E Ee' Vi —Ee' ™ V7
n=1
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On en déduit

5T N L sTE sT)

|Ee’ T — Ee' f\ < Z|Eelﬂ —Ee' vE |
sTf ,ST:I,

< Z|Ee Vi —Re' VT |

En prenant N = 14, on obtient alors I'inégalité

T¢ +oo Tt
171
|Ee’ W—Ee f|<Z|]Eeﬁ—IEe Vi .
n=1

(a) Comme le processus (Z})k>1 est (Fi)r>1-adapté, 22;11 Z} est Fr_1-
mesurable, ce qui implique que o, est F,,_1-mesurable. Comme
Frn-1 C Foo C Gn, ¢ est G-mesurable.

D’autre part
e Z! est mesurable par rapport & F,, C Foo C Gp.
® 7,+ est mesurable par rapport a F,_1 C Fx C Gy,
e N, est mesurable par rapport & o(N,,) C G,.
Ces trois éléments entrainent que [, ; est G,-mesurable.
Ainsi

t
STTtL . “T,L 1

E[eiT — |gn] = E[O‘n,tﬂn,t’}/n,“gn} = anytﬂn,tE[’Yn,dgn]‘

Comme

p
Yoe = lim eXp(\[ kZ Trt Ni),

on a, toujours grace au théoréme de convergence dominée (avec dom-
ination par 1):

1S
]E[’)/n,t|gn] = pErJPoo]Eexp(\[ Z Tk,tNk|gn)
. 52 D 2
B pETweXp(— 2t k:;+1 Tk’t)
52t

_ s 2
exp (=55 20 i)

On a donc bien

lsT’tL _sT},@_l 52 +oo )
Ele' Ve —e'" Vi |Gn] = antfntexp(— 5 Z Tit)-
k=n-+1
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(b) En réintégrant cette derniére égalité, on obtient

.sT,t ,STt_ 2 +oo
i n i n—1 S )
E[e Vi —e Vit } = Ean)tﬁmt eXp(—% Z Tlmt)'
k=n+1

Le deuxiéeme membre peut s’évaluer en désintégrant par rapport a
fn_ll

52 +oo 2 too
S
E[an tﬂntexp(_?t E Tlg,t)u:nfl] = OénteXp(—Q*t E Tlg,t)]E[ﬁn,tu:n*l]
k=n-+1 k=n-+1

En effet o, ; et exp(—5; Zk ot T, Z ) sont mesurables par rapport &
la tribu JF,,_1: pour la premiere, on a montré cela au 7)a) et pour la
deuxieme celé découle de la question 4d. Comme 0 < alpha, ; <1

et exp(—3; Zk i1 o) < 1, on a donc

2 f>
s
[Efom,ifneexp(—or > 7o) Fail < BBl Fall,
k=n-+1
d’ou
$2 R
|Ean,tﬁn,teXp(_% Z Tlg,t)|§E‘E[ﬁn,t|fn—l]|v
k=n-+1
soit

t 7t

)| < EIE[Bn | Pl
(c) Posons ¥(z) = €™ — (1+ iz — 32?). On a

E(e'V —e

18 18
U(—2ZL) — (1 + —=Tps
Vi Vi
= G ) - (2 - N 2 - w
D’apreés 3b), on a E[Z! | F,—1] = 0. On a également E[r,, ;N,,|F—1] =
Tn tE[Np | Fr1] = T tE[N,] = 75,:.0 = 0. E[(Zt)2|.7-'n 1] = T,?t et
E[Tﬁ’t]\/ﬂfn,ﬂ = TﬁytE[N | Frn1] = 72 IE[NQ] =751 = Tﬁt 11

s’ensuit que

Il
—_
+

|
2N
N
o
+

ﬁn,t

=z - (s

E[ﬁn,tu_—nfl} = E[\Il( %Tn,th”fnfly
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Donc
W
Zy)| + \\If(ﬁ

Tn,th)‘

E[E[Bn, ¢ Frn—1l| EIE[ (-2 2) — W

\[ g
it |
Ew( Jme |@<%
< E |t3|/2(\zt|3+|mN )

6t3/2

Tn7th)|]:n71]|

IN

H\I/( Tt Nn N Fn-1]l

IA

< (E\Zt|3 + E|70 ¢ N [?)

(d) En utilisant la question 4b), on a
E|Z}]? + E| 70 Ny > < K(B(ZL)? + Er2 [N, |?)

Mais comme 772, = E[(Z})?|Fn_1], on a Er7 , = E[(Z})?. D’autre
part, comme [V, est indépendante de F, elle I'est de 7, ., donc
E77 | Np|? = E72 E|N,|* = E7;2 ,E|[No|?, ott la derniere égalité provient
du fait que les V,, ont toutes méme loi. Finalement,

E|Z)|? + E|7n:Na|* < K(1 4 E|[No|*)E7y .

En combinant avec b) et ¢), cela donne
ST\f}Z_1| - ‘8‘3
— 6t3/2

,STTtL .
|Ee' Vi — Ee' K(1+ E|No|*)Er?

8. En combinant 6) et 7c), on obtient

sTE, 3 too
|Ee' Vi —Ee' f|< 5 SK(1+E[No[*) Y Er2,

ni

6t3/2

Mais d’apres le théoreme de convergence monotone, on a
—+oo +oo
Erl,=E) 77,=Et
n,t — n,t — ’
ni ni

ou l'on a utilisé la question 4c). Finalement

zﬂ 82 1& iﬁ
|Ee" Ve fexp(75)| = |Ee"v& —Ee vt |
B 3
= 6t1/2K(1+E|N0‘ )5
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10.

qui tend vers 0 lorsque t tend vers +oo. Ainsi la fonction caractéristique
Tt 52 . .
de & converge ponctuellement vers s — exp(—%) qui est la fonction

caractéristique de A/(0,1). D’apres le théoréme de Levy, cela entraine que

T,,
Vit

= N(0,1).

+oo
T! =" Zi+ Y mralNi

k<vy k=v;+1

On a déja vu que 7, = 0 pour £ > 4. D’ou

L, = 2%

k<uvq

= Z €(kﬂ t)Yk
k<v:

= Z e(k, )Yy + E(Vtvt)ym
k<vy

= > Vite(w ),
k<vq

= Z Yi =Y., + (v, 1)Y,,
k<uvy

= Z (Xp = Xp—1) = Y, +e(vi, 1)V,
k<uvq

= X, —(1—¢e(w,t)Y,,.
Soit donc T, + (1 — e(w,1))Y,, = X,,.

D’apres le théoreme de Levy, il suffit de montrer que pour tout s réel
2

Eexp(is)f/”f) tend vers exp(—% ). Mais d’apres la question précédente,

Eexp(is%) tend vers exp(fg). Il suffit donc de prouver que pour tout

s réel

V¢

Vit

T,
— Eexp(is—*)

Vit

Eexp(is

tend vers 0. Mais

Montrer que

P

 — N(0,1).

v . Xl/ . Ty
—Eexp(is—) = E(exp(is—= — exp(is—=*))

G Vit

= Eexp(isn)(exp(isw\/"gt)m
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D’ou
(1 —e(m,1))Ys,
Vi

v

Vit

T, .
Eexp(is—=)| < E|exp(is

i ) -1

|E exp(is

Ce dernier majorant tend vers 0 d’apres le théoreme de convergence dominée.

%) —1| <2et \exp(is%) — 1] tend
1t))YVt ‘ < K

presque siirement vers 0 car |%
NG = WVt

En effet |exp(is

FIN



