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Pourquoi le presque siir

Méme quand l'espace d'états est raisonnable, il existe des
événements non vides de probabilité nulle, et donc des ensembles
différents de Q de probabilité 1.
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Pourquoi le presque siir

Méme quand l'espace d'états est raisonnable, il existe des
événements non vides de probabilité nulle, et donc des ensembles

différents de Q de probabilité 1.
On a vu en DM un ensemble infini non dénombrable inclus dans

[0, 1], I'ensemble de Cantor tel que si U ~ U([0, 1]),
P(U € K) =0.
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Pourquoi le presque siir

Méme quand l'espace d'états est raisonnable, il existe des
événements non vides de probabilité nulle, et donc des ensembles
différents de Q de probabilité 1.

On a vu en DM un ensemble infini non dénombrable inclus dans
[0, 1], I'ensemble de Cantor tel que si U ~ U([0, 1]),

P(U € K) = 0. En revanche P(U € R\Q) = 1.

Dans le DM, on avait vu aussi que la probabilité que la suite des
chiffres du développement de U en base 10 contiennent un

< 1 »valait 1.
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Pourquoi le presque siir

Méme quand l'espace d'états est raisonnable, il existe des
événements non vides de probabilité nulle, et donc des ensembles
différents de Q de probabilité 1.

On a vu en DM un ensemble infini non dénombrable inclus dans
[0, 1], I'ensemble de Cantor tel que si U ~ U([0, 1]),

P(U € K) = 0. En revanche P(U € R\Q) = 1.

Dans le DM, on avait vu aussi que la probabilité que la suite des
chiffres du développement de U en base 10 contiennent un

< 1 »valait 1. Pourtant la possibilité de ne pas avoir de 1 n’est pas
quelque chose d'extravagant. Par exemple % n'a aucun 1 dans son
développement décimal

g = 0,2222222. ..
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Convergence presque siire — notations

Xo =X P—ps. < P(X,—X)=1

et
{Xn = X} ={w € Q; Xp(w) = X(w)}.
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Convergence presque siire — notations

Xo =X P—ps. < P(X,—X)=1

et
{Xn = X} ={w € @ Xy(w) = X(w)}.

Mais au fait
{Xn — X} est-il bien dans F7
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Rappels d’'analyse

Xnp— X <= Ve>0 |X,— X| <e a partir d'un certain rang
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Heu, a partir d’un certain rang, est-ce bien rigoureux ?

Olivier Garet Probabilités et statistique



Rappels d’'analyse

Xnp— X <= Ve>0 |X,— X| <e a partir d'un certain rang

Heu, a partir d’un certain rang, est-ce bien rigoureux? P, a partir
d'un certain rang signifie :

dneN Vk>n Py
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Rappels d’'analyse

Xnp— X <= Ve>0 |X,— X| <e a partir d'un certain rang

Heu, a partir d’un certain rang, est-ce bien rigoureux? P, a partir
d'un certain rang signifie :

dneN Vk>n Py

Si A, est I'événement < P, est vérifié >(sous-entendu pour w), les
V se traduisant par des N et les 3 par des U, alors P, a partir d'un
certain rang s'écrit :

U N Ag, quelonnote lim A,

neEN  k>n n—-+oo
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Rappels d’'analyse

Xnp— X <= Ve>0 |X,— X| <e a partir d'un certain rang

Heu, a partir d’un certain rang, est-ce bien rigoureux? P, a partir
d'un certain rang signifie :

dneN Vk>n Py

Si A, est I'événement < P, est vérifié >(sous-entendu pour w), les
V se traduisant par des N et les 3 par des U, alors P, a partir d'un
certain rang s'écrit :

U N Ak, quel'on note lim A,
neEN  k>n n—-+oo

D'apres les propriétés de stabilité dénombrable des tribus, si les Ay
sont dans la tribu F, leur liminf aussi
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Alors on a fini?

X, 5 X = N lim {X,—X|<e}

e>0 p—+4oo
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Alors on a fini?

X, 5 X = N lim {X,—X|<e}

e>0 p—+4oo

Pas tout a fait : I'intersection n'est pas dénombrable.
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Alors on a fini?

X, 5 X = N lim {X,—X|<e}

e>0 p—+4oo

Pas tout a fait : I'intersection n'est pas dénombrable.
Heureusement

X=X} = 0 lim {[X,— X| < 1/k}

>1 n—+oo

La clef de I'égalité, c'est que la suite d'événements est monotone
(croissante) en e. Cette fois-ci, la réunion est dénombrable, et donc
{Xn» — X} est bien un événement.
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Complémentaire

Souvent, pour montrer qu'un événement est de probabilité 1, il est
plus facile de montrer que le complémentaire est de probabilité 0,
car il est plus naturel de majorer des probabilités (ou plus
généralement, des nombres) que de les majorer.
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Complémentaire

Souvent, pour montrer qu'un événement est de probabilité 1, il est
plus facile de montrer que le complémentaire est de probabilité 0,
car il est plus naturel de majorer des probabilités (ou plus
généralement, des nombres) que de les majorer.Ainsi

C{X, —0}=C kgl nﬂfToo {IXn — X| < 1/k}

= U C lim {|X,—X|<1/k}

k>1 n—+00
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Complémentaire

Souvent, pour montrer qu'un événement est de probabilité 1, il est
plus facile de montrer que le complémentaire est de probabilité 0,
car il est plus naturel de majorer des probabilités (ou plus
généralement, des nombres) que de les majorer.Ainsi

C{X, —0}=C kgl nﬂfToo {IXn — X| < 1/k}

= U 0 | X, — X| < 1/k
2 Hlmoo{\ | <1/k}
C Iim A,=C U N A

n——+o00 neN  j>n
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Complémentaire

Souvent, pour montrer qu'un événement est de probabilité 1, il est
plus facile de montrer que le complémentaire est de probabilité 0,
car il est plus naturel de majorer des probabilités (ou plus
généralement, des nombres) que de les majorer.Ainsi

C{X, —0}=C kgl nﬂfToo {IXn — X| < 1/k}

= U C lim {|X,—X|<1/k}

k>1 n——+o0

Or
C Iim A,=C U N A
n——+o00 neN  j>n
= N CnNnA
neN j>n
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Complémentaire

Souvent, pour montrer qu'un événement est de probabilité 1, il est
plus facile de montrer que le complémentaire est de probabilité 0,
car il est plus naturel de majorer des probabilités (ou plus
généralement, des nombres) que de les majorer.Ainsi

C{X, —0}=C kgl nﬂfToo {IXn — X| < 1/k}

= U C lim {|X,—X|<1/k}

k>1 n——+o0

C lim A,=C U n A
n——+o00 neN  j>n

= NnCn A= n UCA
neN j>n neN  j>n
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A partir d'un certain rang

On reconnait une vieille connaissance, car

w & N U Bj
neN  j>n

signifie < pour tout n € N, il existe j > n, w € B} >, autrement dit
< w est dans B, pour une infinité d'entiers n. > On note

N U Bj= lim B,={B, infiniment souvent} = {B,, i.s}.
neEN  j>n n——+00
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A partir d'un certain rang

On reconnait une vieille connaissance, car

w & N U Bj
neN  j>n

signifie < pour tout n € N, il existe j > n, w € B} >, autrement dit

< w est dans B, pour une infinité d'entiers n. > On note

N U Bj= lim B,={B, infiniment souvent} = {B,, i.s}.
neEN  j>n n——+00

On a montré
B m An = |Lﬂ BAna

n—+00 n—+-00

autrement dit

C{A,; pour n assez grand} = {CA, i.s.}
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critere fondamental de convergence presque siire

Finalement

C{Xn — X} = Ukzl{’Xn — X’ > l/k i.S.}
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critere fondamental de convergence presque siire

Finalement
C{Xn — X} = Ukzl{’Xn — X’ > l/k i.S.}

On a maintenant I'équivalence

Q@ X, converge P-presque siirement vers X

Q@ P(Up>1{|Xn —X|>1/kis.})=0

Q@ vk>1 P(X,—X|>1/kis)=0

QVe>0 P(X,—X|>eis)=0
L'équivalence entre (1) et (4) constitue le critéere fondamental de
convergence presque siire.
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critere fondamental de convergence presque siire

Finalement
C{Xn — X} = Ukzl{’Xn — X’ > l/k i.S.}

On a maintenant I'équivalence

Q@ X, converge P-presque siirement vers X

Q P(Up>1{|Xn —X|>1/kis.})=0

Q@ vk>1 P(X,—X|>1/kis)=0

QVvVe>0 P(X,—X|>¢eis)=0
L'équivalence entre (1) et (4) constitue le critéere fondamental de
convergence presque siire.
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Lemme de Borel-Cantelli

Sionpose N =3 /{14, 0na{A,is}={N=+oo}. Comme
tout est positif,

+oo +oo
E(N) =) E(lLa) =Y P(Ax).
k=1 k=1
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Lemme de Borel-Cantelli

Sionpose N =3 /{14, 0na{A,is}={N=+oo}. Comme
tout est positif,

+oo +oo
E(N) =) E(lLa) =Y P(Ax).
k=1 k=1

On en déduit

+oo
D P(Ar) < +00 = E(N) < 400
k=1
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Lemme de Borel-Cantelli

Sionpose N =3 /{14, 0na{A,is}={N=+oo}. Comme
tout est positif,

+oo +oo
E(N) =) E(lLa) =Y P(Ax).
k=1 k=1

On en déduit

+oo
D P(Ar) < +00 = E(N) < 400
k=1

= P(N =+00) =0
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Lemme de Borel-Cantelli

Sionpose N =3 /{14, 0na{A,is}={N=+oo}. Comme
tout est positif,

+oo +oo
E(N) =) E(lLa) =Y P(Ax).
k=1 k=1

On en déduit

+0o0
D P(Ar) < +00 = E(N) < 400
k=1
= P(N = 4+00) =0 = P(A, i.s.) =0.

C'est le (premier) lemme de Borel-Cantelli
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2e lemme de Borel-Cantelli

Ici, les Ay sont indépendants et >/ P(Ay)= + oo.
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2e lemme de Borel-Cantelli

Ici, les Ay sont indépendants et >/ P(Ay)= + oo.

P(A,is)=P( Tim A,)

n—+00

=1-P(limCA) =1-P( U N Af)

n>1 k>n
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2e lemme de Borel-Cantelli

Ici, les Ay sont indépendants et >/ P(Ay)= + oo.

P(A,is)=P( Tim A,)

n—-+o00
=1-P(limCA) =1-P( U N Af)

Pour tout n > 1 et tout N > n, on a

P( O AC)<IP’ﬂk JAS) = HIP’AC —H — P(Ay))
k=n
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2e lemme de Borel-Cantelli

Ici, les Ay sont indépendants et >/ P(Ay)= + oo.

P(A,is)=P( Tim A,)

n—-+o00

=1-P(limCA) =1-P( U N Af)

n>1 k>n

Pour tout n > 1 et tout N > n, on a

N
P(kgnA)<IPﬂk,,Ac HIP’AC—H —P(A))

N
< H exp(—P(Ax)) = exp(— > _P(Ay))
k=n
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2e lemme de Borel-Cantelli

Ici, les Ay sont indépendants et >/ P(Ay)= + oo.

P(A,is)=P( Tim A,)

n—-+o00
=1-P(limCA) =1-P( U N Af)

Pour tout n > 1 et tout N > n, on a

P( O AC)<IP’ﬂk JAS) = HIP’AC —H — P(Ay))
k=n

< H exp(—P(Ak)) = exp(— ZIP’ (Ax))
k=n

En faisant tendre N vers I'infini, on obtient que la probabilité a
gauche est nulle.
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2e lemme de Borel-Cantelli

Ici, les Ay sont indépendants et >/ P(Ay)= + oo.
P(A,is)=P( Iim Ap)
n—+00

=1-P(limCA) =1-P( U N Af)

Pour tout n > 1 et tout N > n, on a

P( O AC)<IP’ﬁk JAS) = HIP’AC —H — P(Ay))
k=n

< H exp(—P(Ak)) = exp(— ZIP’ (Ax))
k=n

En faisant tendre N vers I'infini, on obtient que la probabilité a
gauche est nulle.Finalement, par réunion dénombrable
P(limCAx) = 0, d'ott P(A, i.s.) = 1. C'est le 2&éme lemme de
Borel-Cantelli.
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Les exercices de la semaine

@ Soit (X;)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes,
avec X, ~ ber(pp). Donner une condition nécessaire et
suffisante sur les p, pour que X, tende presque siirement vers
0.
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Les exercices de la semaine

@ Soit (X;)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes,
avec X, ~ ber(pp). Donner une condition nécessaire et
suffisante sur les p, pour que X, tende presque siirement vers
0.

@ Soit (X,)n>1 une suite de variables aléatoires de méme loi,
intégrables. Montrer que % tend presque siirement vers 0.
(Penser a la fonction de queue).
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avec X, ~ ber(pp). Donner une condition nécessaire et
suffisante sur les p, pour que X, tende presque siirement vers
0.

@ Soit (X,)n>1 une suite de variables aléatoires de méme loi,
intégrables. Montrer que % tend presque siirement vers 0.
(Penser a la fonction de queue).

@ exercice 83 du polycopié (convergence presque compléte).
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Les exercices de la semaine

@ Soit (X;)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes,
avec X, ~ ber(pp). Donner une condition nécessaire et
suffisante sur les p, pour que X, tende presque siirement vers
0.

@ Soit (X,)n>1 une suite de variables aléatoires de méme loi,
intégrables. Montrer que % tend presque siirement vers 0.
(Penser a la fonction de queue).

@ exercice 83 du polycopié (convergence presque compléte).

@ exercice 84 du polycopié (avec Markov et les moments
exponentiels).
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Les exercices de la semaine

@ Soit (X;)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes,
avec X, ~ ber(pp). Donner une condition nécessaire et
suffisante sur les p, pour que X, tende presque siirement vers
0.

@ Soit (X,)n>1 une suite de variables aléatoires de méme loi,
intégrables. Montrer que % tend presque siirement vers 0.
(Penser a la fonction de queue).

@ exercice 83 du polycopié (convergence presque compléte).

@ exercice 84 du polycopié (avec Markov et les moments
exponentiels).

@ Si vous étes en forme, vous pouvez piocher dans
69,74,75,78,79,85.
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