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Convergence presque complète

La plupart des cas de convergence presque sûr qu’on a vus en
exercices sont des cas particuliers de convergence presque
complète.

Théorème

On dit que la suite (Xn)n≥1 converge presque complètement vers
X si quel que soit ε > 0, la série de terme général P(|Xn − X | > ε)
converge. La convergence presque complète entrâıne la
convergence presque sûre.
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Convergence en probabilité

On dit que Xn converge en probabilité vers X si quel que soit
ε > 0, la suite de terme général P(|Xn − X | > ε) tend vers 0.

On écrit alors Xn
P−−→ X .

On a

Xn
p.c.−−−→ X =⇒ Xn

p.s.−−−→ X

Xn
p.c.−−−→ X =⇒ Xn

P−−→ X .

Peut-on comparer Xn
p.s.−−−→ X et Xn

P−−→ X ?
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La convergence presque sûre entrâıne la convergence en
proba

Soit ε > 0. D’après le critère fondamental de convergence presque
sûre,

0 = P (|Xn − X | ≥ ε i.s.)

= P
(
∩

n≥1
∪

k≥n
|Xk − X | ≥ ε}

)
La suite An = ∪

k≥n
|Xk − X | ≥ ε} est décroissante. Donc, d’après

le théorème de continuité séquentielle décroissante, on a

0 = limP(An).

Mais {|Xn − X | ≥ ε} ⊂ An donc P(|Xn − X | ≥ ε) ≤ P(An) et

lim
n→+∞

P(|Xn − X | ≥ ε) = 0.

Comme ε est quelconque, on conclut que Xn converge en
probabilité vers X .
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0 = limP(An).

Mais {|Xn − X | ≥ ε} ⊂ An donc P(|Xn − X | ≥ ε) ≤ P(An) et

lim
n→+∞

P(|Xn − X | ≥ ε) = 0.

Comme ε est quelconque, on conclut que Xn converge en
probabilité vers X .
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La réciproque est fausse

Prendre pour Xn une suite de variables aléatoires indépendantes
avec Xn ∼ Ber(1/n).

Pour tout ε > 0, on a

P(|Xn| > ε) ≤ P(Xn = 1) = 1/n→ 0. Donc Xn
P−−→ 0.

Mais
∑
n≥1

P(Xn = 1) =
∑
n≥1

1
n = +∞ donc avec le premier

lemme de Borel–Cantelli, avec probabilité 1, la suite Xn prend une
infinité de fois la valeur 1 donc ne tend pas vers 0.
La convergence en probabilité n’entrâıne pas la convergence
presque sûre.
Cependant, si on pose φ(n) = n2,

+∞∑
n=1

P(Xφ(n) 6= 0) =
+∞∑
n=1

P(Xn2 = 1) =
+∞∑
n=1

1

n2
< +∞

et avec le lemme de Borel–Cantelli, Xφ(n)
p.s.−−−→ 0.

Ceci est général : toute suite qui converge en probabilité a une
sous-suite qui converge presque sûrement.
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Ceci est général : toute suite qui converge en probabilité a une
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Olivier Garet Probabilités et statistique 5 / 12
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Ceci est général : toute suite qui converge en probabilité a une
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Preuve

On s’appuie sur un lemme :

Lemme

Si an → 0 et
∑+∞

n=1 P(|Xn − X | > an) < +∞, alors Xn
p.s.−−−→ X.

C’est une conséquence simple de Borel-Cantelli.
On pose φ(1) = 1, puis

φ(n + 1) = inf

{
k > φ(n);P

(
|Xk − X | > 1

n + 1

)
≤ 1

(n + 1)2

}
Par construction

∀n ≥ 1 P
(
|Xφ(n) − X | > 1

n

)
≤ 1

n2

Le lemme s’applique et Xφ(n)
p.s.−−−→ X .
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Rappel : inégalité de Markov et compagnie

Théorème (Markov généralisé)

Soit f : une fonction croissante de R+ dans R+. Pour toute

variable aléatoire X , on a P(|X | ≥ a) ≤ E(f (|X |)
f (a)

Preuve : {|X | ≥ a} ⊂ {f (|X |) ≥ f (a)} et on applique l’inégalité de
Markov à la variable f (|X |).
Corollaires :

fixant X : grands moments, petites queues :

si X ∈ Lp, P(|X | > t) = O( 1
tp )

si α > 0 et Eeα|X | < +∞, P(|X | > t) = O(e−αt)

En fixant a : si E(f (|Xn − X |))→ 0, Xn tend en probabilité
vers X

En particulier dès que Xn tend dans Lp vers X ,
La convergence dans Lp entrâıne la convergence en
probabilité.
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vers X

En particulier dès que Xn tend dans Lp vers X ,
La convergence dans Lp entrâıne la convergence en
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Markov à la variable f (|X |).
Corollaires :

fixant X : grands moments, petites queues :

si X ∈ Lp, P(|X | > t) = O( 1
tp )

si α > 0 et Eeα|X | < +∞, P(|X | > t) = O(e−αt)

En fixant a : si E(f (|Xn − X |))→ 0, Xn tend en probabilité
vers X

En particulier dès que Xn tend dans Lp vers X ,
La convergence dans Lp entrâıne la convergence en
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Limitations

Une suite de variables aléatoires qui n’ont qu’une petite proabilité
de ne pas être trop petites à de bonnes chances de tendre vers 0
La taille compte, mais elle ne fait pas tout

Soit (Un) une suite de variables aléatoires indépendantes suivant la
loi uniforme sur [0, 1]. On pose

Xn = Un
1 et Yn = Un

n

Pour tout n, Xn et Yn ont même loi.

Donc pour tout n ≥ 1, ε > 1 P(|Xn| > ε) = P(|Yn| > ε)

Cependant, Xn
p.s.−−−→ 0 tandis que limYn = 1 P p.s.

Pour connâıtre le comportement d’une suite, les lois des marginales
ne déterminent pas tout ; les dépendances (ou les indépendances)
comptent beaucoup.

Olivier Garet Probabilités et statistique 8 / 12



Limitations

Une suite de variables aléatoires qui n’ont qu’une petite proabilité
de ne pas être trop petites à de bonnes chances de tendre vers 0
La taille compte, mais elle ne fait pas tout
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loi uniforme sur [0, 1]. On pose

Xn = Un
1 et Yn = Un

n

Pour tout n, Xn et Yn ont même loi.

Donc pour tout n ≥ 1, ε > 1 P(|Xn| > ε) = P(|Yn| > ε)

Cependant, Xn
p.s.−−−→ 0 tandis que limYn = 1 P p.s.
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Loi faible des grands nombres

Théorème

Soit (Xn) une suite de variables aléatoires deux à deux non
corrélées avec C = supn≥1 Var(Xk) < +∞. On pose
Sn =

∑n
k=1 Xk .

Alors Sn−E(Sn)
n

L2

−−→ 0

et donc Sn−E(Sn)
n

P−−→ 0

Preuve : Sn−E(Sn)
n est centré donc

E
(
Sn − E(Sn)

n

)2

= Var

(
Sn − E(Sn)

n

)
= Var

(
Sn
n

)
=

1

n2
Var(Sn) =

1

n2
(VarX1 + · · ·+ VarXn)

≤ Cn

n2
=

C

n
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Loi forte des grands nombres (LFGN)

Théorème

Sous les mêmes hypothèses, Sn−E(Sn)
n

p.s.−−−→ 0

Preuve : on se ramène au cas où E(Xn) = 0.
Si, pour 0 ≤ i ≤ j , on pose Di ,j =

∑j
k=i+1 Xk , on a encore.

E(D2
i ,j) = VarDi ,j =

j∑
k=i+1

VarXk ≤ C (j − i).

P(|Sn2 | ≥ n8/5) ≤ Var Sn2

n16/5
=

VarD0,n2

n16/5
≤ Cn2

n16/5
=

C

n6/5
.

Avec Borel-Cantelli, P-p.s. |Sn2 | ≤ n8/5 = (n2)4/5 pour n assez
grand.

Olivier Garet Probabilités et statistique 10 / 12



Loi forte des grands nombres (LFGN)
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LFGN – suite de la preuve

On sait que P-p.s.

|Sn2 | ≤ n8/5 = (n2)4/5 pour n assez grand.

On pose p(n) = b
√
nc2. On a n − 2

√
n ≤ (

√
n − 1)2 ≤ p(n) ≤ n

On a p(n)→ +∞, donc P-p.s. :

|Sp(n)| ≤ p(n)4/5 ≤ n4/5 pour n assez grand.

P(|Sn−Sp(n)| ≥ n4/5) ≤
VarDn,p(n)

n8/5
≤ C (n − p(n))

n8/5
≤ 2C

√
n

n8/5
=

2C

n11/10

Avec Borel–Cantelli, P-p.s. |Sn − Sp(n)| < n4/5 pour n assez grand
et

|Sn| ≤ |Sn − Sp(n)|+ |Sp(n)| < 2n4/5

ce qui entraine que Sn
n

p.s.−−−→ 0.
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Le théorème phare

Théorème (Etemadi)

Soit (Xn)n≥1 une suite de variables aléatoires deux à deux
indépendantes, de même loi µ. On suppose que µ admet un
moment d’ordre 1. Alors

X1 + · · ·+ Xn

n

p.s.−−−→ EX1.

Remarque : si les Xi sont globalement indépendantes, pas
seulement deux à deux indépendantes, il est possible de montrer
que la convergence se fait aussi dans L1.
Une remarque simple, mais très utile :si (Xn)n≥1 une suite de
variables aléatoires deux à deux indépendantes, de même loi µ et φ
une application mesurable, la suite φ(Xn) sera encore une suite de
variables aléatoires deux à deux indépendantes, de même loi : la loi
image de µ par φ. Si φ(X1) est intégrable, on pourra lui appliquer
la loi forte des grands nombres.
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variables aléatoires deux à deux indépendantes, de même loi µ et φ
une application mesurable, la suite φ(Xn) sera encore une suite de
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