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Binomiales et Poisson

Théoreme

Pour n > 1, X, ~ B(n, pp) avec lim np, =X > 0. Alors X,

n— o0
converge en loi vers la loi de Poisson de paramétre \.
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Pour n > 1, X, ~ B(n, pp) avec lim np, =X > 0. Alors X,
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converge en loi vers la loi de Poisson de paramétre \.
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P(% =) = (7 )ph(a " = ()1 = pr)a = o) ¥

I'infini (7) = w ~ Z—‘,( et pk ~ (\/n)k = \<n~k Aussi
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converge en loi vers la loi de Poisson de paramétre \.

Démonstration.

P(% =) = (7 )ph(a " = ()1 = pr)a = o) ¥

I'infini (7) = w ~ Z—‘,( et pk ~ (\/n)k = \<n~k Aussi

log(1 — pn)" = nlog(1 — pn) = n(—pn + o(pn)) ~ —npn ~ —A.

Ainsi, log(1 — p,)" converge vers —\ donc
(1= pn)" — e Finalement, P(X, = k) — e 221 = P(\)(k). [
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Simulations : le code Julia

using Distributions, Plots

n=100
bino=Binomial(n,1/n)
poisson=Poisson (1)
N=10"4

for i=1:2

sb=rand (bino , N)

po=rand (poisson,N)
histogram(sb,normalize=:probability)
savefig("diag-bino-$i.png")
histogram(po,normalize=:probability)
savefig("diag-poisson-$i.png")

end
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Simulations : les résultats
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Le théoreme de Portmanteau

Théoreme

Les propositions suivantes sont équivalentes :

© un converge faiblement vers .

@ Pour tout f € u.cb(RY,R), |im [oof dun= [psf dp.

n—-+o00

@ Pour tout fermé F, u(F) >  lim  pn(F).

n——+00

© Pour tout ouvert O, u(0) < lim  uy(0).

n—-+o00

@ Pour A borélien (0A) = 0 entraine  lim  py(A) = p(A).

n—-+o00

d
@ Pour tout pavé A= [] ]a;, bi] dont la frontiére OA vérifie
=1

w(@A)=0,0na lim p,(A) = u(A).

n—-+o0o
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Fonctions de répartition

Corollaire

Soient (X,), X des v.a.r. On a équivalence entre :
e (X,) converge en loi vers X.

@ Pour tout point x ol la fonction de répartition de X est
continue, Fx, (x) tend vers Fx(x) lorsque n tend vers I'infini.
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C'est la hauteur du saut. Il existe au plus une infinité dénombrable
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Fonctions de répartition

Corollaire

Soient (X,), X des v.a.r. On a équivalence entre :
e (X,) converge en loi vers X.

@ Pour tout point x ol la fonction de répartition de X est
continue, Fx, (x) tend vers Fx(x) lorsque n tend vers I'infini.

Rappel : Fx discontinue en a <= Px({a}) =P(X = a) > 0.
C'est la hauteur du saut. Il existe au plus une infinité dénombrable
de tels points.

Preuve :

@ = : on applique le point 5 du lemme de Portmanteau avec
A =] — o0, a|, 0A = {a}.

@ < : on applique le point 6 du lemme de Portmanteau, en
notant que p(]a, b]) = F,,(b) — Fu,(a) va converger vers

Fu(b) = Fu(a) = p(la, b]).
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Lemme de Slutsky

Théoreme
Si Xy = X et Y, = c, alors (Xp, Yn) = (X, c).
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Lemme de Slutsky

Théoreme
Si Xy = X et Y, = c, alors (Xp, Yn) = (X, c).

Preuve : soit f uniformément continue bornée.(merci
Portmanteau!)

Ef(Xn, Yn) — Ef (X, c) = (Ef (X, Yn) — Ef (X, ©))
+ (Ef(Xn, c) — Ef (X, ¢))

Comme X, = X, le 2™ terme tend vers 0.

Soit wr le module de continuité, 6 > 0.
f(Xn, Yn) — f(Xn, €) = Lyjy,—c <51 (F(Xn, Ya) — £(Xa, ©))

+ L v,—c>81 (F(Xn, Yn) = £( X, €))
£ (Xn, Yn) = £(Xn, €) < wr(6) + 2| flloo Ly, —cl|>6}
|Ef (Xn, Yn) — Ef(Xp, ¢)| < wr(0) + 2||f||ocP(]| Yo — c|| > 9)
Tm [Ef(Xn, Ya) — Ef(Xn, ©)| < wr(5)

n—+00
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Lemme de Slutsky (suite)

Corollaire

SiX, = X, A, = «a et B, = 3, avec « et [3 des constantes,
alors Ao X, + B, = aX + 0
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Corollaire

SiX, = X, A, = «a et B, = 3, avec « et [3 des constantes,
alors Ao X, + B, = aX + 0

v
Démonstration.

Avec Slutsky (Xp, An, Bn) = (X, a, 8), puis on compose avec
I'application continue (a,x, b) — ax + b O

v
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v
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Spoiler : ce résultat est trés utile en statistique, dans le cas ol « et
B sont des paramétres du modele, inconnus, et qu'on ne peut
qu'estimer.
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