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Barème approximatif : exercice 1, 4 points – exercice 2, 16 points.

Rappels et notations : Toutes les variables sont définies sur un même
espace de probabilité (Ω,F ,P).

Exercice 1 Soit (Xn)n≥1 une suite de variables aléatoires indépendantes
suivant la loi uniforme sur l’intervalle compact [0; 2]. On pose

Sn =
n∑

k=1

X3
k .

Montrer que Sn/n converge presque sûrement et déterminer sa limite. Mon-
trer que Sn−2n√

n
converge en loi et déterminer sa limite.

Exercice 2 Soit (Un)n≥1 une suite de variables aléatoires indépendantes
suivant la loi uniforme sur [0, 1]. Pour n ≥ 1, on pose

Pn = U1 . . . Un =

n∏
k=1

Uk.

1. Cas n = 2 : montrer que pour tout a ∈]0, 1], P(P2 ≤ a) = a(1−log a).
Montrer que la loi de P2 admet une densité que l’on déterminera.
Dans la suite de l’exercice, on revient au cas général.

2. (a) Montrer que log(U1) ∈ L1 et calculer E(log(U1)).

(b) Montrer que P
1/n
n converge presque sûrement vers 1

e .

3. (a) On pose S1 = 1, puis, pour n ≥ 1, Sn+1 = Sn + Pn.

Montrer que pour n ≥ 1, on a

E(Pn) = 2−n et E(Sn) = 2− 2−(n−1).

(b) Montrer que Sn converge dans L1(P). On note S la limite.

(c) Montrer que Sn converge presque sûrement vers S, puis que
E(S) = 2.
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4. On pose X1 = 1, puis pour n ≥ 1, Xn+1 = XnUn+1 + 1.

(a) Montrer que {Un+1 ≥ 1− 1
2n} ⊂ {Xn+1 −Xn ≥ 1

2}. (On pourra
remarquer que Xn ≤ n pour tout n).

(b) En déduire que P(Xn converge ) = 0. On pourra éventuellement
utiliser un lemme de Borel–Cantelli.

(c) On admet que pour tout entier naturel n ≥ 1, on a les identités
matricielles(

U1 1
0 1

)(
U2 1
0 1

)
. . .

(
Un 1
0 1

)
=

(
Pn Sn
0 1

)
et (

Un 1
0 1

)(
Un−1 1

0 1

)
. . .

(
U1 1
0 1

)
=

(
Pn Xn

0 1

)
Montrer que pour tout n ≥ 1, Xn et Sn ont même loi.

(d) Montrer que Xn converge en loi.

(e) Justifier, pour tout entier naturel non nul n, les identités
E(Sn) = E(Xn) et E(S2

n) = E(X2
n).

(f) On pose mn = E(S2
n) = E(X2

n). Montrer que pour n ≥ 1, on a
mn+1 = mn

3 + 2− 2−(n−1) et mn ≤ 9
2 .

(g) Montrer que S ∈ L2, avec Var (S) = 1
2 .

FIN
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1 Solutions

Solution 1 Posons Yn = X3
n. Comme les (Xn)n≥1 sont indépendantes, les

(Yn)n≥1 le sont aussi.Elles suivent toutes la même loi, à savoir la loi image
de la loi uniforme sur [0; 2] par l’application x 7→ x3.On a |Yn| ≤ 2, donc
les (Yn)n≥1 admettent des moments de tous ordres.

D’après le théorème de transfert, on a

E(Y1) = E(X3
1 ) =

∫
[0;2]

1

2
x3 dx =

24

2 · 4
= 2.

Les (Yn)n≥1 forment une suite de variables aléatoires indépendantes iden-
tiquement distribuées admettant un moment d’ordre 1 : d’après la loi forte
des grands nombres, Sn/n converge donc vers E(Y1) = 2.

Par ailleurs, les (Yn)n≥1 forment une suite de variables aléatoires indépendantes
identiquement distribuées admettant un moment d’ordre 2 : d’après le
théorème central limite, (Sn − nEY1)/

√
n = (Sn − 2n)/

√
n converge donc

vers N (0,Var Y1).Il n’y a plus qu’à calculer sa valeur exacte : Var Y1 =
E(Y 2

1 )− (E(Y1))
2 = E(X6

1 )− 4.
D’après le théorème de transfert, on a

E(X6
1 ) =

∫
[0;2]

1

2
x6 dx =

27

2 · 7
=

26

7
.

Finalement

Var Y1 =
26

7
− 4 = 4(

24

7
− 1) =

4(16− 7)

7
=

36

7
.

Solution 2 1. Étant U1 et U2 variables à densité indépendants, la
densité f(U1,U2)(u, v) de (U1, U2) est le produit des densités margi-
nales fU1(u)fU2(v). De plus fU1 = fU2 = 1[0,1] car les variables sont
identiquement distribuées. D’après le théorème de transfert

P(P2 ≤ a) = E(1{U1U2≤a}) =

∫
R2

1{uv≤a}f(U1,U2)(u, v)dλ2(u, v)

=

∫
[0,1]2

1{uv≤a}dλ
2(u, v)

Tonelli
=

∫ 1

0

∫ 1

0
1{v≤a/u}dλ(v)dλ(u) =

∫ 1

0

a

u
∧ 1 dλ(u)

=

∫ a

0
1 dλ(u) +

∫ 1

a

a

u
dλ(u) = a(1− log a).

Nous venons de montrer que la fonction de répartition de P2 est
FP2(x) = x(1−log x) pour tout x ∈ (0, 1]. Il est claire que FP2(x) = 1
pour tout x > 1 et que FP2(x) = 0 pour tout x < 0. Remarquons
que FP2 est continue car

lim
x→0+

FP2(x) = lim
x→0+

x(1−log x) = lim
x→0+

−x log x = lim
y→+∞

log(y)

y
= 0.

FP2 est alors continue et aussi C1 par morceaux
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2. (a) Remarquons que log(U1) < 0 alors montrer que log(U1) est
intégrable revient à calculer E(log(U1)) et contrôler que cette
quantité soit dans (−∞, 0). En particulier nous montrons que
E(log(U1)) = −1. En effet en appliquant le théorème de trans-
fert nous obtenons E(log(U1)) =

∫ 1
0 log u dλ(u). Procédons par

intégration par partie

E(log(U1)) = [u log u]10−
∫ 1

0
u(log u)′dλ(u) = 0−

∫ 1

0
1 dλ(u) = −1.

(b) Remarquons que

P 1/n
n = exp

(
log(P 1/n

n )
)

= exp

(
1

n

n∑
k=1

log(Uk)

)
Les variables (log(Un)n)n≥1 forment une suite de variables aléatoires
indépendantes identiquement distribuées admettant un moment
d’ordre 1 (voir point précédent) : d’après la loi forte des grands
nombres, 1

n

∑n
k=1 log(Uk) converge P-p.s. vers E(log(U1)) = −1.

Nous pouvons conclure par continuité de la fonction exponen-
tielle.

3. (a) Les Ui sont indépendantes et intégrables, donc leur produit est
intégrable, avec l’espérance du produit qui est le produit des
intégrales : E(Pn) =

∏n
i=1 E(Ui) = (12)n = 2−n. Ensuite, on a

E(Sn)− E(S1) =
n−1∑
k=1

E(Sk+1)− E(Sk) =
n−1∑
k=1

E(Pk)

=

n−1∑
k=1

2−k =
1

2

1− 2−(n−1)

1− 1
2

= 1− 2−(n−1),

et finalement E(Sn) = E(S1) + 1− 2−(n−1) = 2− 2−(n−1).

(b) On a pour tout m ≥ 1, ‖Pm‖1 = E|Pm| = E(Pm) = 2−m. La série
des (Pm) est normalement convergente ; comme L1 est complet,
la série converge dans L1, c’est à dire que la suite des sommes
partielles Sn converge dans L1.

(c) Comme (Sn) converge dans L1 vers S, elle a une sous-suite qui
converge presque sûrement vers S ; cependant une suite crois-
sante qui a une sous-suite convergente converge elle-même, donc
Sn converge presque sûrement vers S, et d’après le théorème de
convergence monotone, E(S) = limE(Sn) et finalement E(S) =
2.

4. (a) Comme Xn+1 −Xn = 1 −Xn(1 − Un+1) et Xn ≤ n, pour tout
ε > 0

{Xn+1 −Xn > ε} = {Xn(1− Un+1) < 1− ε}

⊇ {n(1− Un+1) < 1− ε} = {Un+1 > 1− 1− ε
n
}.

Ceci implique que

limn→∞{Xn+1 −Xn > ε} ⊇ limn→∞

{
Un+1 > 1− 1− ε

n

}
.
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(b) Les événements {Un+1 > 1− 1−ε
n }, n ≥ 1, sont indépendantes et

leur probabilité est 1−ε
n . Alors la somme

∑∞
n=1 P(Un+1 > 1− 1−ε

n )
diverge car

∑∞
n=1

1
n =∞. Le deuxième lemme de Borel-Cantelli

montre que P(limn→∞{Un+1 > 1 − 1−ε
n }) = 1 et alors, par les

inclusions ci dessus,

P(limn→∞{Xn+1 −Xn > ε}) = 1.

Ceci veut dire que pour P-presque tout ω ∈ Ω il y a une infinité
d’indices k ∈ N pour lesquelles Xk+1(ω)−Xk(ω) = |Xk+1(ω)−
Xk(ω)| > ε alors la suite (Xn(ω))n≥1 ne peut pas converger
presque sûrement car elle n’est pas de Cauchy. Nous venons de
démontrer que P(Xn ne converge pas) = 1.

(c) Les variables (Un)n≥1 sont identiquement distribuées donc les

matrices

(
Un 1
0 1

)
, n ∈ N, sont identiquement distribuées. Xn

et Sn sont obtenues comme la même composante du produit des
matrices indépendantes avec la même loi, elle ont donc la même
loi (qui est la loi image d’un vecteur de n v.a. indépendantes et
identiquement distribuées par la même fonction).

(d) On a montré précédemment que Sn converge en L1 et presque-
sûrement vers une v.a. limite S. Ces deux notions de conver-
gences impliquent la convergence en (probabilité qui implique la
convergence en) loi vers la loi de S. Comme les deux suites (Sn)n
et (Xn)n sont telles que Xn ∼ Sn pour tout n ≥ 1 alors (Xn)n≥0
converge en loi aussi vers la loi de S.
Plus en détail nous devons montrer que pour tout ϕ continue
et bornée limn→∞ E(ϕ(Xn)) = E(ϕ(S)). Comme la convergence
presque sure (ou en L1(P)) est une notion plus forte que la
convergence en loi nous obtenons que limn→∞ E(ϕ(Sn)) = E(ϕ(S)).
Comme par la question précédente E(ϕ(Xn)) = E(ϕ(Sn)),

lim
n→∞

E(ϕ(Xn)) = lim
n→∞

E(ϕ(Sn)) = E(ϕ(S)).

(e) Comme Xn et Sn ont même loi, disons µ, alors aussi X2
n et S2

n

ont même loi, qui est la loi image de µ par la fonction R 3 x 7→
x2 ∈ [0,∞). Le fait d’avoir la même loi assure que les variables
ont les mêmes moments.

(f) Pour tout n ≥ 1,

mn+1 = E(X2
n+1) = E((Un+1Xn+1)2) = E(1+2Un+1Xn+(Un+1Xn)2).

On peut démontrer, par récurrence par exemple que Xn est
σ(Um,m ≤ n)-mesurable. Alors Xn et Un+1 sont indépendantes
par indépendance des (Um)m≥0. Il en suit que

mn+1 = E(U2
n+1)E(X2

n) + 1 + 2E(Un+1)E(Xn)

=
1

3
mn + 1 + E(Xn) =

mn

3
+ 1 + E(Sn) =

mn

3
+ 3− 2−(n−1).

Nous allons montrer par récurrence que mn ≤ 9
2 pour tout n ≥ 1.

m1 = E(U2
1 ) =

1

3
≤ 9

2
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Supposons maintenant que mn ≤ 9
2 et montrons le pour mn+1 :

comme mn ≤ 9/2, on a mn+1 = mn
3 + 3 − 2−(n−1) ≤ 9/2

3 + 3 −
2−(n−1) ≤ 3

2 + 3 = 9
2 , ce qui nous donne l’hérédité.

(g) La convergence presque sure de Sn vers S assure que S2
n converge

presque sûrement vers S2, de plus le fait que 1 ≤ Sn ≤ Sn+1

pour tout n ∈ N assure que S2
n ≤ S2

n+1 pour tout n ∈ N (suite
croissante). Par convergence monotone nous avons

M := lim
n→∞

mn = lim
n→∞

E(S2
n)

conv. mon.
= E( lim

n→∞
(S2

n)) = E(S2).

En passant à la limite dans l’équation de récurrence mn+1 =
mn
3 + 3 − 2−(n−1), on obtient M = M

3 + 3, soit M = 9
2 . Enfin

Var (S) = E(S2)− (E(S))2 = 9/2− 22 = 1
2 .
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