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Chapitre O

La premiere gorgée de
processus : les variables de
Bernoulli

Le premier processus que nous allons étudiée est celui formé par une
suite de variables de Bernoulli indépendantes. C’est un modele simple, mais
suffisamment riche pour permettre de voir, ou revoir, un certain nombre de
questions importantes de la théorie des probabilités.

0.1 La question de I’existence : de [0,1] & {0, 1}

La premiere question est la question de I'existence. Est-on capable de fa-
briquer un espace probabilisé (€2, F, P) sur lequel vivent une suite de variables
indépendantes ? La réponse, positive, est donnée par le théoréme suivant :

Théoreme 1. Soit g > 2 un entier naturel fixé.

On considére l'espace probabilisé (Q2, F,P) = ([0, 1[, B([0, 1]), A|j0,1)-

Soit g > 2 un entier. On pose X{(w) = w. On définit les variables A?
et X{ par les récurrences X] = {gX7 1} et A = |gX;]|. Alors, pour tout
we0,1], on a

w= Xo(w) =) i.ﬂ avec A} € {0,1,...,9 — 1}.
‘ q*

La suite A?(w) contient une infinité de termes différents de g —1 : c’est
le développement g-adique de w. La suite (A?);>o est une suite de variables
aléatoires indépendantes suivant la loi uniforme sur{0,..., g—1}. En parti-
culier, pour g = 2, (AY);>o est une suite de variables aléatoires indépendantes
de Bernoulli de paramétre 1/2.
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Démonstration. Par définition de la partie fractionnaire, il est immédiat que
la suite des X! prend ses valeurs dans [0, 1]. Comme 0 < gX7 < g, il est
également clair que AY prend ses valeurs dans {0,...,g — 1}. On a ¢X; =

lgXi] + {gX;}, soit gX; = A; + X1, ou encore % = g’ﬁﬁl ;(ij. Ainsi

- gj gn+1 )

z": Ai zn: (Xz _ Xz'—i—l) X X
o gitl po gi gt
Soit en faisant tendre n vers 'infini : ij = Z;;OJO g‘;‘jl. En particulier, pour j =
0, on obtient I’écriture voulue. Reste a voir que A; ne peut étre constamment
égal a j — 1 a partir d’un certain rang. En effet, si on avait A; = g — 1 pour
i > j, on aurait X; = gjzgfj‘?g;ll =1, ce qui est exclu, car X; € [0, 1].

On va montrer par récurrence que pour tout n, on a H, :

— (Ao, ..., A,) et X, sont indépendants

— (Ay, ..., A,) suit la loi uniforme sur {0,...,g — 1}"*!

— X4 suit la loi uniforme sur [0, 1].

Notons d’abord que pour tout n > 1, on a
{Anfl = bn;Xn € J} = {LanfIJ = bn; {anfl} € J}

:wx%leJ+m}={n4e

J+bn}

Ainsi pour n =1, on a

TR AT = ),

]P)(AO = go, X1 € J) = P(anl € P 7

ce qui montre que Hy est vraie. Ensuite, on procede par récurrence : Comme

{AO = b07-~'7An :bn;AnJrl = b’n+17Xn+l € J}
:{A():b[)w"aAn:bnaXn € Lbn-i-l}’
g

I’hypothese de récurrence nous donne

P(AO - bo, e 7An - bn;An-i-l - bn—l—laXn—i-l S J)

=P(4Ay=by, ..., A, =b,)P(X, €

1 J+b, 11
= A = —Z\(J
gt ( g ) gryg )
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ce qui montre que ’hypotheése est vérifiée au rang n + 1.

Ainsi pour tout n > 1 (A, ... A,_1) suit la loi uniforme sur {0, ..., g—1}".
Cependant la loi uniforme sur un produit d’ensembles finis, c’est le produit
des lois uniformes sur les ensembles fini : les variables (Ao, ... A,_1) sont des

variables aléatoires indépendantes suivant la loi uniforme sur {0,...,9 —1}.
Comme c’est vrai pour tout n, la suite (A,),>¢ est une suite de variables
aléatoires suivant la loi uniforme sur {0,...,g — 1}. O

0.2 De {0,1}" a4 [0,1] : o1 I’0on a envie des pro-
cessus

La section précédente nous a démontré que si un espace était suffisamment
riche pour porter une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur [0, 1], alors
il supportait une suite de pile ou face indépendantes. Autrement dit, si on
sait simuler une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur [0, 1] , on sait
simuler une suite de pile ou face indépendantes. Le théoréme qui suit montre
que la réciproque est vraie.

Théoréme 2. Soit (2, F,IP) un espace probabilisé et (Y,)n>0 une suite de
variables de Bernoulli de paramétre 1/2 sur cet espace. Alors, la variable
aléatoire V' définie par V = Y1% 2321 suit la loi uniforme sur [0, 1]

Démonstration. La convergence de la série est évidente. Il suffit donc de

caractériser la loi de V. Notons W,,(z, . . ., T,) = 21 sar et Vi, = 20 22+'1
Comme V;, = ¢,,((Xo, ..., Xn_1)), si on note 7, = ber(1/2)*" et p, la 101 de
V,, comme 7, est la loi de (Xo,...,X,_1), on peut dire que u, est la loi

image de v, par v,.
2
Revenons a la suite de la section précédente : si 'on pose S, = S1— 21%7
de sorte que S, = ¥, (45, ..., A?). Comme 7, est la loi de (Xo, ..., X,-1), la
loi de S, sous A|j,i| est également p, : pour toute fonction continue bornée

/[0,1] F(Sulw)) dAw) = /[0,1] f@) dpn(x).

Vi n Vi . Vi
Nous savons que S,(w) tend vers w pour tout w € [0,1]. La convergence
presque siire entraine la convergence en loi, donc

lim, oo [ f(Sn(w)) dA(w) = [ f(z) dA(z),

[0,1] [0,1]

soit

lim, ... / W) djin(w) = /M F(&) d\(x),
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Mais comme pu,, est la loi de V,,, on vient de montrer que V,, converge en loi
vers U|0, 1]. Comme V,, converge presque stirement vers V', V,, converge en
loi vers V, donc la loi de V' est la loi uniforme sur [0, 1]. O

La preuve est un peu compliquée. On aurait envie de faire plus court et
de dire : d’apres le Théoréme [ la loi image de ber(1/2)®N par

+oo x;

x*—ﬂﬁ(x):Zﬁ

1=0

est U[0,1]. Or, la loi de (Y,),>1 est ber(1/2)®N donc V' = ¥ ((X,)n>0 est
UJ0,1]. Ce genre de raisonnement sera facile avec la notion de loi d'un pro-
cessus, que nous verrons au chapitre B.

Mais des a présent, nous pouvons en donner comme conséquence le résul-
tat suivant :

Théoréme 3. Sur (Q, F,P) = ([0, 1[, B([0, 1]), A|o,17), on peut faire vivre une
suite de variables indépendantes suivant la loi uniforme sur [0, 1].

2
s . _ +o00 " (2j41)2¢ ) . 7
Démonstration. 11 suffit de poser Z; = 375 —*5 et d’appliquer consécu-

tivement les deux théorémes précédents. O

0.3 Inégalités; lois des grands nombres

Les variables de Bernoulli de parametre 1/2 ont leurs soeurs jumelles :
les variables de Rademacher qui valent 1 et —1 avec probabilité 1/2. Ainsi
X suit une loi de Bernoulli de parametre 1/2 si et seulement si ¥ = 2X — 1
est une variable de Rademacher.

Les sommes B, = X; 4+ ... X, et S, =Y, +---+Y, sont liées par
S, = 2B, — n. Ainsi, les (S,), qui forment une marche aléatoire sur Z,
sont liées a la loi binomiale. On transfére ainsi couramment et facilement les
résultats de I'un vers l'autre.

On sait par exemple que si les (Y;) sont des Rademacher indépendantes,
la loi des grands nombres dit que S, = Y] + -+ Y, vérifie S,,/n tend vers 0
presque strement. Peut-on faire mieux ? Oui.

Théoréme 4. Soient (Y;)i>1 des variables de Rademacher indépendantes.

Pour tout a > 1/2,

Yi+---4+Y, B
ne N

lim, . 0.

On va s’appuyer sur un lemme :
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Lemme 1. Soient (Y;);>1 des variables de Rademacher indépendantes. On
pose S, = Y1+ ---+Y,. Alors pour tout x > 0 et tout n >0 :

x?
P(|S, — ES,| > x) Zexp{ Qn}

Démonstration. Rappelons I'inégalité de Hoeffding (voir par exemple Garet—
Kurtzmann, page 346)

Proposition 1. Soit (X,,), une suite de variables aléatoires réelles indépen-
dantes. Supposons qu’il existe deux suites de réels (an)n>0 €t (by)n>o telles
que, pour tout n > 0, a, < b, et

Pla, < X, <b,) =1.

Posons S, = X1+ ...+ X,,. On a alors pour tout x > 0 et tout n >0 :

P(|S, — ES,| > ) < 2 2
n—ES,|>x) <2exp{—————= 7.
P im1(bi — a;)?
Ici, on peut prendre les bornes a,, = —1 et b, = 1, ce qui nous donne

2
P(|Sh] > 2) < QGXP(—R)-

On verra plus loin au chapitre B une forme plus générale de I'inégalité de
Hoeffding, qui s’applique a certaines variables dépendantes.

Mais pour I’heure, si on ne veut pas admettre I'inégalité de Hoeffding, il
est possible, dans ce cas particulier, de donner une preuve plus simple : on
a, pour tout a > 0

E aSy Eexc1\n
P(|S,| > z) < 2P(S, > x) < 2P(e*" > %) < 2 ¢ = (Ee) )

eOé.T eacc
On a + 2k + 2k 2
X « X « o
Ee*! = cosha = Z < Z —— =exp(—),
! (2k)! —0 2k k! 2
d’ou

P(|S,] > x) < 2exp(—fn.(a)) avec f,.(a) = axr — ncg.

Il faut évidemment rendre f,, ,(a) maximal, ce qui est facile puisque c’est un
polynéme du second degré : on prend a = x/n, d’ou

1'2
P(Sn| > ) < 2exp(=-)-
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On peut maintenant passer a la preuve du théoreme :

Démonstration. D’apres le lemme,

2e
B(|S,| > n'/*) < 2exp(=7-).

La série de terme général exp(—%s) converge (par exemple parce que ”726 >
2logn pour n assez grand), donc d’apres le lemme de Borel-Cantelli, presque

stirement |S,| < n'/2*¢ pour n assez grand, ce qui donne le résultat voulu. [

0.4 Variables de Rademacher et séries de Di-
richlet

0.4.1 Une série de Dirichlet aléatoire

Théoréme 5. Soit (c,)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes
identiquement distribuées avec P(c, = 1) = P(c, = —1) = 5. Alors la série
de terme général <& converge presque strement pour s > %

Démonstration. 11 s’agit de mettre ensemble deux résultats :
— un résultat d’analyse sur les séries de Dirichlet : si les sommes partielles
Sp = Yp_y Ck Vérifient s, = O(n®) pour un certain o > 0, alors la série
de Dirichet 3° £ converge pour s > a. o
— un résultat de probabilité : dans le cas qui nous intéresse, on a presque
stirement s, = O(n'/%*¢) pour tout £ > 0.
Le résultat de probabilité a été montré plus haut. Il n’y a plus qu’a montrer le
résultat d’analyse : On va montrer que la série de terme général 24 converge
deés que M = sup,> |s,n"% < +oo.

n Ck n 1
=1

n—1 1

- ; oe—f—a Z kk+1a+5

s, =l 1 1

= + D selae — )
note 1;1 kate (k + 1)a+5

1. Vous avez sans doute déja rencontré le cas ot o = 0 et ¢,, = e’

a 0 modulo 2.

avec # non congru
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Comme lim,,_,, —3%= = 0, la série de terme général 25 est de méme nature
que la série de terme général sk(ka% — m) Montrons que cette derniere

converge absolument. D’apres I'inégalité des accroissements finis, on a

1 1 < a+e
|ka+a B (k+ 1)a+a| — ka+a+1'

Comme |si| < ME®, on a alors

1 1 M(a+e¢)
’319( ate a+s>| < 1+e ’
k (k+1) kT
ce qui assure la convergence voulue. O]

Remarquons que si on connait la théorie des séries de variables aléatoires
indépendantes, on a une preuve beaucoup plus rapide, qui n’utilise pas la
transformation d’Abel : les variables ™ sont centrées, et le terme général de la
série des variances est 47%7 qui converge pour s > 1/2, donc la série converge
presque stirement (et aussi dans L?). Voir par exemple Garet—Kurtzmann,
page 344.

Remarque culturelle : notons u(n) la fonction de Moebius, définie par
p(n) = (=1)* si n est le produit de k& nombre premiers distincts, 0 sinon. si
vous parvenez & démontrer que pour la suite ¢, = p(n), on a s, = O(n'/?+)
pour tout € > 0, et donc que la série des @ converge pour s > 1/2; alors vous
avez démontré un résultat équivalent a la fameuse conjecture de Riemann :
les zéros non-triviaux de la fonction ¢ de Riemann sont tous de partie réelle
1/2. Pour voir que cette propriété entraine la conjecture de Riemann, voir
par exemple Colmez, pages 319-320.

0.4.2 Comportement au bord

Théoréme 6. Soit (¢,),>1 une suite de variables aléatoires indépendantes
identiquement distribuées avec P(c, = 1) = P(¢, = —1) = 1 On pose, pour
s> 1/2, (*(s) = X025 . Alors, on a la convergence en loi

1
V 2h§*(§ + h) = N(0,1) quand h tend vers 0 par valeurs positives
Démonstration. Posons Sy(s) = ZTJLO%. La fonction caractéristique de
Sn(s) vaut t — T ocos(-L). Comme (%) converge presque sfirement
vers e¢"(¥) e théoreme de convergence dominée nous donne
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d’ou n 1/2
> t¢(1+2h)~

. t) =[] cos(——7—

90%( ) n=0 ( n1/2+h )

Par ailleurs

exp(— H exp —*W)
On en déduit
C(142h)~1/2 t2¢(1 +2h)~1
[0 craseim (t) —exp(—— | < Z| /3t )—GXP(—gw)Y

NGE=D)

Mais il existe A tel que pour tout réel x | cos(z) — exp(—%)\ < Az*. On en
déduit pour h €]0,1] :

| () — exp(— o)) < —AE e 4 om)2 < AL (1 4 om)2
*(1/2 —exXpl—— —_— —
e DR PR — )

Il est bien connu que ((1 + k) ~ h™! au voisinage de 0 : on en déduit la

2 \ 7 \

convergence de @¢rayam (t) vers exp(—%), et donc, d’aprés le théoreme de
V<(1+2h)

Levy, la convergence en loi de &

CH(1/2+h) _ L
C(1t2h) vers N'(0,1), puis, avec I’équivalent

C(1+2h) ~ (2h)7!, la convergence en loi voulue.
Donnons une preuve courte de I'équivalent ((1 + h) ~ h~! au voisinage
de 0 : avec I'inégalité des accoissements finis, on a, pour h > 0

“+oo

1
> L g < 3 g <<

d’ou

Lyoq).

C1+h) =3
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0.5 Exercices sur les variables de Bernoulli

0.5.1 Exercices corrigés

Exercice 1. Considérons une suite (w,),>1 de variables aléatoires indépen-
dantes suivant la loi de Bernoulli de parametre p €10, 1[. Soit X la variable
aléatoire définie par :

2w
X = n.
=

On note v, la loi de X. Pour quelle(s) valeur(s) de p la variable X admet-elle
une densité par-rapport a la mesure de Lebesgue ? [ien vers Tindicafion [enl
izers la solution
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Chapitre 1
Equi-intégrabilité

Définition. On dit qu’une famille A de variables aléatoires définies sur [’es-
pace probabilisé (Q, F,P) est équi-intégrable (ou uniformément intégrable) si

limyy sy oosuPxe AB[IX] Lyixp=ary] = 0.

1.1 Premieéres propriétés

Remarque 1. — Une famille constituée d’une seule variable intégrable

est équi-intégrable.

— La réunion de deux familles équi-intégrables est équi-intégrable. Par
suite une famille finie de variables intégrables est équi-intégrable.

— Une famille équi-intégrable est toujours bornée dans L*.
En effet, si M est choisi tel que supxc E[|X| Lyxi>an) < 1, alors
comme | X| < M + |X| Lyx;>my, on a E[|X]|] < M + 1 pour tout
XecA

— Si la famille A est équi-intégrable et que pour tout Y € B, il existe
X € A avec |Y| < |X|, alors la famille B est équi-intégrable.

— Si la famille A est équi-intégrable, la famille (max(|X],|Y|))x,v)ea2
est équi-intégrable.
En effet, max(| X[, |Y']) Lpmax(xtypzan < X Lgxzan +HY [ Lgyizan
entraine

E[max (| X ], [Y]) Lmax(x,ymhemy) < E[IX| LixsanFE[Y | Ly san)-

— Par suite, sila famille A est équi-intégrable, la famille (X +Y)(x v)ea2
est équi-intégrable.
En effet, il suffit de remarquer que | X +Y| < 2max(|X]|, |Y]) et d’ap-
pliquer les remarques précédentes.

11
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Le résultat principal est le suivant.

Théoréme 7. Soit (X,,),>1 une suite équi-intégrable de variables aléatoires.
On suppose que X,, converge en loi vers X lorsque n tend vers l'infini. Alors
X est intégrable et la suite (EX,,)n>1 converge vers EX.

Pour ce résultat, on va avoir besoin d'un lemme intermédiaire.

Lemme 2. 5i (X,,)n>1 converge en loi vers X, alors E|X| < lim, ,, E|X,]|.

Démonstration. Comme |X,| converge en loi vers |X|, on peut se ramener
au cas ou les variables X, sont positives. On a pour tout n,

EX, = P(X, > t) dA(t).
(0,400

On sait que P(X,, > t) converge vers P(X > t) en tous les points de continuité
de Fx. Or les points de discontinuité de F'x sont au plus dénombrables, donc
P(X,, > t) converge A-presque partout vers P(X > ¢). On peut donc appliquer
le lemme de Fatou

EX = P(X > t) dA(t) = /{M i, P, > ) dA(H)

———Mn——+0o0
[0,+00]

< lim, .o 0 +OO[P(Xn > t) dA(t)

=lim, , EX,.

]

Remarque 2. Certains auteurs invoquent ce théoréme sous le nom de “lemme
de Fatou”.

On peut maintenant passer a la démonstration du théoreme.

Démonstration du théoréme [I. D’apres le lemme X est intégrable, donc { X,,;n >
1} U{X} est équi-intégrable. £ étant fixé, on peut trouver M tel que

suanIE[Xn ]]'{XnZM}] S € et E[X]]-{XEM}] S E. (].].)
Notons que

E[Xn] = E[Xo A M] + E[(X, — M)1ix, >3]
et E[X]=E[XAM]+E[(X - M)Lxsm)-

Comme 0 S (Xn — M):H-{XnZM} S Xn:ﬂ-{XnZM} et
0 < (X — M)Lx>my < XLix>a, on en déduit que

E[X,] — E[X]| < |E[X, A M] — E[X A M]| + <.
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Mais la fonction x — x A M est continue bornée sur R, donc, par définition
de la convergence en loi lim E[X, A M] = E[X A M], d’ou

n—-+00
Tim,,_, o [E[X,] — E[X]| <e,

et comme ¢ est quelconque, lim,_,, |E[X,] — E[X]| = 0, ce qui donne le
résultat voulu. ]

Remarque 3. On pourrait développer la notion d’équi-intégrabilité sur un
espace mesuré (pas nécessairement un espace probabilisé) en disant que (f,)
est équi-intégrable si

lim 4 ooSUp, >, / [fol Lgigaizary dpp = 0.

Dans ce cas, le theoreme I s’appelle théoreme de Vitali. Mais ce cadre est
beaucoup moins intéressant car la convergence presque partout jointe a l’équi-
intégrabilité n’implique pas la convergence des intégrales.

Exemple: On prend pour p la mesure de Lebesgue et f, = %]l[n,gn}. Pour
M > 1, on a sup,>, [ |ful Lqjp.=my dX = 0 et f, converge partout vers 0.
Cependant, l'intégrale de f,, est constante égale a 1.

1.2 Application a la convergence dans L’

Corollaire 1. Soit (X,,),>1 une suite de variables aléatoires. On suppose que
X, converge en probabilité vers X lorsque n tend vers l'infini. St la famille
(| X0|P)n>1 est équi-intégrable, alors X € LP et X,, converge dans LP vers X.

Démonstration. Si X,, converge en probabilité vers X, alors la suite (V)
définie par Y, = |X,, — X|P converge en probabilité, donc en loi, vers 0. La
suite | X, [P est équi-intégrable, donc | X|P est intégrable, soit X € LP.

11 reste a voir que (Y;,) est équi-intégrable, ce qui découle de I'inégalité

Y, < 2P max(|X,|,|X|?) et des remarques faites plus haut. Il suffit alors
d’appliquer le théoreme a la suite (Y;,)n>1. ]

1.3 Une condition suffisante d’équi-intégrabilité

La maniere la plus simple de montrer 1’équi-intégrabilité d’une famille est
de montrer sa bornitude dans L? pour un certain p > 1.
En effet si E[|X|?] < C pour tout X € A, on a pour tout X € A,

E|XP] _ C

| X7
]l{sz}] < Mrl = 1

Mp—1

E[|X[|1gxi>my] < E
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Ainsi, si (X,,),>1 converge en probabilité vers X et que la suite (X,,),>1 est
bornée dans L4, on sait que X,, converge vers X dans L? pour p < q.

1.4 Une version du lemme de Scheffé

On dit parfois que ’équi-intégrabilité est ce qui manque a la convergence
presque sfire pour avoir la convergence L'. Le théoréme suivant précise (et
renforce) cet énoncé.

Théoréme 8. Soit (X,,),>1 une suite de variables aléatoires positives, in-
tégrables, convergeant en loi vers une variable aléatoire X intégrable. On
suppose que EX,, tend vers EX. Alors les variables aléatoires (X,,)n>1 sont
uniformément intégrables.

Démonstration. Comme

E[X Lixsan] = E[X] - / P(t < X < M) dA(t)

[0,M]

est vraie pour toute variable aléatoire positive X, on a la convergence de
E[X, Lix,>my] vers E[X Lix>an] si M est un point de continuité de X.
On peut trouver M tel que E[X Lyx>ay] < €. Si M n’est pas un point de
continuité de F'x, on le remplace par un point de continuité M’ de Fx tel
que M' > M. Pour ng assez grand, on a E[X, 1;x,>n] < € pour n > ny.
Comme la famille finie X7, ..., X,,,—1 est équi-intégrable, il existe M" tel que
E[X, 1ix,>mn] < € pour tout n < ng.

Ainsi si on prend M; = max(M’, M"), on a E[X,, 1(x,>nm}] < e pour tout
n>1. ]

1.5 Caractérisation par I’équi-continuité

Théoréme 9. La famille A de variables aléatoires définies sur l’espace pro-
babilisé (2, F,P) est équi-intégrable si et seulement si elle est bornée dans L'
et vérifie
lim, ,psup  xeq E[|X] 14] =0.
AeF:P(A)<n
Démonstration. On a déja vu qu'une famille équi-intégrable est bornée. Main-
tenant Pour tout A€ F, X € Aet M >0, on a

[X[Ta < IX|Lgxzan + MLa.



1.6. EQUI-INTEGRABILITE D’UNE FAMILLE DE LOIS 15

Fixons € > 0. L’hypothese d’équi-intégrabilité nous dit qu’on peut trouver M
tel que pour tout X € A E[|X|1x>m}] < /2. Maintenant, pour n < 557,
pour tout X € A, P(A) < n entraine

E[IX|L4] < E[IX [Lxpsan] + MP(4) < e
Réciproquement, supposons que la famille A est bornée dans L' et vérifie

lim, ,osup  xeq E[|X] 14] =0.

AcFP(A)<n
Soit £ > 0. On peut trouver n > 0 tel que pour tout X € A, P(A) <17
entraine E[|X|14] < e. Maintenant, si M > Supxeﬂw7 si je pose A =
{IX]|> M}, onaP(A) < w <n, donc
E[|X|Lgxza] = B[ X|14] <e.
]

1.6 Equi-intégrabilité d’une famille de lois

Dans ce qui précede, 'équi-intégrabilité a été présenté comme une pro-
priété d’une famille de variables aléatoires définies sur un méme espace pro-
babilisé (€2, F,P). Cependant, si on convient de dire qu'une famille M de
mesures de probabilités sur R est équi-intégrable si et seulement

lim sup /
M—+00 neA R\[— M, M

} |z| dp =0,
on voit sans peine qu'une famille A de variables aléatoires sur (2, F,P) est
équi-intégrable si et seulement la famille M = {Px; X € A}.

Ainsi, I'équi-intégrabilité est essentiellement une notion qui concerne les
lois. En particulier, I’équi-intégrabilité d’une famille de variables aléatoires
ne dépend que de la famille des lois individuelles, pas des lois jointes.

Un grand nombre de remarques faites pour les familles de variables équi-
intégrables s’adaptent donc sans douleur aux familles de lois équi-intégrables.

En particulier le théoreme [@ admet la variante suivante :

Théoréme 10. Soit (p,)n>1 une suite équi-intégrable de mesures de proba-
bilité sur R. On suppose que p, converge en loi vers p lorsque n tend vers
Uinfini. Alors [g |x| dp(x) < 400 et la suite ([g x dpn(z))n>1 converge vers

Jrx dp(z).

On applique parfois ce théoreme a des suites de variables aléatoires qui
ne sont pas toutes définies sur le méme espace de probabilité.
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1.7 Exercices sur I’équi-intégrabilité
1.7.1 Exercices corrigés
Exercice 2. Soit (X,,) une suite de variables aléatoires positives avec

sup E[X,, log(1 + X,,)] < +o0.

n>1

Montrer que cette famille est équi-intégrable. [ien—vers Tindicafionl lien—verd
[a”solufion

Exercice 3. Soient (X1, Xs, ..., X,,) une suite de v-a i.i.d U[0, 1]. Soit Z,, =

n

"X, . N

==z Le but de I'exercice est de montrer que Z,, converge presque siire-
i=17""1

ment et dans L' vers 3.

1. Montrer la convergence presque sire.

2. Soit N un entier naturel. On pose Qn = (XN, X?)~2. Montrer que
pour tout n > N, on a

72 <144 + n2QN]l{Nn<n/3}u

ot Ny = 35 Lx,>1/2)-
3. Montrer que Qg est dans L?.

4. Montrer que (Z,),>1 est équi-intégrable. Conclure.

bien vers ['indication hhen vers la solition

Exercice 4. Soit X, suivant la loi binomiale B(n,2). Montrer que (X,)
est bornée dans L?. Retrouver alors simplement sans calcul 1'espérance et la
variance de la loi de Poisson. [en vers 'indicafion [en vers Ia solition

Exercice 5. Donner un équivalent en linfini de la suite (u,) définie par

n 2
n
U, = k . lien vers 'indication lien vers la solution
n
k
-\t

1.7.2 Exercices non corrigés

Exercice 6. Loi des grands nombres L.

Soit (X,)n>1 des variables aléatoires indépendantes identiquement distri-
buées avec un moment d’ordre 1. La loi faible des grands nombres nous
dit que la suite 21242 converge en probabilité vers E[X;]. Montrer que

n
(X,)n>1 converge dans L' vers E[X]. [en vers Iindicafion
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Exercice 7. Soient p et ¢ positifs des exposants conjugués, c’est a dire que
1/p+1/q = 1. Montrer que si (X,,),>1 est bornée dans L? et que (|Y;,|?)n>1
est équi-intégrable, alors la suite (X,,Y,),>1 est équi-intégrable. [[en~ersTind
Hicafion

Exercice 8. Soient (X,,),>1 une suite équi-intégrable et (U,,) une suite de
variables aléatoires indépendantes suivant la loi uniforme sur [0, 1]. On sup-
pose de plus que (Up,),>1 est indépendante de (X,,),>1. Pour 6 €]0, 1], on pose
Ny = inf{n > 1;U, < 0}, puis Zy = Xy,. Montrer que la famille (Zs)peo,1)
est équi-intégrable. [lenvers Tindicafion

Exercice 9. Soit (X,,) une suite de variables aléatoires positives. On suppose
qu’il existe une variable aléatoire intégrable X telle que

Vn>1 Vi>0 P(X,>t) <P(X >t).

Montrer que (X,,)n>1 est équi-intégrable. Henvers Tindicafion
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Chapitre 2

Espérance conditionnelle

2.1 Motivation

Soient (€2, F,P) un espace probabilisé; Aj,..., Ay une partition de Q et
X une variable aléatoire intégrable sur , F,P). Soit A la tribu engendrée
par la partition {Ay,..., Ay}

On s’intéresse aux expressions de la forme EX1 4, ou A € A.

Tout d’abord, on va remarquer qu’il existe une correspondance entre A
et P({1,...,N} : tout élément A € A peut s’écrire

pour un certain B € P({1,...,N}).
On a alors

N N N
E(X1,)=E (X Z]liijlAi> = E(LiepX1a,) =) LiepEX1y,

=1 =1 =1

Maintenant posons
N EX1,4.
X' = 14, L
2 LB,

En remplacant dans la formule précédente, on obtient

N
EX'1y = Y LiepEX'1y,

=1

Mais N
EX1,.
EX'1, = TEL1 1, =EX1, .
A; ]; IP’(A]-) A LA A,

19



20 CHAPITRE 2. ESPERANCE CONDITIONNELLE

I1 s’ensuit que pour tout A € A, on a

EX14=EX'1, (2.1)

Ce qui est intéressant ici, c’est que X’ a une propriété que X n’a pas en
général : en effet, X’ est A-mesurable (car c’est une combinaison linéaire
d’indicatrices d’éléments de A).

Si X’ est une variable aléatoire A-mesurable et telle que (1) est vérifiée,
on dit que X’ est une espérance conditionnelle de X par rapport a la tribu
A.

Nous savons donc construire des espérances conditionnelles par rapport
a des tribus finies. Le but de ce chapitre est de traiter le cas général et de
donner les premieres propriétés de ces objets.

2.2 construction

Lemme 3. Soient X' et Y’ des variables aléatoires intégrables et mesurables
par rapport a une tribu A. On suppose que pour tout A € A, on a

EX'1, <EY'l, (2.2)
alors X' <Y’ P presque sirement.

Démonstration. On pose A={X'>Y’} On a
EX'14 <EY'14.

Ainsi E(X'—Y")14 < 0. Mais (X' —Y")1,4 est positive, donc (X' —Y")14 =0
presque stirement. Ainsi P({X' =Y’} U A°) = 1, d’ou P(A°) = 1. O

Ainsi, si X’ et Y’ sont des espérances conditionnelles de X et Y par
rapport a la méme tribu, on voit que X <Y presque stirement entraine que
X' <Y’ presque stirement.

Cela a deux conséquences faciles, mais importantes : d’'une part, on voit
que l'espérance conditionnelle est unique, a un négligeable pres. D’autre part,
on voit que 'espérance conditionnelle préserve I'ordre, en particulier I’espé-
rance conditionnelle d’une variable (presque stirement) positive est (presque
stirement) positive.

Soit (£2, F,P) un espace probabilisé ; A une sous-tribu de F. Notons V; =
LYQ,F,P), Vo = L3(Q, F,P) et H=L*Q,A,P).

Ici, il convient de noter que les éléments V) et V5 sont des classes de
fonctions : LP(2, F,P) est le quotient de £P(), F,P) par la relation d’égalité
presque stire.
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Ainsi V5 est un espace de Hilbert dont H est un sous-espace fermé.
On a

Ve eV, Ex=(z1),

ou 1 représente la classe de la fonction constante égale a 1.
Notons P la projection orthogonale de V5 sur H : par définition on a

VieWge H (f—Pfg)=0.
En particulier si A € A, 14 € H, et donc

VieVy (f—Pf 14 =0, (2.3)
soit (f,14) = (Pf,14), soit

Efl, = EPfL,4.

En particulier

Ef = EPJ. (2.4)

L’équation (223) dit que Pf est un bon candidat pour étre I'espérance
conditionnelle. Les propriétés de positivité évoquées plus haut sont également
vérifiées, mais il faut étre un peu soigneux car I’on travaille ici avec des classes
de fonctions égales presque partout, non avec des fonctions.

Rappelons quelques propriétés simples : si F' et GG sont deux fonctions
mesurables qui sont égales presque partout, alors pour tout borélien A les
ensembles F71(A) = {F € A} et G7'(A) = {G € A} sont égaux & un
négligeable pres : cela signifie que

P(F~(A)AG™(A)) = 0.

En effet
{F e A}A{G € A} C {F # G},

donc P({F € A}A{G € A}) <P(F # G) = 0. Ainsi

[Lireay — Ligeay| = Lipeajafceay =0 P ps.

ce qui signifie que Lypcay et Lygeay ont la méme classe dans LP (avec p
quelconque).

Ainsi, si f € LP, il est licite de noter ljsc4; la classe de l'indicatrice de
{F € A}, ou F est un représentant quelconque de la classe f.

On peut ainsi parler des éléments positifs de L” : ce sont les éléments f
qui sont la classe d’une fonction positive.
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Pour tout f S Lp, on a f = fl = f(ﬂ.f>0+]].f:0+]lf<0) = f(]].f>0+]lf<0) =
fr=f",ouft = flypet [~ =—flsg. llest facile de voir que f+ = flsg
et fT = Jls>o

Démontrons maintenant ’analogue du lemme P11 : si f est un élément
positif de L2, on a

Eflprco =EPflpse

Mais f1ps<o est une classe de fonctions positives, donc Eflps.o > 0, tandis
que Pflps.o est une classe de fonctions négatives, donc EP f1psg < 0,
finalement Pflp;.g = 0, soit (Pf)” = 0, ce qui signifie que Pf est un
élément positif.

Soit maintenant f € L? :

Par linéarité, on a Pf = Pf* — Pf~, d’ol

IPfll < IPFFI+IPF L

Mais Pf* est positive, donc |[|Pf*|; = EPfT. En utilisant (24), il vient
que ||[Pf*|ly = EfT. De la méme maniere |Pf~||; = Ef~. Finalement, on a

IPfllh < Eff+Ef” =Elf|=Iflh

Ainsi, P prend ses valeurs dans H NV, = LY(Q, A, P) et définit une
application linéaire continue de (Va,||.|]1) dans (L'(2,A,P),|.]|1). Comme
V5 est une partie dense de Vi, 'application P admet un unique prolongement
linéaire continu P de (V4, ||.||1) dans (L*(2, A, P), ||.||1).

Ce prolongement a la méme norme d’opérateur :

vieL' |Pflli <Iflh

Par ailleurs, I'ensemble des (classes de) fonctions positives est fermé dans
L', donc la propriété de positivité est conservée par P :
Viel f>0= Pf>0

et
Vf,g€ L f>g= Pf>Py.

Cet opérateur P est Popérateur d’espérance conditionnelle sachant la
tribu A.
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Vérifions d’abord que P vérifie les propriétés fondamentales requises : P f
est A-mesurable et pour toute fonction f F-mesurable dans L', pour tout g
A-mesurable dans L,

Egf =EgPf (2.5)

Preuve : pour f dans L™, posons ¢,(f) = Egf et ¢,(f) = EgPf. On a
19f1 < Nlgllsclf1, A0t Jog(f)] < ([ fllocl[f1l1- Par ailleurs

[©g(F)l = 0s(PH < N fllocl LAl < N flloclLf 11

Ainsi ¢, et 1, sont deux formes linéaires continues sur V;. Comme elles
coincident sur V5 qui est dense dans V], elles coincident.

Pour tout f € Vi, on notera désormais E[f|A] = Pf.

On remarquera que telle que nous 'avons défini, 'objet E[f|.A] n’est pas
une variable aléatoire, mais une classe de variable aléatoires. En réalité, faire
la confusion entre les deux objets est sans risque puisqu’on ne s’intéresse
jamais aux valeurs en un w particulier, mais seulement aux intégrales sur un
ensemble mesurable, intégrales qui ne dépendent pas du représentant choisi.

2.2.1 Propriétés

D’apres le lemme B, on voit donc que les propriétés :Y A-mesurable et
VAe AEX1, =EY1, (2.6)

entrainent que Y = E[X|AJ.

Ainsi, si X est A-mesurable, on a évidemment E[X|A] = X. En particu-
lier, les fonctions constantes étant mesurables par rapport a n’importe quelle
tribu, on a pour tout réel ¢ E[c|A] = c.

Rappelons avec les nouvelles écritures quelques propriétés établies : on
suppose que X et Y sont intégrables et que a et b sont des constantes réelles :

— ElaX + bY|A] = aE[X|A] 4+ DE[Y | A]

— X <Y ps. = E[X|A] <E[Y|A] ps.

— X >0ps. = E[X|A] >0 ps.

— SiY est bornée et A-mesurable, alors EXY = E[E[X|A]Y].

Et voici quelques conséquences dont la preuve ne devrait pas laisser de
grandes difficultés au lecteur :

— EE[X]|A] =EX

— E[E[X|AJlA] = E[X].A

— [E[X].A)| < E[|X| |4

Un peu plus compliqué, le théoréeme de convergence dominée condition-
nel :
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Théoréme 11. Soit (X,,)n,>1 une suite de variables aléatoires convergeant
presque surement vers X. On suppose que

Vn > 11X, <Yp.s,
ou'Y est une variable aléatoire intégrable. Alors

E[X|A] = nETmE[X"’A]p'S'

Démonstration. Posons Z,, = supy-,, | X, — X|. (Z,)n>1 est une suite décrois-
sante de variables aléatoires qui tend presque stirement vers zéro. D’apres la
positivité de l'espérance conditionnelle, la suite E[Z,|A] est donc une suite
décroissante de variables aléatoires positives : elle converge donc vers une va-
riable aléatoire positive Z. Pour tout n > 1, on a Z < Z,,, donc EZ < [EZ,,.
Ainsi EZ < inf,>; EZ,,, mais pour tout n |Z,| < 2Y, donc d’apres le théo-
reme de convergence dominée EZ,, tend vers 0, ce qui montre que EZ = 0,
donc Z est presque stirement nulle. Ainsi E[Z,|A] tend presque slirement
vers 0. Finalement, pour tout n, on a

[E[X[A] - E[X,|A]] = [E[X — X,|A]l
< E[[X = Xaf [A]
< E[Z,|A],
ce qui entraine donc le résultat voulu. O

On en déduit en particulier le résultat trés important suivant :

Théoréme 12. Si Y est A-mesurable, que X et XY sont intégrables, alors
E[XY|A] = YE[X|A]

Démonstration. On va d’abord s’intéresser au cas ou Y est borné. Pour mon-
trer que YE[X|A] est une version de 'espérance conditionnelle de XY sa-
chant A, il suffit de montrer

— que YE[X|A] est A-mesurable

— que pour toute fonction Z A-mesurable bornée, ona EZXY = EZYE[X|A].
Le premier point est clair, car YE[X]|A] est le produit de deux fonctions
A-mesurables. Le deuxiéme point provient du fait que ZY est une fonction
A-mesurable bornée et de la propriété fondamentale de 1’espérance condi-
tionnelle.

Pour passer au cas général, il suffit de poser Y,, = Y1 |y|<,. D’apres ce qui
précede, on sait que pour tout n, on a

E[XY,|A] = Y,E[X|A.
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XY, converge presque siirement vers XY et |XY,| < |XY|. D’aprés le
théoréme de convergence dominée conditionnel, E[XY,,|A] converge presque
stirement vers E[XY|A]. Comme Y, converge presque siirement vers Y, on a
finalement

E[XY|A] = YE[X|A].
0

On va terminer cette section par quelques propriétés simples, mais utiles
liées a la mesurabilité.

Théoréme 13. Soit X une variable aléatoire intégrable, A et B deuz tribus
avec A C B. Alors
E[E[X|B]|A] = E[X]|.A].

Démonstration. Posons X' = E[E[X |B]|.A]. Soit Y une variable aléatoire bor-
née A-mesurable. Y est A-mesurable, donc YE[E[X|B]|A] = E[YE[X|B]|.A].
Par ailleurs, Y est B-mesurable, donc YE[X|B] = EXY|B, d'ou EY X’ =
E[EXY|B] = EXY. Ainsi, pour tout Y A-mesurable bornée, on a EY X' =
EY X. Comme X' est A-mesurable, cela montre bien que X' = E[X|A]. O

Théoréme 14. On suppose que A et B sont deuz tribus indépendantes sous
P. Alors, pour toute variable aléatoire intégrable X B-mesurable, on a

E[X|A] = EX.
Démonstration. Soit Y une variable aléatoire bornée A-mesurable.
E[YEX] =EYEX =EY X.

Comme la variable constante EX est a 1’évidence A-mesurable, cela acheve
la preuve. O

Le résultat suivant peut également parfois étre utile :

Théoreme 15. Si X est une variable intégrable, A et B des tribus telles que
B est indépendante de o(o(X),.A), alors

E[X|o(A, B)] = E[X] A

Démonstration. Par linéarité, en écrivant X = X — X~ on peut se ramener
au cas ou X est positive. Comme Y = E[X|A] est o (A, B)-mesurable, il suffit
de montrer que l'on a E[1¢X] = E[1¢Y] pour tout C' € (A, B). Comme
C— E[1cX] et C — E[1¢Y] sont des mesures finies, il suffit de les identifier
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sur un m-systéme qui engendre o (A, B) : on prend naturellement les ensemble
de la forme C' = AN B, avec A € A et B € B. Et, en effet, on a

E[lcY] = E[l4lzY]
= E
~ E
= E[1p14X] = E[1cX],

ce qui conclut la preuve. O

2.2.2 Inégalité de Jensen

Théoréme 16. Soit X une variable aléatoire intégrable a valeurs dans l’in-
tervalle I. Soit f une fonction continue convexe de I dans R. On suppose
que f(X) est intégrable. Alors, pour toute tribu A, on a

FE[X]A]) < E[f(X)]A].

Démonstration. Pour donner du sens a l'inégalité, remarquons d’abord que
E[X|A] € I presque stirement. En effet, il est bien connu si X > a presque
stirement, on a alors E[X|A] > a presque stirement. Cependant, on va voir
que si X > a presque stirement, on a encore E[X|A] > a presque stirement.

Par linéarité,on se ramene au cas ot a = 0. On suppose donc que X > 0
et on pose Y = E[X|A]. On sait déja que Y > 0 presque slirement. Reste
a montrer P(Y = 0) = 0. Comme "événement {Y = 0} est .A-mesurable,
on a Elyy—gnX] = E[ly—o Y] = 0, donc 1y—py X = 0 presque slirement.
Comme X > 0 presque siirement, on a 1y—g = 0 presque siirement, donc
P(Y =0)=0.

Soit @ une famille dénombrable de fonctions affines ¢ telles que

vrel o)< f(a).
Soit ¢ € . On a presque stirement
p(X) < f(X).

On a donc E[p(X)[A] < E[f(X)|A]. Mais comme ¢ est une fonction affine,
E[p(X)[A] = o (E[X]|A]). Ainsi,

Vped o(E[X]A]) <E[f(X)[A]
Comme ® est dénombrable, on a alors

sup p(E[X[A]) < E[f(X)[A].

ped



2.2. CONSTRUCTION 27

Il reste donc a démontrer que la famille peut étre choisie de telle sorte que,
presque stirement, au point x = E[X|A], on ait sup{p(z);¢ € ®} = f(z)
En tout point rationnel ¢ de I, on considere I'application affine ¢, tan-
gente a droite (ou a gauche) au point ¢ a la courbe représentative de f.
On prend alors ® = (¢,)4erng- L'application x +— sup 4 () est convexe,

continue, et coincide avec f sur I N Q, donc, par densité et continuité, sur
I. m

Pour retenir quel est le sens de ’égalité, prendre la fonction convexe
p(x) = |z|.

2.2.3 Espérance conditionnelle sachant une variable (ou
un vecteur) aléatoire

Le cauchemar des conventions d’écriture

Soient A est un événement, A une tribu.

On note fréquemment P(A|A) = E[14]|.A].

Si Y, X, Xi,...,X, sont des variables aléatoires (ou des vecteurs aléa-
toires), on note fréquemment

E[Y|X] pour E[Y|o(X)], et encore E[Y'| Xy, ..., X, ] pour E[Y|o(Xy,...,X,)].

Par ailleurs, si X est une variable aléatoire (ou un vecteur aléatoire), il
est bien évident que E[Y'|X] est o(X)-mesurable. Alors, d’apres le lemme de
Doob, il existe une application mesurable f telle que

E[Y[X] = f(X) (2.7)

On écrit souvent E[Y|X = x| = f(x) pour signifier que 'application f
vérifie ’équation (E20). Bien stir, il s’agit d’un abus d’écriture car la propriété
est une propriété globale de la fonction, qui n’a pas de sens point par point,
puisqu’en général (par exemple si la loi de X est a densité) 1'événement
{X = z} est de probabilité nulle.

Il est plus facile de donner un sens a cette espérance conditionnelle — et
aussi de la calculer — dans le cas ou X est une variable aléatoire discréete.

Théoréme 17. Soit Y € L'(Q, F,P), X une variable aléatoire sur (0, F,P),
et D un ensemble fini ou dénombrable avec P(X € D) =1 et P(X =n) >0
pour tout n dans D. Alors, E]Y|X] = g(X) avec

VneD g(n)= M,
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ce qui s’écrit encore

E[l{x=nY]
v D EY|X=n=—17—"7—.
n e Y| n P(X = n)
Elix_nY
Démonstration. Pour tout n dans A, posons g(n) = IP[)(;(X_})] Soit A C
=n

D. Pour tout n dans A, on a
EY Lix—n] = g(n)P(X =n) = E[g(n)1ix=n}] = E[g(X)1{x=n)]
En faisant la somme sur tous les n € A, on obtient
E[YT1{xea] = Elg(X)1{xecay]

Comme tous les éléments de o(X) peuvent s’écrire sous la forme {X € A}
avec A C D et que g(X) est évidemment o(X )-mesurable, on a bien I'iden-
tification voulue. O

Corollaire 2. Soit X une variable aléatoire sur (2, F,P), et D un ensemble
fini ou dénombrable avec P(X € D) =1 et P(X =n) > 0 pour tout n dans
D. Soit A un événement. Pour toutn € D, on a

Efiponls _ P{X =n}nA)
P(X =n) P(X =n)

E[L4|X = n] = — P(A|X =n).

Ceci justifie que l'on écrive P(A|X) pour E(14|X) sans qu’il y ait conflit
entre les différentes conventions d’écriture.
Des techniques de calculs utiles

La premiere technique n’est que la particularisation de la formule précé-
dente au cas d’un vecteur aléatoire.

Corollaire 3. Soit Y € L'(Q, F,P), X,..., X, des variables aléatoires sur
(Q, F,P) a valeurs dans S dénombrable, avec pour tous xi,...,x, dans S
P(X) =x1,..., X, =x,) > 0. Alors, E[Y | Xy,..., X,]| = g(X1, ..., X,) avec

-----

VneD g(n)=

ce qui s’écrit encore

E[].{Xlzml ..... Xn:-’En}Y]

V(xl,...,xn)ESn ]E[Yle:xlavXn:xn}:P<X — X —x )
1 =41y An — 4n
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On laisse au lecteur le soin de particulariser I’énoncé dans le cas ou Y est
I'indicatrice d’'un événement.

Les théorémes et corollaires précédents permettent, dans le cas de va-
riables aléatoires discretes, de calculer des espérances conditionnelles a 'aide
d’opérations “classiques” sur les probabilités. En retour, les propriétés des
espérances conditionnelles permettent souvent de simplifier des calculs de
probabilités. Car exemple, on peut noter que

P(Xi=z1,..., X, = 2,) = E(Lix,=01,.... X))
(Lxi=ar X 1me, 3L Xn=20})
(E(Lxi=a1, X120, 1 x=a} [ X1, -0, X))
(Lxi=ar, Xn1me, ME(Lx,=a} [ X1, -0, X))
( e Xal1))

Ce genre de manipulations sera tres utile dans le cadre de I'étude des
chaines de Markov.

Un autre cas pratique tres important est celui ou la variable conditionnée
est une fonction de deux variables indépendantes.

Théoreme 18. Soit X et Y deux vecteurs aléatoires indépendants, res-
pectivement a valeurs dans R™ et RP. Soit g une application de R™ x RP
dans R. On suppose que g(X,Y) est une variable aléatoire intégrable. Alors
Elg(X,Y)|X]| = G(X), avec

G(z) = /g(:r,y)dPy(y) =Eg(z,Y).
Autrement dit, Elg(X,Y)|X = z] = E[g(z,Y)].

Démonstration. D’abord, il faut vérifier que G est défini Px presque partout.
Pour cela, il faut montrer que pour Px presque tout z : [ |g(z,y)|dPy (y) <
+00. Pour cela, il suffit de montrer que

/</|9(x’y)|dpy(y)> P (z) < +o0,

ce qui découle facilement du théoreme de Tonelli et de I'intégrabilité de g(x, y)
sous Py ® Py.



30 CHAPITRE 2. ESPERANCE CONDITIONNELLE

Soit maintenant A un borélien de R™ :
E1o(X)G(X) = [ 14(@)G(x)dPx(x)
= [1a@) ([ gla.p)dPr (1)) dPx(@)
= /ﬂA(Jf)g(fv,y)d(Px ® Py)(z,y)

= /]lA(x)g(x,y)d(PX,Y)(%w
= EL4(X)g(X,Y)

Bien sir G(X) est o(X)-mesurable, ce qui achéve la preuve. ]
Dans le méme ordre d’idée, le résultat suivant peut également étre utile :

Théoréme 19. On suppose que les vecteurs (X,Y) et (X', Y") da valeurs dans
R™ x R? ont méme loi, que Y est intégrable avec E[Y|X] = f(X). Alors

EY| X' = f(X').

Démonstration. Bien sir, f(X') est o(X’)-mesurable. Il suffit donc de faire
la vérification :

E[14(X)Y'] = E[1a(X)Y] car (X,Y) et (X', Y’) ont méme loi
= E[14(X)f(X)] par définition de 'espérance conditionnelle
E[14(X")f(X")] car X et X’ ont méme loi,

ce qui donne le résultat voulu. O
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2.3 Exercices sur ’espérance conditionnelle

2.3.1 Exercices corrigés

Exercice 10. 1. Soit X une variable aléatoire intégrable, N une variable
aléatoire a valeurs dans N. Soit Y une variable aléatoire intégrable
o(N)-mesurable.

Montrer que Y est une version de E[X|N] si et seulement si pour tout
entier n € N E[]l{N:n}Y] = E[:ﬂ_{N:n}X]

2. Soit (X,,)n>0 une suite de variables aléatoires indépendantes suivant
la loi de Bernoulli de parametre ¢g. On suppose que 1 + T suit la loi
géométrique de parametre p et que T est indépendante de o ((Xj),~,).
On pose U = X; + Xy + -+ + X7 (avec U = 0 si T = 0). Calculer
E[U|T).

Lien vers ['indication hen vers la soliition

Exercice 11. On reprends ’énoncé du (b) de I'exercice précédent. Détermi-
ner des réels a et § tels que E[T|U] = aU + (. Genvers Tindicafion [fen verd
[asoMufion

Exercice 12. On note Q5 = {(21,...,7ps) € {0,1}"*; 2 2, = n}. On
note i, la loi uniforme sur €,;. On note Q,;, la mesure de probabilités

définie par

B o B ,Mn,b(A N {131 — 1}>
Qn,b(A) - 'u“’b(A| t= 1) N Nn,b(xl = 1> .

1. Onnote Xy, ..., X, les projections canoniques de €2, , dans R. Mon-
trer que la loi de (Xa, ..., X,4p) sous Q5 est fiy—1p.

2. On suppose que (X7, ..., X4p) suit la loi p,p. On note T' = inf{k >
0; Xy41 = 0}. T représente le nombre de boules noires tirées dans
une urne contenant n boules noires et b boules blanches, ou 'on effec-
tue une série de tirages en s’arrétant au tirage de la premiere boule
blanche. Montrer que E[T] = ;% (on pourra procéder par récurrence
sur n, en conditionnant par le premier tirage).

lien vers ['indication lien vers la soliition

2.3.2 Exercices non corrigés

Exercice 13. Soient X et Y deux variables aléatoires intégrables indépen-
dantes. Calculer E[(1 4+ X)(1 + V)| X]. Hen~vers Tindicafion
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Exercice 14. Soient X,..., X,, des variables aléatoires indépendantes iden-
tiquement distribuées admettant un moment d’ordre 1. Calculer

E[X:[(X, + Xa+ ... X))

lien vers ['indication

Exercice 15. Soient X et Y indépendantes, avec X ~ B(n,p) et Y ~
B(n',p). Calculer E[X|X + Y]

— par un calcul direct

— en utilisant le résultat de I’exercice précédent.

lien vers ['indication

Exercice 16. Soient X1, ..., X, des variables aléatoires indépendantes sui-
vant la loi uniforme sur [0, 1]. On note X (1), ..., X' (n) les abscisses réordonnées
de la plus petite a la plus grande. On pose

M, =max(X(i+1) - X(@);1<i<n-—1).

Le but de I'exercice est de montrer que EM,, = O(™2).

1. Montrer que pour toute variable aléatoire réelle X a valeurs dans [0, 1]
et tout h réel positif, on a

EX <h+P(X > h).
2. Pour ¢ € {1,...,n}, on note

Montrer que
{M, > h} = UL, Ai(h).
3. On pose
Montrer que 14,(h) < Lix,<1-nyYi(h).

4. Montrer que
E[Y;(h)|X;] = max(X;, 1 — h)"!

5. En déduire que P(A4;(h)) < (1 —h)™

6. Conclure.

bien vers ["indication
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Exercice 17. On suppose que la loi du couple (X, Y) sous P admet la densité
(z,y) — f(z,y) par rapport a la mesure p ® v. Montrer que

o Jaf(xy)du(o)
XY = = e du(e)

(On commencera par élucider les abus de langage de 1’énoncé).
Montrer que pour toute fonction ¢ mesurable telle que ¢(X) est intégrable,

sy =)= L)

lien vers [Mndication

Exercice 18. Soient X et Y deux variables aléatoires a valeurs dans un
ensemble dénombrable D. Montrer que pour toute fonction ¢ bornée, et
pour tout i € D avec P(X =14) >0, on a

Elp(V)|X =i =) P(Y = j|X = i)p(j).

jeD
lien vers [Mndication
Exercice 19. Soit
2 -1 1
M=|-1 2 1
1 1 2

1. Montrer qu’on peut construire un vecteur gaussien centré (X,Y,7)
admettant M comme matrice de covariance.

2. Calculer E[X|Y, Z].

lien vers ['indication

Exercice 20. Soit

M=

N O W

0 2
2 1
1 2

1. Montrer qu’on peut construire un vecteur gaussien centré (X,Y, 7)
admettant M comme matrice de covariance.
2. Calculer E[X|Y, Z].

3. Soit ¢ une fonction mesurable bornée telle que p(X) est intégrable.
Montrer que

Elp(X)IY = 9,2 = 2] = [ ¢(@)fy.(x) dA(@).
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ol f,. est la densité de la loi normale N'(—2y + 3z, 0?), ol

2 (M — (1,2 -2y,
0 = (Mwv,v) avec v (,3, 3)

Lien vers 'indication

Exercice 21. Soit (Y,,),>1 une suite de variables aléatoires positives inté-
grables, A une tribu quelconque. Onpose Y = lim,, ,. Y, et Z =lim, ,, E[Y,|A].
Le but de I'exercice est de montrer que si Z est fini presque stirement, alors

Y est également fini presque stirement.
1. Soit M > 0. Montrer que E[1ysan|A] =lim,_,, E[Liy, ] Al
2. Montrer que pour tout n > 1, on a ME[Lyy, >an|A] < E[Y,|A]

3. En déduire que E[1{y | A] tend presque stirement vers 0 lorsque M
tend vers 'infini.

4. Conclure.

lien vers ['indication

Exercice 22. Soit (R,),>o une suite décroissante d’entiers naturels, avec
Ry = N. On pose, pour n >0, S,11 = R, — Rpy1 et F, = 0(S1,...,5,). On
pose T' = inf{n > 0; R,, = 0}. On suppose en outre que

\V/k’ Z 1 E[1T>k—1(sk - 1)|.Fk_1] — 0
1. Montrer que pour tout entier naturel non nul k£, on a
P(Sy =0,T > k) = E(1rsi(Se — 1)T).

En déduire que P(T' < +00) = 1.
2. Que peut-on dire de la suite (M;);>1 définie par

M;=> 1ps4(Sp—1) 7

k=1

3. En déduire la valeur de E[T].

4. Application : On considere n personnes. On met leur nom dans une
urne. Chacun tire un nom. Ceux qui ont tiré leur nom se retirent et on
recommence avec les autres. On demande le nombre moyen de tirages
qu’il faut faire pour "éliminer" tout le monde.

lien vers ['indication




Chapitre 3

Martingales

3.1 Définitions

3.1.1 Filtrations et martingales

Soit (€2, F, P) un espace probabilisé.
Définition: On appelle filtration toute suite croissante (F,)n,>o de sous-
tribus de F.
Définition: Soit (X,,),>0 une suite de variables aléatoires et (F,)n>o une
filtration. On dit que la suite (X, ),>0 est (Fn)n>0 adaptée si pour tout n,
X,, est F,-mesurable.
Définition: Soit (X,),>0 une suite de variables aléatoires. On appelle fil-
tration naturelle adaptée a la suite (X,,),>o la filtration définie par F,, =
O'(Xo,Xl, cee Xn)
Définition: Soit (F,,),>0 une filtration et (X, ),>o une suite de variables
aléatoires. On dit que la suite (X,,),>0 est une martingale adaptée a la filtra-
tion (Fp)n>o si

1. la suite (X,;)n>0 est (Fn)n>0 adaptée

2. Pour tout n, X,, est intégrable.

3. Pour tout n, X,, = E[X,1|F,].
Exemples:

1. Soit (F,)n>0 une filtration, X une variable aléatoire intégrable. La
suite définie par X,, = E[X|F,] est une martingale

2. Soit (X,),>1 une suite de variables aléatoires indépendantes centrées.
On pose pour toutn > 1: F, = o(Xy,... X,,) et S, = X1+ Xo+... X,,.
Alors, (S,,)n>1 est une martingale adaptée a la filtration (F,)n>1.

Remarque: Une martingale est toujours adaptée a sa filtration naturelle.

35
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3.1.2 Différences de martingales

Si X, est une martingale adaptée a la filtration (F,,),>0, la suite Y;, définie
par Y, = X, — X,,_; vérifie

Vn>1 E[Y,|F.]=0. (3.1)

Réciproquement, si la suite (Y;,),>1 est adaptée a la filtration (F,,),>0 et vé-
rifie B, la suite des sommes partielles définie par X,, = Y1 +---+7Y,, est une
martingale adaptée a la filtration (F,,),>0.

Définition: On appelle une telle suite (Y,,) une différence de martingale.

Remarque: Si la suite de différences de martingale (Y,,),>1 est dans L?) la
variable Y,, est orthogonale a toutes les variables Z de carré intégrable qui
sont F,_j-mesurables. En particulier, les (Y},),>1 forment une suite orthogo-
nale dans L2

Comme on le verra dans les exercices, les martingales sont souvent utiles
pour éudier des suites de variables aléatoires qui ne sont pas elles-mémes des
martingales. Mettre en évidence une martingale a partir d’une suite n’est pas
toujours facile. Une bonne idée est de commencer par exhiber une différence
de martingale. Par exemple, si (X,,),>0 est une suite intégrable quelconque,
(Xns1 — E[Xp41]Xo, - . - Xp])n>o est toujours une différence de martingales.

3.1.3 Sous-martingales, sur-martingales

Définition: Soit (F,),>¢ une filtration et (X,),>0 une suite de variables
aléatoires. On dit que la suite (X,,),>0 est une sous-martingale adaptée a la
filtration (F,),>o si

1. la suite (X,)n>0 est (Fn)n>0 adaptée
2. Pour tout n, X,, est intégrable.
3. Pour tout n, X,, < E[X,41|F,]

Définition: Soit (F,),>o une filtration et (X,,),>0 une suite de variables
aléatoires. On dit que la suite (X,),>0 est une surmartingale adaptée a la
filtration (F,)n>0 si

1. la suite (X,,)n>0 est (F,)n>0 adaptée
2. Pour tout n, X,, est intégrable.
3. Pour tout n, X,, > E[X,,41|F,].
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Proposition 2. Soit (X,,),>0 une suite de variables aléatoires intégrables.
La suite (EX,,)n>0 est

— décroissante si la suite (X,)n>0 est une surmartingale.

— croissante si la suite (X,)n>0 est une sous-martingale.

— constante si la suite (X,)n>0 est une martingale.

Démonstration. On va juste prouver la premiere assertion. Pour tout n, on
a XTL 2 E[XnJrl'Fn]
En prenant l'espérance, on a E[X,,| > E[E[X,,1|F,]] = E[X,11]. O

3.2 Premieres inégalités

3.2.1 DMartingales et fonctions convexes

Théoréme 20. Soit (F,).>0 une filtration et ¢ une fonction conveze.

— Sila suite (X,,)n>0 est une martingale adaptée a la filtration (F,,)n>o0 €t
que les (p(Xy))n>0 sont intégrables, alors la suite la suite (p(X,))n>0
est une sous-martingale adaptée a la filtration (F,)n>o-

— Si la suite (X,)n>o0 est une sous-martingale adaptée da la filtration
(Fn)n>0, que @ est croissante et que les (p(Xy))n>0 sont intégrables,
alors la suite (p(X,))n>0 est une sous-martingale adaptée a la filtra-
tion (Fpn)n>0-

Démonstration. — Comme X, = E[X,,11]|F,], ona p(X,,) = ¢(E[X,11]|Fn]) <
E[o(X,41)|Fn], d’apres 'inégalité de Jensen conditionnelle.
— X,, < E[X,,11|F,] entraine, avec I’hypotheése de croissance ¢(X,,) <
©(E[X,41]|Fn]) et on conclut comme précédemment avec I'inégalité de
Jensen conditionnelle.

]

Exemple: En particulier, si une suite (X,,),>0 de variables aléatoires posi-
tives est une sous-martingale de carré intégrable, alors la suite (X?2),>0 est
une sous-martingale.

3.2.2 Inégalité de Kolmogorov

Théoréme 21. Soit (X,,),>0 une sous-martingale. Pour tout a > 0, on a

1
P(max X; > a) < —E|X,,|.
a

1<i<n
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Démonstration. Notons 7 = inf{i > 1; X; > «a}. 1l est clair que

{52?5%)(" >a} ={r <n}.

Soit k entre 1 et n : I’événement 7 = k est Fi-mesurable, donc d’apres la
propriété de sous-martingale, on a

EXn1i—ry] = E E[X 1oy | Fi] = E Lrmng B[ X | Fi] > E Lo X
Mais 1y Xy > adgr—py. Ainsi, en intégrant, on obtient
E X, L1ir=ry] > oP(1T = k).
En faisant la somme pour k variant de 1 & n, on obtient
EX,1ir<pny] > oP(1 < n).
Si (X,,)n>1 est une sous-martingale positive, on a fini, car alors
EX, > E[X,1;<ny] > aP(7 < n).

Sinon, comme (X;1),>1 est une sous-martingale positive, on peut lui appli-
quer le résultat que l'on vient de démontrer, et I'on a

1 1
P(max X; > a) = P(max X; > o) < —EX, < —E|X,,|,
o} a

1<i<n 1<i<n

ce qui donne le résultat voulu. O

3.3 Convergence des martingales de carré in-
tégrable

Théoréme 22. Soit (X,),>0 une martingale adaptée a la filtration (F,)n>1
telle que

supEX? < +o0.

n>1
Alors (X,,)n>0 converge presque strement et dans L* vers une variable X
de carré intégrable.

Démonstration. La convergence quadratique s’obtient par des méthodes hil-
bertiennes classiques : comme L? est complet, il suffit en effet de montrer que
la suite (X,),>0 est de Cauchy. Soit p < n entiers. Comme X,, est dans L?,
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on sait que E[X,,|F,] = X,, est le projeté orthogonal de X, sur le sous-espace
des variables F,-mesurables. Ainsi, on peut écrire 'identité de Pythagore :

IXall3 = 136113 + 11X — X515,

ou encore
EX? =EX? +E(X, — X,)%.

Il est alors clair que la suite (EX?),>; est croissante : elle converge donc
vers a = sup,;»; EX? que nous avons supposé fini. Soit ¢ > 0 et N tel que
a>EX2> o —¢e? pour n > N. Alors, pour n,p > N, on a |1 X — X,ll2 <,
ce qui contre bien que la suite est de Cauchy, et donc convergente.

On va maintenant montrer la convergence presque sire. Pour cela, on va
montrer que la suite (X,,),>1 est presque stirement de Cauchy, c’est a dire que
Ry, = sup, ;, | Xi;—X;| tend presque stirement vers 0. Comme la suite (R, )n>
est monotone décroissante, il suffit de montrer qu’elle admet une sous-suite
qui converge presque strement vers 0. Pour démontrer que (R,),> admet
une sous-suite qui converge presque stirement vers zéro, il suffit (voir le cours
de licence) de montrer que R,, converge en probabilité vers 0.

Soit donc € > 0. On a

{Rn > 6} C U’iZn{|Xn — Xz| > 5/2}
Ainsi
P(R,>¢) < P(sup|X, — X;| >¢/2)
>n

< P(sup |X, — Xi| > ¢/3).
>n

D’apres le théoreme de continuité séquentielle croissante, on a

up P( sup |X, — X;| > ¢/3).

=S
N>n n<i<N

P(sup | X, — X;| > ¢/3)
i>n

La suite (X,, — X;),>; est une martingale, donc la suite ((X,, — X;)?),>;
est une sous-martingale positive : on a donc

9
P( sup |X, — X;* > €?/9) < SE(X, — Xn)*.
n<i<N €
Ainsi 9
P(R, > ¢) < = sup E(X, — Xy)?,
€ N>n
cette derniere suite tend bien vers 0, puisque (X,,),>1 converge en moyenne

quadratique.
O
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3.4 Temps d’arréts

On dit que variable aléatoire T' & valeurs dans N U {+o00} est un temps
d’arrét adapté a la filtration (F,,),>0 si pour tout n € N, I'événement 7' < n
est JF,,-mesurable.

Comme {T' = n} = {T < n}\{T' < n — 1}, il s’ensuit que T = n est
également F,,-mesurable.

Exemple: Toute constante est un temps d’arrét adapté a toute filtration.

Démonstration. Si T est constant, {T" < n} ne peut valoir que 2 ou &, et
est donc toujours dans F,. [

Exemple: Si (X,,),>1 est une suite de variables aléatoires (F,),>1-adaptée
a valeurs dans S et A un borélien de S, alors

Ty=inf{n > 1; X, € A}

est un temps d’arrét (F,),>1-adapté.

Preuve : {Ty <n} =Up_ {X; € A}.
Définition: On dit qu'un événement A se produit avant 71" si pour tout n,
I'événement AN {T < n} est F,-mesurable.
Remarque: Si deux temps d’arréts S et T adaptés a la filtration (F,,),>0
vérifient S < T, alors tout événement qui se produit avant S se produit avant
T.

Démonstration. Soit A se produisant avant S. Comme S < T, on a {T <
ntNA=(AN{S <n})N{T <n}. Comme A se produit avant S, AN{S <
n} € F,. Par définition d'un temps d’arrét, {T' < n} € F,. On en déduit
que {T' < n}NA € F,. Comme n est quelconque, A se produit avant 7. [

Proposition 3. Soit T' un temps d’arrét adapté a une filtration (F,)n>o-
L’ensemble Fr des événements qui se produisent avant T forme une tribu.

Démonstration. — Montrons que @ € Fr. Pour tout n, on a g N{T <

n} =@ € F,, car toute tribu contient @ donc on a bien @ € Fr.

— Soit A € Fr. Montrons que A € Fr. Soit n entier. On a A°N{T <
n} ={T < n}\(AN{T < n}). Les événements {T' < n} et AN{T < n}
sont tous deux F,-mesurables, donc A°N {T < n} est bien dans F,.
Comme n est quelconque, A¢ € Fr.

— Soit (A4,),>1 une suite d’éléments de Fr. Il faut montrer que A =
Up>14, € Fr Soit n entier. On a

ANAT < n} = Upoi(A, N (T < n}),
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A est réunion dénombrable d’éléments de F,,, donc A € F,,, et finale-
ment A € Fr.
O

Remarque: T est F; mesurable.

Démonstration. 11 suffit de montrer que pour tout t € R {T" < t} € Fr. Soit
n € N : Si on note ¢ la partie entiere de ¢, on a

(T<t)n{T<n)={T<idn{T<n}={T <iAn}€ Fin C Fu.
L]

Théoréme 23 (Théoreme de Hunt). Soit (F,)n>o0 une filtration et (X,,)n>0
une sous-martingale adaptée a la filtration (Fy,)n>0-
Soient S et T deux temps d’arréts (F,)n>0-adaptés bornés avec S < T.
Alors
E[X7|Fs] > Xs.

Démonstration. 11 s’agit de montrer que pour tout événement A Fs-mesurable,
on a EX;1, > EXgl,y. Soit M un entier déterministe tel que l'on ait
S <T < M. Posons A, = X, — X1, avec X_; = 0. Notons, que comme
(X,,) est une sous-martingale E1gAy est positif pour tout ensemble B F,_1-
mesurable. On a

M
E(X7 — X5)1a) = E(_ Arlscr<rla)
k=0

M
= Y EAL{scr<rina
k=0

Pour conclure, il reste donc a voir que {S < k < T} N A est Fj_j-mesurable,
ce qui vient de I'identité

{S<k<T}NA={S<Ek-1}nA)N(T <k-1)"

On en déduit facilement les deux résultats suivants :

Corollaire 4. Soit (F,,)n>0 une filtration et (X,,)n>0 une surmartingale adap-
tée a la filtration (F,)n>o0-
Soient S et T deux temps d’arréts (F,)n>0-adaptés bornés avec S < T.
Alors
E[X7|Fs] < Xs.
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Corollaire 5. Soit (F,)n>0 une filtration et (X,,),>0 une martingale adaptée
a la filtration (Fp)n>o-
Soient S et T' deux temps d’arréts (Fy,)n>0-adaptés bornés avec S < T.
Alors
E[Xr|Fs] = Xs.

Théoréme 24 (Théoreme d’arrét). Soit (F,)n>0 une filtration et (X,)n>o
une sous-martingale adaptée d la filtration (Fy,)n>0. Soit T un temps d’ar-
rét adapté a la filtration (Fp)n>0. Alors la suite (Xunr)n>o0 est une sous-
martingale adaptée a la filtration (Fy,)n>o0-

Démonstration. Soit A un événement F,,-mesurable et n un entier. On a

ElaXpminar = ElaXgioarlir<ny + E1aXoiarlirsny

EXoarlalir<ny + EXpiarlalirsny

Pour l'instant, on a juste utilisé que quand T'< n,on a (n+ 1) AT =
T=nAT.

Montrons que AN{T > n} est F, r-mesurable : soit p un entier ; on doit
montrer que AN{T >n}N{n AT < p} est dans F,. Si n > p, 'intersection
est 'ensemble vide, donc est F,-mesurable. Sin < p, alors {n AT < p} =,
donc

AN{T >n}n{n AT <p} =An{T >n} e F, C F,.

Ainsi, en appliquant le théoreme de Hunt aux temps d’arréts (n+ 1) AT

et n AT, on a
EX i iarlalirsny = EXoarlalizsyy

D’ou

ElaXminar = EXoarlalir<ny + EX(parlalizsn
Il:4:)(7”L/\T]lA]l{TSn} + IE)(n/\T]lA:]1{T>n}
IELXvn/\T:ﬂ-A

AVARLY,

ce qui acheve la preuve.

On en déduit facilement les deux résultats suivants :

Corollaire 6. Soit (F,,)n>0 une filltration et (X,)n>0 une surmartingale adap-
tée a la filtration (Fp)n>0. Soit T un temps d’arrét adapté a la filtration
(Fn)ns0- Alors la suite (Xuar)n>o est une surmartingale adaptée a la filtra-
tion (Fn)n>0-
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Corollaire 7. Soit (F,,)n>0 une filtration et (X,,)n>0 une martingale adaptée
a la filtration (F,,)n>0. Soit T un temps d’arrét adapté a la filtration (F,,)n>o-
Alors la suite (Xpar)n>0 est une martingale adaptée a la filtration (F,)n>o0-
Remarque: Certains auteurs appellent « théoreme d’arrét »ce que nous
avons appelé « théoreme de Hunt ». En fait, ces deux résultats sont équi-
valents. Ici, nous avons choisi de démontrer le théoreme de Hunt et d’en
déduire le théoreme d’arrét, tandis que d’autres auteurs (par exemple Baldi,
Mazliak et Priouret) font le choix inverse.

Les deux lemmes suivants seront utiles par la suite. Leur preuve releve
des méthodes classiques.

Lemme 4. Soit (F,)n>0 une filtration et (X,,)n>0 une martingale adaptée a
la filtration (F,)n>0. Soit T un temps d’arrét adapté a la filtration (F,)n>0-
Alors, la variable aléatoire 1yp« oy X7 est Fp-mesurable.

Démonstration. 11 suffit de voir que pour tout borélien de R, I’événement
{1{r<400} X7 € A} est Fp-mesurable. Soit n un entier : on a

{]]-{T<+oo}XT S A} N {T < n} = Uign{Xz‘ S A; T = ’L},
qui est bien F,-mesurable. O

Lemme 5. Soit (F,)n>0 une filtration et (A,)n>0 une suite d’événements
adaptée a la filtration (F,)n>o0. Soit T un temps d’arrét adapté a la filtration
(Fn)n>o0- Alors, la variable aléatoire S définie par

S(w) =inf{n > T(w);w € A,}.
est un temps d’arrét.
Démonstration. 11 suffit de remarquer que pour tout n
{S <n}=U<, A N{T <i},

qui est clairement JF,,-mesurable. O

3.5 Convergence des martingales bornées dans
Ll

3.5.1 Théoréme des traversées montantes

Théoréme 25. Soit (X,,),>1 une sous-martingale a,b deuz réels avec a < b.
On note Ul le nombre de traversées montantes de a d b entre les instants
1 et n. Alors, on a

E(X, —a)"

EU[a,b] <
"o b—a
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(Xn—a)*t
b—a

est croissante et convexe, (Yn)nZI est une sous-

Démonstration. Posons pourn >1:Y, =

la]) et que p(z) = &7
martingale.
Posons 19 = 0, et pour k£ > 1

:comme |Y,| < ﬁ(|Xn|—|—

o =inf{n > m_1; X, < a}

et

7 = inf{n > o3; X,, > b}.
En utilisant le lemme B, on voit facilement par récurrence que les (oy) et les
(1) sont des temps d’arrét. D’autre part, par construction, on a 75 < 07 <

71 <0< <0, STy

On a
U =3 1, <ny.

k=1

Montrons que 1, <ny < Yurr, — Yone, il y a trois cas possibles
— siog >mn,alors 7, >n:ona

:H-{Tkgn} =0= Yn - Yn = Yvn/\'r;c - Yn/\ak-

— siop <7, <n,alorsona Y., =Y, > 1tandis que Y,p,, =Y, =0,
de sorte que

:[]-{Tkﬁn} =1 S YTZ/\Tk - Yn/\ok'

— sl op < n <7, alors Yya, =Y, > 0 tandis que Y,pp, = Y,, =0, de
sorte que

ﬂ{Tkgn} =0< Yn/\Tk - Yn/\ak-
On a donc

Uiba’b] S Z Y?’L/\Tk - YTL/\O'k'
k=1

On peut écrire

Yn_)/() - )/’I'/\TL_YTO/\H

n

n
= Z YTk/\TL - }/kal/\n
k=1

n

- Z(YTkATL - Yak/\n) + (Ycrk/\n - Ykal/\'l’L)
k=1
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Il s’ensuit que

n

lad] < Y, -Y - Z Younn — Yo_ian
k=1

n
S Yn - Z Yok/\n - Y:rk,l/\na
k=1

soit, en prenant ’espérance
EUM <EY, — 3 E[Yonn — Yo ianl.

k=1

Mais o An et 7,_1 An sont des temps d’arréts bornés avec 7,1 < gy. D’apres
le théoreme de Hunt, on a donc, en réintégrant, E[Y,, nn — Y, _,an] > 0, d’olt

EUY < EY,,

ce qui était le résultat voulu. [

3.5.2 Le théoreme de convergence de Doob

Théoréme 26. Soit (X,,),>1 une sous-martingale. Les quantités

K = supnzl]E[XJr] et L = sup,-,E[|X,|]

n

sont simultanément finies ou infinies. Si elles sont finies, la suite (X,)n>1

converge presque surement vers une variable aléatoire X intégrable, avec
E|X|<L.

Démonstration. On a pour tout n,
E(Xy) < B(1X.]) = E(2X, - X,) = 2E(X,]) — E(X,) < 2E(X,]) — E(Xo),

d'ou K < L <2K —E(Xjy). Passons a la preuve de la convergence.

Faisons d’abord une remarque d’analyse : si une suite (z,,),>1 ne converge
pas dans R, alors il existe deux rationnels a et b tels que la suite (Tn)n>1
traverse une infinité de fois l'intervalle [a,b] de bas en haut : pour cela, il
suffit de considérer deux rationnels a et b vérifiant lim, ,, z, < a < b <
lim,,_, 0o ®y. Ainsi, si I'on note U [@5] le nombre de traversées de l'intervalle
[a,b], on a

{X,, ne converge pas dans R} C Ua<b7(a7b)e@2{U[a7bl = +o0}.
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Cette réunion est dénombrable. Pour achever la preuve, il suffit donc de
montrer que pour tout couple (a,b) avec a < b, on a

P(UY = +00) = 0.

Cependant on a par convergence monotone EUY = lim E[Ul*H] <
K+

bfltf' d’apres le théoreme des traversées montantes et la définition de K.

Comme Ul*Y est intégrable, elle est presque siirement finie.

n—-+00

Ainsi (X,,),>1 converge presque stirement vers un élément X de R. D’apres
le lemme de Fatou, on a E|X| = Elim,, ,, | X,| < lim, , E|X,| < L. Ainsi,
| X | est intégrable, ce qui implique qu’elle prend presque stirement ses valeurs
dans R.

]

Corollaire 8. Soit (X, )n,>0 une surmartingale positive intégrable adaptée
a la filtration (Fp)n>1. Alors (X,)n>0 converge presque sirement vers une
variable X, telle que E[X ] < E[Xj].

Démonstration. (—X,)n>0 est une sous-martingale. Comme E(| — X,,|) =
E(X,) < E(Xj), on applique le théoreme avec L = E[Xj]. O

3.5.3 Martingales inverses

Soit (F)n>0 une suite décroissante de sous-tribus de F. On dit qu'une
suite (X,)n>0 de variables aléatoires intégrables est une surmartingale ren-
versée adaptée a la filtration (F,,),>0 si

— Pour tout n > 0, X, est F,,-mesurable.

— Pour tout n > 0, E(X,|Fni1) < Xpia.

Théoréme 27. Une surmartingale renversée (X,) adaptée d la filtration
(Fn)n>o0 converge presque stirement vers une variable aléatoire X, mesurable
par rapport a la tribu Foo = N,50F5.

Démonstration. On procede comme dans le théoreme de Doob : si I'on note
Ulat (resp. Ul**) le nombre de traversées de traversées de l'intervalle [a, b]
(resp. le nombre de traversées entre 0 et n), on a par convergence monotone
EUEY = lim, ,  E[U®Y]. Cependant, la suite (X,, X, —1,...,Xo) est une
surmartingale, donc d’aprées le théoreme des traversées montantes, on a pour
tout n : E[UH] < W. Ainsi EUY < W < +00. On conclut
comme dans la preuve du théoréme de Doob. O



3.6. APPROXIMATION L' PAR DES MARTINGALES 47

3.6 Approximation L' par des martingales

Le but de cette section est de démontrer les deux théorémes suivants :

Théoréme 28 (Convergence L' des martingales). Soit (F,),>1 une filtra-
tion de lespace (2, F,P). On note Foo = 0(Up>1Fy)). Soit Z une variable
aléatoire possédant un moment d’ordre 1. On pose Y, = E[Z|F,]. La suite
Y, converge presque sirement et dans L' vers E[Z|F.)]

Théoréme 29 (Convergence L' des martingales inverses). Soit (2, F,P)
un espace probabilisé, (G,),>1 une suite décroissante de sous-tribu de F .
On note Goo = My51Gn. Soit Z une variable aléatoire possédant un moment

d’ordre 1. On pose Z, = E[Z|G,]. La suite Y,, converge presque sirement et
dans L' vers E[Z|Gy]

On va s’appuyer sur un lemme utile dans les deux preuves.

Lemme 6. Soient C et D deux tribus, a > 0. Pour Z wvariable positive
intégrable, on a

IE[Z|C] - E[Z|D]|| < |[E[Z A alC] - E[Z A a[D]|l
+ 2E[Z1{ 754}

Démonstration. On a
E(ZIC) — E(Z A alC) = E((Z - a)L724)[C)

Comme l’espérance conditionnelle est une contraction dans L', on a
IE(Z]C) —E(Z AalC)|ly < E((Z — a)Liz>a})-

De méme,
[E(Z|D) — E(Z Aa|D)|y <E(Z — a)liz>a})-

En utilisant I'inégalité triangulaire dans L', on obtient I'inégalité voulue. [

Passons aux preuves des théoremes.

Démonstration. Par linéarité, avec Z = Z* — Z~, il suffit de traiter le cas ou
Z > 0. On peut également supposer sans restriction que EZ > 0. D’apres le
théoreme de convergence des martingales de Doob, on sait que (Y;,) converge
presque stirement. Montrons que (Y;,) est de Cauchy dans L'. Soit ¢ > 0.
Par convergence dominée, on peut se donner a tel que E(Z1z-q) < /3.
La suite E(Z A a|F,,) est une martingale, bornée dans L? ( par a) , donc qui
converge dans L2, et & plus forte raison dans L',
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Ainsi, la suite E(Z A a|F,) est de Cauchy dans L' : on peut trouver N
tels que pour n,p > N, ||E(Z Aa|F,) —E(Z Aa|F,)|1 < /3. Avec le lemme,
on a |E(Z|F,) — E(Z AalF,)|1 < e pour n,p > N, ce qui montre que la
suite (Y,,) est de Cauchy dans L', donc convergente dans L'. Notons Y’ la
limite. Il reste a voir que Y’ = E[Z|F]. Pour tout n, ¥, est F,-mesurable,
donc F-mesurable, et la limite Y’ est F.-mesurable.

Fixons un entier naturel n. Soit A € F,,. Pour p > n, comme A € F,, on
a E[Z14] = E[Y,14], donc

|E[Z14] — E[Y'14]| = [E[Y,14] — E[Y'1,4]|
<E(|Y, - Y'|14) <E|Y, - Y|

Finalement |[E[Z14] —E[Y'14]| <ImE|Y,-Y'| =0, dou E[Z14] = E[Y'14].
En particulier, prenant A = Q, on a E(Z) = E(Y”’). Les applications A —
% et A— % sont des mesures — ce sont en fait des mesures a densité
par rapport a P. Ce sont méme des probabilités. D’apres ce qui précedent, ces
deux probabilités coincident sur U,>1F,) qui est un Il-systéme engendrant
Foo : elles coincident donc sur F., ce qui montre que Y est bien une version
de I'espérance conditionnelle de Z sachant F..

]

Les deux preuves sont assez semblables, la deuxiéme étant peut-étre un
peu plus facile. On suggere donc a la lectrice de lire la premiere preuve, puis
d’essayer de faire la seconde preuve seule avant de lire la preuve proposée.

Démonstration. Par linéarité, avec Z = Z+ — Z—, il suffit de traiter le cas ou
Z > 0. D’apres les théoremes de convergence des surmartingales renversées,
on sait que (Z,) converge presque stirement. Montrons qu’elle est de Cauchy
dans L'. Soit € > 0 et prenons a tel que E(Z1{z-qy) < /3.

La suite E(Z A a|G,,) est une martingale renversée : elle converge presque
stirement. Mais une suite de variables aléatoires qui converge presque stire-
ment et est uniformément bornée par une constante converge dans L. Ainsi,
il existe N tel que pour n,p > N, ||[E(Z Aa|G,) —E(Z ANalG,)|l1 < e/3, ce qui
entraine avec le lemme que ||E(Z]|G,) —E(Z Aa|G,)|[1 < e pour n,p > N : la
suite (Z,) est de Cauchy dans L', donc convergentes dans L'. Notons Z’ la
limite. Il reste & voir que Z' = E[Z|G].

Fixons n. Pour p > n, Z, est G,-mesurable, donc G,-mesurable, et la
limite Z’ est G,-mesurable. Mais si Z’ est G,-mesurable pour tout n, elle est
Goo-mesurable. Soit A € G,,. Comme A € G,, on a E[Z14] = E[Z,14], donc

IE[Z14] — E[Z'14]] = [E[Z,14] — E[Z'14]]
< E(|Z, — Z'|14) <E|Z, — Z'|



3.7. DECOMPOSITION DE DOOB (*) 49

Finalement [E[Z14]—E[Z'1,4]| < imE|Z,—Z'| = 0, ot E[Z14] = E[Z'14] :

Z' est bien une version de I'espérance conditionnelle de Z sachant G.. O]

3.7 Décomposition de Doob (*)

Définition: On dit qu'un processus (F,),>o- adapté (C,),>0 est un processus
croissant prévisible si Cy = 0, C,, < C,41 et si C, 41 est F,-mesurable.

Théoréme 30. Toute sous-martingale (X,)ge0 sécrit de maniére unique
comme somme d’une martingale (M,),>0 et d’un processus croissant pré-
visible intégrable (Cy,)n>0.

Démonstration. Supposons qu’une telle décomposition existe : on a alors

E[Xn—‘rl - Xn|~’rn] = E[Mn—i-l - Mn|Fn] + E[Cn—&—l - Cn|fn]
= 0+ (Cn—i-l - On)
= CYn+1 - Cm

car (M,),>0 est une martingale et C,, 11 — C), est F,-mesurable. Comme
Cy = 0, on doit nécessairement avoir

Cp = S E[Xip1 — Xi|F.

<n

Chaque terme de la somme est bien dans F,,_; et est positif, car (X,,),>0 est
une sous-martingale, donc C), est bien croissant prévisible. O]

On présente maintenant une jolie application de la Décomposition de
Doob. On va donner une nouvelle preuve du théoréeme de Hunt, basée sur
son corollaire relatif aux martingales (lequel peut bien siir se montrer sans
utiliser la version sous-martingale du théoréeme de Hunt, voir par exemple
Stroock).

Corollaire 9 (Théoréme de Hunt, version 2). Soit (F,),>0 une filtration et
(Xn)n>0 une sous-martingale adaptée a la filtration (F,)n>o-
Soient S et T deuz temps d’arréts (F,)n>o-adaptés bornés avec S < T.
Alors
E[Xr|Fs] > Xs.

Démonstration. On écrit la décomposition de Doob X,, = M, + A,,, avec la
martingale (M, ),>o et le processus croissant prévisible intégrable (Ci,),>o0.
Xr = My + Cr > My + Cg, car (Cy,),>0 est croissant. Donc E[X7|Fg] >
E[M7|Fs] + E[Cs|Fs]. D’apres le théoreme de Hunt sur les martingales,
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E[Mr|Fs] = Mg. D’autre part , le processus (C,,),>0 est adapté, donc d’apres
le lemme B, Cs est Fg-mesurable et E[Cs|Fs] = Cs. Finalement, E[X7|Fg| >
Mg+ Cg = Xg. L]
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3.8 Exercices sur les martingales

3.8.1 Exercices corrigés

Exercice 23. Soit @ € R. Soit (U,),>1 une suite de variables aléatoires
indépendantes suivant la loi uniforme sur [0,1]. On définit par récurrence
une suite X, par Xg =a et X, 11 = U, + (1 — Upyp) X2

1. Montrer que la suite (X,,),>0 est une sous-martingale.
2. On suppose maintenant que a € [0, 1].

(a) Montrer que (X,,),>0 converge presque stirement vers une variable
aléatoire X*.

(b) Donner la valeur de X*-
lien vers 'imdicafionl lien vers [a solifion

Exercice 24. Urne de Polya

Une urne contient des boules de m couleurs différentes. On suit le procédé
suivant : on prend au hasard (avec équiprobabilité) une boule dans 1'urne,
puis on la replace dans I'urne en méme temps qu’on y ajoute S boules de la
couleur tirée. On s’intéresse au comportement asymptotique de la répartition
des couleurs dans 1'urne.

On modélise le probléeme comme suit : on suppose que l'urne contient
initialement d; boules de couleur 1, ..., d,, boules de couleur m. On pose
d=dy+---+d,,. On se donne un vecteur déterministe (By, ..., By) a valeurs
dans {1,...,m} de telle sorte que d; est le nombre d’apparitions de ¢ dans
la suite By,...,Bg. On prend maintenant (U,),>1, une suite de variables
aléatoires indépendantes telles que pour tout n, U, suive la loi uniforme sur
{1,...,d+ (n —1)S}. On définit alors par récurrence les suites (B;);>q et
(T}.)n>1 en posant, pour n > 1 :

T, = By, puis, pour i entre 1 et S : Byyiy(n-1)s = Tn.

(B;)i>1 représente la suite des couleurs des boules successivement ajoutées
dans l'urne, tandis que (7;);>; représente la suite des tirages.

On note V,, = i;”fs ep, : Vy représente le vecteur des effectifs des dif-
férentes couleurs avant le n 4+ 1-ieme tirage. On a donc Vy = (dy, ..., dy).
Notons que par construction V,,; = V,, + Ser,,,. On pose Vi=(V,,e) :
c’est le nombre de boules de couleur ¢ dans I'urne avant le n-iéme tirage.

Pour n > 1, n note F,, la tribu engendrée par Uy, ..., U, ; on pose égale-
ment Fy = {@, Q}.

1. (a) Montrer que pour tout n > 1 et pour tout i entre 1 et S, Byi(n—1)5-+4

est F,,-mesurable.
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) Montrer que Vi, =Vi+ S SdtnS 11{Un+1:k}]l{Bk:i}
) En déduire que E[V/! ,|F,] = V! +
)
)

d+Sn
,L. .
Montrer que (%)@0 est une martingale.

En déduire que la suite de vecteurs aléatoires V,,/(Sn+d) converge
presque slirement vers un vecteur aléatoire W.

(f) Montrer que pour tout n > 1 et tout ¢ € {1,...,m}, on a P(T,, =

i) =%,

. Dans la suite de 'exercice, on va chercher a déterminer la loi de W.

On a besoin a cet effet de quelques rappels sur les lois de Dirichlet. Par

définition, la loi de Dirichlet de parameétre (ay,...,a,,) est la loi du
vecteur (Yq,...,Y,,) = (X1+X1+X e leffiX ), ou Xy,...,X,, sont

des variables aléatoires mdependantes avec pour tout ¢ entre 1 et m :
X; ~ I'(a;,1). On peut démontrer (et c’est en fait la seule propriété
des lois de Dirichlet qui sera utile ici) que pour toute suite d’entiers
(b1,...,bpn), on a

o Blatt) o D)
HY B(a) B(a) I(Z2 @)

(a) Soit m > 1, (t1,...,t,) € {1,...,m}". Montrer que

dd+S)...(d+(n-1)S)

]P’(Tl :tlaTn:tn):

(3.2)
ol a; est le nombre d’apparitions de ¢ dans la suite tq,...,t,, puis
que
P(Tl - tl; .. T — t <H Y&,) (33)
ol le vecteur (V7,...,Y;,) suit la loi de Dirichlet de parametre £
Remarque : pour k entre 1 et n, on pourra avoir intérét a noter a¥
le nombre d’apparitions de ¢ dans la suite ¢q,..., .
(b) Montrer que pour toute suite d’entiers ay, . . ., a,, avec aj+. . . Gy =
n, on a

]P’((Vn—d)/S:(al,...,am)):(ab m) HlY
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On rappelle que le coefficient multinomial (a " ) est, par dé-
1,02;-.,0m

finition, le nombre d’applications de {1,...,n} dans {1,... ,m}

prenant a; fois la valeur 7. On a la formule du multinéme :

m n n m a
<Zj=1Xj> - Z(al,...,mm) (al, az;, . .. ,am> Hk=1ka’

ou la sommation a lieu sur les m-uplets d’entiers naturels de somme
n.

(¢) On note ¢, (u) la fonction caractéristique du vecteur (V,, — d)/S.
Montrer que

ou(u) = (i y)

(d) Montrer que V,,/(Sn + d) converge en loi vers Y.
(e) Identifier la loi de W.

Toute la preuve semble reposer sur lidentité miraculeuse (B3). En
réalité, ’équation (B22) entraine que les T; sont échangeables, c’est a
dire que leur loi est invariante par permutation d’un nombre fini de
coordonnées. Dans ce cas, un théoreme de De Finetti-Hewitt—Savage
entraine que conditionnellement a une certaine tribu 7, les T; sont
indépendants et de méme loi. Ici, par exemple on peut démontrer que

P(Ty =t1,... T, = t|W) = [[ Wa,,
=1

ce qui entraine (B33).

lien vers I'indication lien vers la solnition

3.8.2 Exercices non corrigés

Exercice 25. Soient 71 et 73 des temps d’arréts adaptés a la filtration (F)>o.
Montrer que 7 = max(7y,72) est un temps d’arrét et que F, = o(Fy,, Fr,).
Lhen vers 'indication

Exercice 26. Soit (X,,),>1 une suite de variables aléatoires indépendantes
identiquement distribuées admettant un moment d’ordre 3 et vérifiant EX; =
EX} =0 et EX? = 1. On note F,, = (X, ..., X,) et on pose

k=1



o4 CHAPITRE 3. MARTINGALES

1. On pose Y;, = 52 —3nS,,. Montrer que (Y},),>1 est une martingale par
rapport a la filtration (F,)n>1.

2. Soient a, b, ¢, d des réels. On pose
Q(z,t) = 2° + axt + bx + ct + d.

Pour quelles valeurs du quadruplet (a,b, ¢, d) la suite Z,, = Q(S,,n)
forme-t-elle une martingale rapport a la filtration (F,)n>17

Lien vers 'indication

Exercice 27. Soit (X,,),>1 une surmartingale (F,),>1-adaptée. On suppose
que les (X,,)n>1 ont toutes la méme loi.

1. Montrer que (X,,),>1 est une martingale.

2. Montrer que pour tout réel a les suites (X, — a);fZl et (Xn —a),>
sont des martingales.

3. En déduire que pour n > p > 1, X,, est presque stirement supérieur
ou égal & a sur I'événement {X, > a}.

4. En déduire que (X,,),>1 est presque slirement constante.

lien vers ['indication

Exercice 28. Soit (X,,),>1 une suite de variables aléatoires indépendantes
identiquement distribuées dont la loi commune est non dégénérée et a support
compact. On pose S, = X1 + - + X,,, p(t) = log EetX1 et

t _ _tSn—np(t)
Y =e .

1. Montrer que (Y)!),>1 est une martingale par rapport a la filtration
naturelle associée aux (X,,),>1.

2. On suppose désormais que t est non-nul. Montrer que ¢(t/2) < ¢(t)/2.

3. En déduire que (Y!),>1 converge presque stirement vers 0.

4. Retrouver ce résultat a partir de la loi forte des grands nombres.

Len vers [Mndication

Exercice 29. Retour sur les théorémes d’approximation L' par des martin-
gales

Lors de la preuve des théorémes de convergence d’approximation L' par des
martingales (théorémes et 29) , on a vu qu’une étape importante de la
preuve était de passer de la convergence presque sfire a la convergence L.
Pour cela, on s’est appuyé sur le lemme B. Une solution un peu plus longue,
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mais éclairante, est de passer par ’équi-intégrabilité.
Soit X une variable aléatoire intégrable sur (€2, F,P). Montrer que la

famille de variables E(X|G), ou G décrit I’ensemble des sous-tribus de F est
équi-intégrable. Conclure. [envers Tindicafion

Exercice 30. Soit a € [0,7/2]. Soit (U,)n>1 une suite de variables aléatoires
indépendantes suivant la loi uniforme sur [0, 1]. On définit par récurrence une
suite X,, par Xo = a et X,,41 = Uy,41sin X,,. Montrer que (X,,),>1 prend des
valeurs positives, puis que la suite (2" X,,),>0 est une surmartingale. [ienvers
[Mndicatiod

Exercice 31. Arrét optimal pour une marche aléatoire.

On considere le jeu suivant. J’ai un pion qui se déplace sur les entiers compris
entre 0 et n. A chaque point ¢ € {1,...,n — 1} est associé un somme f(7)
strictement positive (on la prolonge par f(0) = f(n) = 0). On prolonge
encore f en une fonction continue par morceau définie sur [0,n] en posant
fOk+(1=0)(k+1))=0f(k)+(1—0)f(k+1) pour tout k € {0,...,n—1}
et tout 0 €]0, 1[.

Mon pion part d’'un point iqg € {1,...,n — 1}; a chaque étape, je peux
décider de partir avec le gain correspondant a ma position actuelle, ou alors
lancer une piéce équilibrée qui me donnera ma position suivante (juste a
droite si 'pile’; juste a gauche si 'face’). Si je touche 0 ou n je ne gagne rien
et je suis éliminé. Quelle stratégie adopter ?

Ce probleme revient a trouver un temps d’arrét 1" optimal pour la marche
aléatoire. Notons X,, la position de mon pion a l'instant n, et F, la tribu
engendrée par Xo, ..., X,.

1. Soit g une fonction concave supérieure a f. Montrer que (¢(X,))nen
est une surmartingale.

2. Soit T" un temps d’arrét fini p.s. Montrer que
E(f(X7)) < E(9(X7)) < g(io)-
3. Notons ¥ I’enveloppe concave de f, c’est a dire
U(z) = inf{g(x); 9 € S()},

ou S(f) est 'ensemble des fonctions concaves de [0, 7] dans R qui sont
supérieures a f. Montrer que

E(f(Xr)) < (o).
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4. Montrer que ¥ est une fonction concave. Soit |s,t[C [0,n] tel que
{z € s, t]; f(x) = ¥Y(x)} = {s,t}. Montrer que VU est affine sur [s,t].
5. On définit Ty, = min{n € N, f(X,,) = V(X,,)}, ainsi que

A =min{j > ip, f(j) = ¥(j)} et B = max{j <o, f(j) = ¥(j)}.
Calculer E(f(X7,,,)) en fonction de f(A) et f(B), et en déduire que

E(f(X1,,,)) = W(io).

lien vers 'indication

Exercice 32. Soit (X,,),>1 une suite de variables aléatoires indépendantes
centrées, de variance 1. Montrer que la série de terme général Y,, = a, X; ... X,
converge presque stirement et dans L?. [[en vers I'indicafion




Chapitre 4

Compléments de théorie de la
mesure

4.1 Rappels de topologie

4.1.1 Topologie produit

Si les (E;,d;) sont des espaces métriques, on définit une distance sur
[[:=F E; par

“+oo “+oo
V(x,y) € H E; d(z,y) = ZQ” arctan d;(z;, ;).
i=1 i=1

Notons 7; la projection sur la i-ieme coordonnée : m;(x) = z;.
La suite (2(™),,>; converge vers z si et seulement si pour tout i (m;(x™),>; =

(xl("))nzl converge vers x; = m;(z).
Démonstration. En effet, on a d’un c6té I'inégalité
d;(x}, z;) = tan(arctan d;(z?', 2;)) < tan(2'd(2", x)).

Ainsi, si d(z™, x) tend vers 0, d;(z},z;) tend vers 0. Réciproquement, si
d;(z}, z;) tend vers 0 pour tout i, on a

— Vi>1 lim, o2 arctand;(x;, %) = 0

— Vi>1 VYn>1 [27%arctand;(x;, z7)| < 27'7m/2

— Yiz127'm/2 < 400
Ainsi, le résultat annoncé découle du théoreme de convergence dominée pour
la mesure de comptage. [

Corollaire 10. Un produit dénombrable d’espaces métriques complets est
complet.

57
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4.1.2 Espaces polonais

Définition. On introduit les deux définitions suivantes :
— Un espace métrique est séparable s’il contient une partie dénombrable
dense
— Un espace polonais est un espace métrique complet et séparable.

Par exemple, R muni de la métrique usuelle est un espace polonais : R
est complet et Q est dense dans R.

Théoréme 31 (Lemme de Doob). Soient Qq,Qy des ensembles. On suppose
que X est une application de 1 dans g, que Fo est une tribu sur 2s. On
note alors Fy la tribu engendrée par X, c’est a dire la plus petite tribu Fi qui
rende Uapplication X (1, F1) — (2, F2) mesurable. Alors, si (E,B) est un
espace polonais muni de sa tribu borélienne, les fonctions (1, F,) — (E, B)
mesurables sont celles qui s’écrivent sous la forme

Y = f(X),
ot f est une application (Qo, F2) — (E, B) mesurable.

Démonstration. Prenons Y une variable (21, 1) — (£, B) mesurable et mon-
trons qu’elle s’écrit sous la forme demandée (le sens inverse est immédiat).
On commence par traiter le cas ou Y ne prend qu’un nombre fini de va-
leurs yi, ..., y,. Pour tout k entre 1 et n, {y,} € &, donc Y '({y}) € Fi.
Mais les éléments F; sont exactement les images réciproques par X des élé-
ments de Fp, donc il existe Ay € Fy, avec Y ' ({yx}) = X *(Ax). Si l'on pose
f(z) =k gl 4, il est alors clair que f est une application (Qy, F2)—(E, B)
mesurable et que Y = f(X).

Pour traiter le cas général, on a besoin d’une technique d’approximation :
considérons une suite (y,),>1 d’éléments de £ qui est dense dans E. On pose
alors pour tout y € F :

on(W) = > ] Mawwosawar T Lidwwo>dwumive-
k=11i<k k<i<n

Comme les fonctions y +— d(y, y;) sont continues, elles sont (F, B)— (R, B(R))-
mesurable. Ainsi, les fonctions y — d(y, y;) —d(y, yx) sont (E, B)— (R, B(R))-
mesurables : on en déduit que les ensembles {d(y, y;) > d(y,yx)} et {d(y,y;) >
d(y,yxr)} sont dans B, puis que ¢, est (E,B) — (E, B)-mesurable. ¢, (y) est
I’élément le plus proche de y parmi yy, ...,y (on prend celui de plus petit
index en cas d’égalité). Comme la suite (y,,) est dense dans F, ¢, (y) converge
vers y quand n tend vers l'infini. ®

1. Si E =R ou E = R%, on peut prendre plus simplement ¢,,(z) = MIL[O’H](HQ:H).

n



4.1. RAPPELS DE TOPOLOGIE 29

Prenons maintenant Y générale. Si on pose Y,, = ¢, (Y), Y,, est une fonc-
tion (€, F1)—(FE, B) mesurable qui ne prend quun nombre fini de valeurs : on
peut écrire Y,, = f,,(X), ou f, est une application (€25, F2)—(F, B) mesurable.
Comme (E,d) est complet, si on pose C' = {x € Qo; (fn(x))n>1 converge },
on a

C' = k21 Unzt Onpen{d(fal2), fp(2)) < 1/k},

donc C' € Fy. Soit zyp € E quelconque. On pose g,(x) = Leo(z) fu(z) +
2oLler. 11 est aisé de voir que g, est encore (€22, F2) — (E, B) mesurable. Par
construction, g,(x) converge pour tout z. La limite g est (s, F2) — (E, B)
mesurable comme limite simple d’applications (s, F») — (E, B) mesurables. ?
Pour tout w € Qy, on a f,(X(w)) = v,(Y(w)) qui converge vers Y (w), donc
X(w) € C, et go(X(w)) = fu(X(w)) converge vers Y (w). Comme g, (X (w))
converge vers g(X (w)),ona Y (w) = g(X(w)), ce qui est le résultat voulu. [

Théoreme 32. Un produit dénombrable d’espaces polonais est polonais.

Démonstration. Soient (E;, d;) des espaces polonais. Vu le corollaire précé-
dent, il suffit de montrer que [T.L° E; a une partie dénombrable dense. Notons
D; une partie dénombrable dense dans FE; et x* un élément quelconque de
[[> E;. Posons D = U,> E,, avec

—+00

f[lDi x [[{zi}-

E,

E,, est dénombrable pour tout n, donc D est dénombrable. Montrons que
D est dense dans [[¥ E;. Soit x dans E Soit € > 0. Il existe n tel que
727" < €. Par densité, on peut trouver y € F,, tel que pour tout 7 entre 1 et
n, d(y;,z;) < 5. On a alors

+oo
d(z,y) = Z 2~ arctan di(x;,y;)

~
—_

n —+o00
< Z 27" arctan d;(x;, y;) + Z 27 arctan d;(x;, y;)
=1 i=n+1
n ) +oo )
<> 27wy + Y, 27'w/2
i=1 i=n+1
n ) +o0 )
<y 27%/2+ ) 27'm/2
i=1 i=n+1
<eg/2427"r/2<¢

2. Cette propriété est bien connue pour des variables aléatoires réelles. Le cas des
variables & valeur dans un espace métrique sera traité en exercice.
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]

En particulier RY" est un espace polonais. C’est important en probabilités
car RY" est typiquement l'espace sur lequel on peut faire vivre une suite de
variables aléatoires.

Théoréme 33. Soient (E,d) un espace métrique séparable et B sa tribu
borélienne. B est engendrée par une famille dénombrable de boules ouvertes.

Démonstration. Soit O un ouvert de E. E est un espace métrique qui admet
une partie dense D, donc O s’écrit comme réunion de boules ayant leur centre
dans O N D et un rayon rationnel.

En effet, pour = € O, on peut trouver n, € N* tel que B(z,2/n,) C O.
Si on prend ¢, quelconque avec ¢, € B(x,1/n,)N D, alors x € B(c,,1/n,) C
B(z,2/n,;) C O. On a alors O = U, B(cy, 1/ny).

Cette réunion est nécessairement dénombrable, puisque les centres et les
rayons sont dénombrables, donc O est dans la tribu engendrée par les boules
dont le centre est dans D et le rayon rationnel. O]

Théoréme 34. La tribu B engendrée par les ouverts de RN coincide avec
la tribu engendrée par les applications projection ;

Démonstration. On a vu que l'application 7 est continue de (RY',d) dans
(R, |- |). Elle est donc mesurable entre les tribus boréliennes associées. On a
donc o((m;)i>1) C B. Pour y dans RY"| la fonction

X arctan |z; — v a |mi(z) — yil
d,(z) =d = . = 1l tan —————
() (x,y) ; 5 i ; arctan 5

est une limite d’applications o ((7;);>1)-mesurables donc est o(m;)-mesurable.
Il s’ensuit que les boules de (RN d) sont des éléments de o((m;);>1). Or
d’apres le théoreme précédent, les boules ouvertes engendrent la tribu boré-
lienne, donc B est incluse dans o((m;);>1), ce qui acheéve la preuve. O

Théoréme 35. Soient (E,d) un espace métrique séparable. Il existe une
famille dénombrable (O;);cr d’ouverts de (E,d) telles que deux mesures bo-
réliennes qui coincident sur les O; sont égales.

Démonstration. Comme précédemment, on a une famille dénombrable de
boules (By)aep telles que tout ouvert s’écrive comme réunion dénombrable
de boules (Bg,)n>1 avec d, € D pour tout n. Soit I ’ensemble des parties
finies de D. I est dénombrable. Posons O4 = M, 4 B;.
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Soit O un ouvert, avec O = U, 5, Bg,. On a pour toute mesure f :

w(0) = lim u(Up_, Ba,)

n—-+oo

= lm Y ()0

—
"0 A} A%

Ainsi, si deux mesures coincident sur les O 4, elles coincident sur les ouverts,
donc sur la tribu borélienne. O]

4.2 Notion de loi conditionnelle

Soit 2 un espace polonais. On note M;(2) ensemble des mesures de
probabilités sur (2, B(2)). On munit M;(2) de la tribu T engendrée par
les applications u — [ f du, ou f décrit 'ensemble des fonctions continues
bornées sur (2.

4.2.1 Le théoreme général

Théoréme 36. Soit Q) un espace polonais. On pose F = B(2). Soit P une
probabilité sur (2, F). Pour toute sous-tribu S de F, il existe une application

Q— M(Q)

S
w— P

qui est (Q,8)-(M1(2), T) mesurable et telle que pour tout A € S et B € F,
P(ANB) = / PS(B) dP(w). (4.1)
A

Cette application est P presque surement unique. Pour toute variable aléa-
toire X a valeurs dans [0, +00], lapplication

wH/XdIP’f
Q

est une version de l’espérance conditionnelle de X sachant S.

Avant de faire la preuve, on rappelle (7) un résultat d’analyse fonction-
nelle :

Proposition 4 (Théoréme de représentation de Riesz). Pour toute forme li-
néaire positive L sur (C([0,1]%), || |leo), 4l existe une mesure p sur (RY, B(RY))
telle que

viec(o]Y) L(f)=[ fdu

[0,1]¢
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Démonstration. 1l n’y a pas de preuve simple du théoréme de représentation
de Riesz. On devine vite qu'une bonne définition de p - si elle existe est

u(A) = sup{L(f):0 < f < 14}

Toute la difficulté consiste a montrer que I'objet p ainsi défini est bien une
mesure sur la tribu borélienne. Les preuves reposent de maniére plus ou
moins explicite sur la notion de mesure extérieure, de maniere tres explicite
dans Briane-Pages [ll] (chapitre 10), de maniere plus cachée dans Rudin [d]
(chapitre 1) ou Hirsch-Lacombe [3] (chapitre 2).

En fait, le théoréme de représentation de Riesz est la pierre de base de
la théorie de 'intégration par rapport a une mesure de Radon. Cette théorie
part de la notion d’intégrale (une forme linéaire positive sur les fonctions
continues a support compact) pour aller a la notion de mesure de Radon. A
I'inverse, la théorie de l'intégrale par rapport a une mesure abstraite, telle
que développée dans Briane—Pages [1] ou Garet—Kurtzmann [2] part d'une
mesure (pas nécessairement de Radon) pour construire l'intégrale. La mesure
de Lebesgue étant une mesure de Radon, la théorie de I'intégrale par rapport
a une mesure de Radon est suffisante pour la plupart des besoins en analyse,
en revanche, elle est incomplete aux yeux des probabilistes, qui ont besoin
d’intégrer sur des espaces plus généraux. O]

Démonstration. Montrons 'unicité. Soit w +— PS et w — QF deux solutions.
Comme (2 est polonais, il existe une famille dénombrable d’ouverts (O,,)n>1
telle que décrite dans le théoréme B3. Pour tout n, w — PS(0,) et w
Qi(On) sont des versions de l’espérance conditionnelle de 1, sachant S.
Ainsi, I’ensemble

B=N{w: Pﬁ(On) = Qf(on)}

est de mesure 1. D’apres le théoréme BH, pour tout w € B, les mesures PS et
QS coincident : c’est ce que 1'on voulait démontrer.

Passons a l'existence. Afin d’éviter les détails techniques d’analyse fonc-
tionnelle, on va se contenter de donner la preuve dans le cas ot Q = [0, 1]¢.8
On renvoie le lecteur a 'ouvrage de Stroock [6] pour une preuve dans le cas gé-
néral. On sait que les polyndomes forment une famille dense de C([0, 1]%, ||| o0)-
On en déduit aisément que 'ensemble P des polynomes a coefficient rationnel
est une famille dénombrable dense de C([0, 1]4, | - [|oo)-

3. C’est une restriction minime. On verra dans la preuve du théoréeme de Kolmogorov
(théoréme B, voir aussi la note de bas de page suivant la preuve) que dés qu'un espace
permet de faire vivre une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur [0, 1], on peut y
faire vivre & peu pres tout ce qu’on veut.
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Posons go... o = 1, puis, pour n € N\ {(0,...,0)}, notons g, une version
de I'espérance conditionnelle de w — [[%, w" sachant S. A w fixé, il existe
une application linéaire A, : R[X1,..., X4 — R telle que A ([T, X[¥) =
gn(w) pour tout n. Il est aisé de constater que pour tout f € R[X7, ..., X4,
w — A, (f) est une version de 'espérance conditionnelle de f sachant S, c’est

a dire que A, (f) est S-mesurable et que

VAeS /A fdP = /A Au(f) dP(w) (4.2)

Posons

,,,,,

Comme réunion dénombrable d’éléments de S de probabilité nulle, N est un
élément de S de probabilité nulle. Pour w € N¢ et f € Q[X,...,X,], on
a pour tout o > || f|l« avec « rationnel : o + f > 0 et a — f > 0, donc
Au(a+ f) = 0, soit ay, (1) + Au(f) = 0 et aAy,(1) — Ay(f) = 0. Comme
A (1) =1, on en déduit |A,(f)| < a. Comme « peut étre pris aussi proche
de || f]|e que 'on veut, on a |Ay,(f)] < || f]leo- On a donc montré

Vo e N VEeP [Au(H)] < Iflso-

Comme P est dense dans C(€, || - ||e), pour tout w € N¢ A, se prolonge en
une application linéaire de norme 1 de C(€, || - ||») dans R.

Soit f € C() une fonction positive. On peut trouver f € P avec ||f —
flle £1/n. On a

Ao(f +1/n) + Au(f = f = 1/n)
Ao(f+1/n) = |If = F = 1/n]lw
Aw

(F+1fm-=

Au(f)

>
>
Mais f+41/n est une fonction positive de P. Comme w € N, A, (f+1/n)

>
d’ott A, (f) > —2/n. En faisant tendre n vers l'infini, on obtient A, (f) >
Posons pour f € C(Q) :

Au(f) = Ep(f)In(w) + Au(f)Lnve(w).

Comme N € S, A,(f) pour f € P. Mais pour f € C(£, il existe une suite f,
d’éléments de P telle que f, converge uniformément vers f et ]\w( fn) converge
partout (pour tout w) vers A, (f) : w — A, (f) est donc S-mesurable comme
limite ponctuelle d’applications S-mesurables.

0,
0.
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Comme N est de mesure nulle, on a encore pour tout f € P :

VAeS /A fdP = /A Au(f) dP(w) (4.3)

Pour tout A, les formes linéaires f — [, f dP et f — [, A,(f) dP(w) sont
continues sur C'(€2). Comme elles coincident sur P, elles coincident sur C'(€2).

D’apres le théoreme de représentation de Riesz, pour tout w € €2, il existe
PS telle que pour tout f € C(Q), Au(f) = Jo, f dPS.

Comme w — [, f dPS est S-mesurable pour tout f € C(Q), la définition
de T entraine, avec le théoréme fondamental de la mesurabilité, que w + PS
est S-mesurable?,

Soit maintenant K un compact de €2 : on peut construire une suite (f,)
bornée de fonctions continues telle que f, converge simplement vers 1x. Par
convergence dominée, pour tout w, [o f dPS converge vers PS(K), ce qui
entraine en particulier que w — P3(K) est S-mesurable. Comme

VAeS /AfndIP’:/A/and]Pfd]P’(w),

En appliquant encore une fois le théoreme de convergence dominée, on a

VAES /31K d]P://]lK dPS dP(w).
A AJQ

Passons maintenant au cas d'un borélien quelconque : comme P est une
mesure de probabilités sur [0,1]% C R?, P est réguliere, c'est a dire que
pour B borélien de €2, on peut trouver une suite (K,) de compacts et une
suite (O,,) d’ouverts, avec K,, C B C O, et limP(O,\K,) = 0. Pour une
preuve de cette propriété, on pourra par exemple se reporter a I'annexe B.
de Garet-Kurtzmann [2].

Avec le lemme de Fatou

[, (BS(0,) = PS(K,)) dP <lim, .. [(BS(0,) — PE(K.,)) dP
=lim, . P(O,\K,) =0

===n—+00

Comme la suite (P3(0,,) —PS(K,,))n>0 est décroissante, il s’ensuit que pour P-
presque tout w, P5(0,)—PS(K,) tend vers 0. Ainsi, P-presque tout w, PS(K,,)
tend vers PS(A). Ainsi, & un P-négligeable prés w — P3(A) est S-mesurable.
L’identité [, 1k, dP = [, P5(K,,) dP entraine a la limite [, 1 dP = [, PS(B) dP.
Ainsi, PS(B) est bien une version de la probabilité conditionnelle de B sa-
chant S.

Le passage au fonctions étagées, puis aux fonctions mesurables positives,

est classique et laissé au lecteur.
m

4. voir 'exercice B@
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4.2.2 Loi d’un vecteur sachant un autre

Un cas particulier important est le cas ou P est une loi sur le produit
E x F de deux espaces polonais® et que S est la famille des ensembles de
la forme A x F, ou A décrit I'ensemble des boréliens de E. Autrement dit,
c’est le cas ou S est la tribu engendrée par la variable X, projection sur la
premiere coordonnée. Notons x un élément de E, y un élément de F.

Dans ce cas, comme (z,y) — P(‘;y) est S-mesurable, way) ne dépend que
de 2B, On se fixe yy € F' quelconque et I'on peut poser

P.(B) =P, (E x B).
On peut vérifier que (z ]f”x)~est (E,B(E))-(M;(F),T)-mesurable. Pour
tous z,y, on a ]P’(I (B x B) =P,(B).

Cette mesure B — P,(B) est couramment appelée “loi de Y sachant
X =2 On a ainsi

P(A x B) = /E _ La(@)PE (B x B) dP(z.y) (4.4)
=/ 14(x)P,(B) dP(z,y) = /E]lA(x)fP’x(B) dPx(z). (4.5)

Si P admet une densité f(z,y) par rapport a la mesure produit u ® v,
alors P, est presque stirement la mesure p, de densité

flay) fz,y)
fx(@)  Jp f(zy) dv(y)

Yy —

par rapport a v.
En effet, on sait que X admet par rapport a u la densité z — fx(z) =
[r f(z,y) dv(y). fx est Px-presque partout strictement positif, donc pu, est

bien défini pour Py presque tout x. Ainsi, pour ]P’X presque tout x, on peut
Jpls@W)f(@y) dvly) _ [ 16l V(@) dvly
[ Fay) dv(y) fx (@)

[ 1ama(B) @) = [ (1A<x>fFlB( DI DD e (0)) dutr

écrire p,(B) = . On a alors

fx (@)
= [ [ 1415 (x.y) duy) du(a)

- [EF Laxg(z,y) dP(z,y) = P(A x B),

5. Typiquement E = R" et F' = RP.
6. On laisse ce point a préciser en exercice. On notera qu’on n’a pas besoin ici du lemme
de Doob.
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ce qui donne bien le résultat voulu.
Exemple: supposons que (X, Y") est gaussien de centrage (mx,my) = (EX, EY)

et de matrice de covariance M = 5,4* g) inversible.
! !
En posant M~! = <é},* g,), on a

(et M)~1/2 1( A e —ma), (& - mx)) ))
f@y) = o as e | —5 | 72(C" (z — mx), (y — my))
S 2\ By — my), (y — my)

S~ ~—

d’ou la densité de p, :

1 /% /!
g wexp (=3 (2(C" (2 = ma), (y = my)) + (B'ly = my), (y = mv))))
Posant T = x — mx, ¥ = © — my, et [z,y] = (Bx,y), on note que

2(C"z,y) + (B,y) = (BY,y) +2(BB~'C"z,7)

= [y,9] +2[B~'C"7,7]
[?‘i_ _10/*T @—i- B—lc/*—] o [ —lol*j, B_IO/*T]
— (y+B/ 10/* ) (y—l—B’ 10/* )>+Cx

On reconnait ici (& une constante pres) la densité d’un vecteur gaussien :
on a ainsi g, = N(my — B~'C"*(x — my), B"!). Cependant en identifiant
par bloc les termes du produit M~'.M =1,,,, on obtient C"*A + B'C* =0,
d’ott B~HC™*A + B'C*)A™! = 0, soit B~'C™* + C*A™' = 0. On a donc
également

te = N(my +C*A™(z —my), B™).
En particulier, on note que E[Y|X] = my + C*A7Y(X — mx) : il n’est pas
nécessaire d’inverser M pour obtenir le centrage.

On a également

C"C+ BB =],
C*AA™'C+B'B=1,
—~B'C*A™'C+B'B =],
B'(B—-C*A7'C) =1,

Soit B! =B - C*A~C.



4.2. NOTION DE LOI CONDITIONNELLE 67

4.2.3 FEchantillonneur de Gibbs

Le résultat qui suit est tres important en simulation : il exprime que si
on sait simuler (la loi de) X et les lois conditionnelles de Y sachant X, on
sait simuler le couple (X,Y).

Théoreme 37. Soit p une loi sur £ x F. On note px la loi image de p par
la projection canonique de E x F sur E (la loi de la premiére marginale).
On suppose qu’on a un espace probabilisé sur lequelle vivent des variables
aléatoires X et U (respectivement d valeurs dans E et G) et qu’existe une
fonction ¢ : E X G — F telle que

— Px = pux

— U est indépendante de X

— Pour tout x € E, ¢(x,U) suit la loi fi,.
Alors (X, (X, U)) suit la loi p.

Démonstration. Soient A et B des boréliens de E et ' On a
P(X € A, o(X,U) € B) = E[14(X)1p(p(X,U))].

Comme X et U sont indépendants, on a E[14(X)1p(¢(X,U))|X] = ¥(X),

avec

U(x) = E[la(2)1p(p(z, U))] = 1a(2)P(p(z,U) € B) = La(2)jiz(B).

En réintégrant, on a maintenant
P(X € A, p(X,U) € B) = E(X)] = [ u(x) dPx
= /Ewm dpx = p(A x B)

avec (E4). O

Les hypotheses d’existence d’une telle fonction ¢ ne sont pas extrava-
gantes. Rappelons le résultat classique suivant :

Théoreme 38. Soit F' une fonction de R dans R, croissante, continue a
droite, dont la limite est nulle en —oo et vaut 1 en +o0o0. On suppose que sur
(Q,F,P), U est une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur [0,1]. On
pose

Vu €]0,1] Q"(u) =min{z e R: 1— F(z) < u}.

Alors Q*(U) est une variable aléatoire réelle dont la fonction de répartition
est F.
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Démonstration. Posons () = 1—F. On a, comme 1 — F est continue a droite,

{z: Q(U) >z} ={z: Q) >U},

donc

Ve eR P(Q*(U) > ) = P(Q(z) > U) = Q(x).

Il reste a vérifier que Q*(U) prend presque stirement ses valeurs dans R. Pour
u €]0,1[, {z € R;1 — F(z) < u} n’est ni 'ensemble vide, ni R tout entier,
car F' admet 0 comme limite en —oo et 1 en +00. Comme P(U €]0,1[) = 1,
le résultat voulu s’ensuit. ]

Alinsi, si on pose
p(z,u) =min{y € R : fi,([y, +oo) < 2},

pour U variable aléatoire suivant la loi uniforme sur [0, 1], la fonction ¢
répond aux hypotheses du théoreme.

Ainsi, en admettant que ’on sache exprimer ¢, on sait simuler (X,Y") dés
lors que 'on sait simuler X et une variable aléatoire suivant la loi uniforme
sur [0, 1] indépendante de X.

Mais en réalité, le principe de ’échantillonneur de Gibbs est plutot utilisé
pour exhiber des chaines de Markov qui admettent une mesure donnée p
comme mesure invariante.

Avec un peu de chance, la dynamique ainsi formée convergera vers la
mesure limité, ce qui donne un maniere de simuler (ou d’approcher une si-
mulation de la loi).

Corollaire 11. Soit A un ensemble fini, j une mesure sur R*. On note
X' : RM» = R la projection canonique sur la i-éme coordonnée. Pour tout
i€ A etxe R on note i, la loi conditionnelle de X; sachant X7 = x;
pour tout j € A\{i}. On suppose que pour tout x € RMN | s U suit la loi U,
alors ©'(z,U) suit la loi fi..

Soit maintenant (Uy,) une suite de variables aléatoires indépendantes de
loid, (V,,) une suite de variables aléatoires indépendantes suivant la loi uni-
forme sur A. Alors, si Xq est indépendantes de o(U,, V,,m > 1) la suite
définie par X, 11 = (X, 0" (X,,,U,)) est une chaine de Markov admettant
[ comme mesure invariante.

Démonstration. Le caractere markovien ne fait pas de mystere vu la repré-
sentation par récurrence. Il faut montrer que si Xg suit la loi u, X; aussi.
Soit ¥ une fonction mesurable bornée de R* dans R. Par indépendance, on
a

E(W(X1)[Vo) = 9(Vo),
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ou g(i) = E(XE, ¢'(Xo,Up)). Or, d’apres le théoreme, (X¢, ¢"(Xo,Up)) a
méme loi que Xy, donc Eu(X{, ¢'(Xo, Up)) = EW(Xy). Ainsi, E(V(X)|Vp) =
E¥(Xp), et en réintégrant E(V (X)) = EV(X,). Comme ¥ est prise mesu-
rable bornée quelconque, Xy et X; ont méme loi. [

Dans le cadre de ce cours, les chaines de Markov sont a espace d’état fini
et la situation est tres favorable. Disons que 'espace d’états S est inclus dans
EA ot B et A sont des ensembles finis.

Voila comment on passe de ’état au temps n a I'étape au temps n + 1 :
On note x la configuration au temps n.

1. Choisir uniformément k£ € A.

2. Choisir e € E suivant la loi p conditionnée par le fait que la configu-
ration coincide avec x en tout point de A\k.

3. Définir la configuration y au temps n + 1 par

{xl sile A\k
Y=

e sil=k

Ainsi, si deux configurations x et y different en plus d’un site, la probabilité
de passage p(x,y) de z a y vaut zéro. En revanche, si z et y différent en un
unique site k£, on a

_ 1 ()
|A| ZzES;zkc:xkc ILL(Z)

p(z,y)

La chaine est apériodique car

o) =SS (g ) >0

keA

Le seul point un peu critique qu’il faut vérifier pour pouvoir appliquer le
théoreme de convergence des chaines de Markov est celui de I'irréductibilité :
il n’est pas automatique qu’on puisse passer de n’importe quel état de S en
changeant un point a la fois.

Une condition suffisante est que les lois conditionnelles d’une coordonnées
sachant tous les autres chargent tous les points de E : dans ce cas, on peut
passer d’une configuration a I'autre en changeant une coordonnée a la fois —
et |A] étapes suffisent.
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4.3 Théoreme de Radon—Nikodym

Définition. Soient p et v deuz mesures sur (2, F). On rappelle qu’on dit
qu’une mesure |, est une mesure absolument continue par rapport a la mesure
v, ce qui est noté y <K v, si pour tout A € F, on a : v(A) = 0 implique
n(A) = 0.

Lemme 7. Soient pu et v deuxr mesures de probabilité sur (2, F). Si p < v,
alors pour tout € > 0, il existe n > 0 tel que v(A) <n= p(A) <e.

Démonstration. On raisonne par l'absurde : on suppose qu’il existe € > 0,
tel que pour tout n, il existe A, avec v(A,) < -5 et u(A,) > €. Si on pose
A = lim,_,, Ay = Nys1Upsi Ag, le lemme de Borel-Cantelli nous dit que

v(A) = 0. Cependant, d’apreés le lemme de Fatou, on a pu(A) > limu(A,) > ¢,
ce qui contredit I’hypothese. O

Théoréme 39 (Radon-Nikodym). Soit (2, F) un espace mesurable. P et Q
deuz mesures de probabilités sur (Q, F). On suppose qu’il existe une suite
(An)n>1 d’éléments de F tels que F = o(Ap,n > 1).

Alors Q < P si et seulement si Q admet une densité ¢ par rapport a P,
c’est a dire qu’on a la représentation,

QA) = [ lx) dP(@)

Démonstration. Bien str, si Q = ¢P, on a Q < P. Voyons la réciproque.
Notons F,, la tribu engendrée par les ensembles A1, ..., A,. F, est engendrée
par une partition finie mesurable P,,, et 'on peut définir

Q(A)
X, = A;;n PA) 1.

Notons qu'une fonction f F,-mesurable s’écrit f = > Laa(A).

A€Pn
. Q(4)
Ainsi, on a fX,, = ——a(A e
X A%;n B(A) (A)14 et
E[fXa] = AE; Q(A)a(4) = E@[AE; a(A)1a] = Eql[f]. (4.6)

Comme f est aussi F,,y1-mesurable, on a E[fX,,11] = Eq(f), dou E[fX,,] =
E[fX,+1]. Ainsi, on a E[X,,11]|F,] = X, et (X,,)n>1 est une martingale posi-
tive.
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L’équation (A@) nous sera encore utile par la suite. Elle exprime que X,
est la densité de Q par rapport a P sur la tribu F,,. Montrons que (X,,)n>1
est équi-intégrable. Soit ¢ > 0. D’apres le lemme, il existe 1 tel que P(B) <
n = Q(B) < €. Soit ¢ > 1/n. Comme 1Lix, . est F,-mesurable, on a

E[an]-{Xn>c}] = EQ[H{Xn>c}] = @(Xn > C)'

Pour montrer que Q(X,, > ¢) < ¢, il suffit de montrer que P(X,, > ¢) < n.
Or, I'inégalité de Markov nous donne

1 1 1

P(Xn > ¢) < —E[X,] = ~Eg[l] = = <,

c c c
ce qui donne I'équi-intégrabilité de la suite (X,,). Comme (X,,) est une mar-
tingale positive, X,, converge presque slirement vers une fonction positive ¢,
et on a E[p] < E[X;] = Eg[l] = 1. Soit A € F,. Pour tout p > n, on a
Ae F,, dou

Q(A) =Eg[la] = EX,14.

Comme (X,14), est équi-intégrable, de limite P-presque stire 1,4, on a
lim, ., E[X,14] = E[pla], soit Q(A) = E[pl,]. Ainsi, les mesures Q et
¢ coincident sur U, -, F,. Comme ce 7-systéme engendre la tribu F, les
deux mesures coincident et ¢ est bien la densité de QQ par rapport a PP sur

F. -

Le lemme suivant permet d’étendre de nombreux résultats des mesures
de probabilité aux mesures o-finies.

Lemme 8. Si (Q, F, 1) est un espace mesuré o-fini, alors il existe une pro-
babilité P sur (€2, F) et une fonction p-presque strement positive f tels que
f est la densité de P par rapport a p et 1/ f la densité de p par rapport a P.

Démonstration. Soit (A,),~, une suite avec 0 < p(A,) < +oo pour tout
n>1etQ=U,>1A,. On pose

i" 1
f=) ——14.
P = fu est une mesure. Avec Tonelli, on a

P) = [ fdu

+o0 1
= — 1,d
/Z 2rp(A) M
+oo 1

=& =

n=1
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P est donc bien une mesure de probabilité, de densité f par rapport a pu.
Maintenant, pour g mesurable positive, ona [gdu = [g %f dp=[g % dP,
ce qui montre que 1/f est la densité de p par rapport a P. O

Corollaire 12 (Radon-Nikodym). Soient (Q, F) un espace mesurable. j1 et
v deuzr mesures de probabilités o-finies sur (€2, F). On suppose qu’il eziste
une suite (Ap)n>1 d’éléments de F tels que F = o(A,,n > 1).

Alors p < v si et seulement si . admet une densité ¢ par rapport a v,
c’est a dire qu’on a la représentation,

p(A) = [ ola) dv(a)

Démonstration. La encore, la condition est nécessaire. Ensuite, construisons
P et Q telles que données par le lemme B. Ona Q < u, p < v, v < P, donc
Q < P. Avec le théoreme, Q admet une densité par rapport a v. Considérons
les densités respectives fi%, ‘Zl%, Z—]S de p par rapport a Q, Q par rapport a P,
P par rapport a v. En appliquant 3 fois le théoreme de transfert, on voit que

dp dQ &2
dQ dP dv
est une densité de pu par rapport a v. O

Remarque 4. Dans les théorémes de Radon—Nicodym, [’hypothése d’exis-
tence d’une famille dénombrable engendrant la tribu est par exemple vérifiée
dans le cas ou F est la tribu borélienne d’un espace séparable. Toutefois, il
faut noter que cette hypothése n’est pas nécessaire, les théoremes de Radon—
Nicodym pouvant se démontrer directement par des techniques hilbertiennes.
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4.4 Exercices sur les compléments

4.4.1 Exercices corrigés

Exercice 33. Soit (€2, F) un espace mesurable et (£, B) un espace métrique
muni de sa tribu borélienne. On suppose que (X,,),>; est une suite d’appli-
cations (2, F) — (£, B) mesurables et que pour tout w € Q, X, (w) = X(w).
Montrer que X est (2, F) — (E, B) mesurables. [ienvers Tindicafion [fenverd
[a_solufion

Exercice 34. On considere les applications X et Y sur l'espace mesuré

(R?, B(R?)) définies par X (z,y) = z et Y(z,y) = y. On suppose que (£2, F)

est un espace mesuré et que F contient les singletons. Montrer que pour toute

application Z de R? dans Q qui est (R?, 0(X)) — (Q, F) mesurable, il existe

une application H (R, B(R)) — (2, F) mesurable avec Z = H(X). Genverd
indication lien vers la solition

Exercice 35. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant
respectivement les lois P(\) et P(u).

1. Calculer la loi conditionnelle de X sachant X + Y.
2. En déduire la valeur de E[X?|X + Y.

lien vers ['indication lien vers la soliition

4.4.2 Exercices non corrigés

Exercice 36. Soient (21, F7), (22, F2) et (23, F3) des espaces mesurés.

On suppose que F3 est la plus petite tribu qui rend mesurable les appli-
cations (m;);>1 de Qo dans (23, F3). Montrer que f: Q; — Q9 est (4, F1) —
(Q9, F2) mesurable si et seulement pour tout ¢ m; o f est (21, F1) — (23, F3)
mesurable. [[en vers Tindicafion

Exercice 37. Soient y, v, p des mesures o-finies sur (2, F)
1. Montrer que si p < v et v < p, alors y < p, et les densités relatives
vérifient %’; = % . Z—Z.

2. Montrer que v < p si et seulement si % est p presque stirement non

-1
nulle, et qu’alors g—/’: = (fl—’;) )

lien vers ['indication

Exercice 38. Soient P et (Q deux mesures de probabilité sur ’espace mesuré
(Q, F). On suppose qu'il existe une famille dénombrable A C F engendrant
F et une constante C' telles que

VAe A CT'Q(A) <P(A) < Q(A).
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Montrer que P < Q < P et que, a la fois P presque stirement et Q presque
stirement, on a

dp

>~ <0
dQ_C

c' <




Chapitre 5
Inégalités

Le but de ce chapitre est de présenter, en application de la théorie des
martingales, et, plus généralement, de 'espérance conditionnelle, quelques
inégalités utiles en probabilités. Il ne s’agit pas ici d’applications scolaires :
elles sont choisies pour leur utilité dans la pratique courante d’un chercheur
en probabilités et en statistiques.

5.1 Inégalité d’Efron—Stein

On commence par une inégalité utile en statistiques.

Théoreme 40. Soient X1,...,X, des variables aléatoires indépendantes et
Z une variable aléatoire de carré intégrable o(X, ..., X,) mesurable. Alors,
si l'on pose Z; = E[Z|o(X;);x], on a

Var Z < ij[(Z —7Z;)?].

Démonstration. On pose Y; = E[Z]|X1,..., X;]| —E[Z|X1,..., X;_1]. La suite
Y; est une suite de différences de martingales, donc une suite orthogonale
dans L?. On a donc

VarZ = E(Y;+---+Y,)?

n

= > E[Y]
i=1
Comme o(X7,...,X;_1) est une sous-tribu de o(Xj),;, on a
E[ZZ’Xl, e X’i*l] - E[Z‘Xl, e Xifl].

75
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Cependant la tribu engendrée par Z; et Xi,...X; 1 est une sous-tribu de
0(Xj),- qui est indépendante de X;, donc d’apres le théoreme [, on a

E[Z1|X1, .. -Xi—l] = E[ZAXl, .. ~X7L—1aXi]-

Finalement E[Z’Xl, ce Xifl] = E[leXl, .. Xz] et }/; = E[(Z—ZZ)|X1, c. 7Xz]
Avec I'inégalité de Jensen conditionnelle, on a

Y2 =(E[(Z - Z)|Xy1,...,Xi])? <E[(Z — Z))*|X1,..., Xy,

2

d’ott E[Y?] < E[(Z — Z;)?] et on a le résultat voulu. O

5.2 L’inégalité de Hoeffding—Azuma

5.2.1 Le théoréme

Théoréme 41. Soient (F,,)n>0 une filtration et (Yy,)n>o0 une martingale adap-
tée a la filtration (Fy,)n>o0-

On suppose qu’il eziste des réels (ky)n>1 tels que |Y, —Yn_1| < k,, presque
surement.

On suppose que la série de terme général k2 est convergente, de somme
o?. Alors, si on note Yy, la limite de Y,, on a E[Y,] = E[Y] et pour tout
x>0, 0na

2 z

2
P(Ye — Yy > ) < exp (—;;2> et P(Yoo — Yo < —2) <exp <—W> ,

de sorte que P(|Yo — Yo| > ) < 2exp (_%)

Démonstration. On va s’appuyer sur un lemme :

Lemme 9. Soient X une variable aléatoire a valeurs dans [—1,1] et A une
sous-tribu de F. On suppose que E[X|A] = 0. Alors

(OL

2)'

E[e*¥|A] < cosha < exp

Démonstration. On pose f(x) = e*®. f est convexe. Or on a la combinaison

convexe +5%(—1) + 1£2(1) (noter que 0 < 5% < 1 et 5% + 2 = 1), Ainsi

flo) < F2F(=1) + 22 f(1), soit

1—=x 1+
+

axr < e—Oé

- 2 2

e e,
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En substituant dans I'inégalité précédente, on a
e*X < cosha + (sinh o) X.
Par positivité de I'expérance conditionnelle,

E[e*¥|A] < cosha + (sinha)E[X|A] = cosha

cosh(a

et

+00 (oﬁ)” oo 20
exp(a 2/2)—1+nz1 :1+;2”n!

Or pour tout n > 1, on a
a®n a2 .2 cee 2 a®n

@)~ 2l 1.(n+2)...(2n) = 27l

En sommant les inégalités, on obtient bien que cosh(a) < exp %2 D’ou fina-
lement

Oé2
Ele¥|4] < exp( ).

O

On note la suite des sommes partielles : L, = >, k?
ee(YTH-P*YP) = ee(Y;L+P7Yn+p—1)69(Yn+p—l7YP)‘ ea(Yn-HU—l*YP) est Fn+p_1_mesurable’

donc
E[ee(ynﬂafyp”frwrpil] — (ee(YnﬂHl*Yp)) E[eeDn+p|fn+p71]7

oul’on aposé D,, = Y,,—Y, 1. Cependant, comme (Y},),>; est une martingale,
E[Yn—i-p - Yn+p—1|Fn+p—1] = E[Yn+p|fn+p—1] - Yn+p—1 = Yn-l—p—l - Yn-l—p—l = 0.

Yoip—Yn
Ainsi si 'on pose X = M, a =0k, et A=F,1p 1, X est a

valeurs dans [—1,1] et E[X|A] = 0 d’apres le lemme, on a donc

aX O‘/z 9 2
Ele | Frp] < exp( ) = exp(5HL,),

soit 5
E[eeDn+p|Fn+p—1] S exp( k’rQH—p)
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d’ou

[0 | By ] < 0001 exp(C0%R2,,).

En prenant 'espérance, on a

E[ee(an—Yp)} < Ele O(Yntp—1—Yp) ]exp( 92]@%-&-;;)
soit o :
E Yntp—Yp
[6 ] Sexp( 92k72"b+p)

]E[eg(YnH?—l_Yp)]
En faisant le produit pour n variant de 1 a ¢, on obtient

E[e/ )] ¢ 272
]E[GG(YP_YP)] < anl eXp( 0 kner)

soit

1
E[efYer—Y)] < exp 202 Z kl,,) = exp (262(Lg+p — Lp)) .
Avec I'inégalité de Markov, on a

P(Yery =Y, 2 2) < P00 > o)
E(eg(n-HD_Yp))
601

1
< exp <—0:v + 592(L5+p - Lp)> :

<

En prenant 6 = on obtient

_r
Letp—Lp?

1 1
P(Yerp — Y, > ) <exp <—$2L)> :

2 L£+p -
Cependant (—Y},),>0 est également une martingale, avec | —Y,, — (=Y,—1)| <
k., donc on a également

1 1
P(-Y, Y, > < S ——
(=Yop + ,,_x)_exp( 57 Lg+p—Lp>

Finalement

JIQ

B(|Yery—Yy| = ) < P(Viy=Y, = 2)+B(~ iy 1Y, > 7) < 2exp (—

2(L€+p B Lp)

).
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On a pour tout n :

2

9 400 +0c0 t 9
E[Y — Y, :/0 2P(|Yy — Y, | > ) dt§/0 ttexp (—o | dt =40,

(Y,,—Y5)n>0 est une martingale centrée bornée dans L? : elle converge presque
stirement et dans L? vers une variable Y, —Yj d’espérance nulle. Soient z > 0
et € €]0,z/2]

P(Yoo — Yo =) < P(|Voo = Y,| >e) +P(Y, — Yy > a — 2)

P(|Yoo — Y| > ) +exp <_(~T‘2’5)2>

202

IN

En faisant tendre n vers +o00, puis € vers 0, on obtient une des deux inégalités
voulue. L’autre s’obtient de la méme maniere. O]

5.2.2 Principe de Maurey

Théoréme 42. Soient (X1,...,X,) n des variables indépendantes d valeurs
dans un ensemble E. Soit f une fonction telle que si (x1,...,x,) € E™ et

(Y1,--.,Yn) € E™ vérifient x; = y; pour j # 1, alors |f(xz) — f(y)| < k;. On
suppose que Z = f(X1,...,X,) est intégrable. Alors, si on pose 0? = S| k2,
on a pour tout x > 0,

P(Z ~ E[Z] > 1) < exp (—5@)

202

P(Z —E[Z] > —2) < exp (—) ,

P(Z — ElZ)| > 1) < 2exp (—f ) .

202
Démonstration. On pose Yy = E[Z], et pour tout entier i € {1,...,n} :
Y, = E[Z|X,,..., X]].

Pour pouvoir appliquer I'inégalité d’Hoeffding-Azuma, il suffit de vérifier que
Y1 —Y;| < k;. Soient (X7, ..., X)) indépendant de (X, ..., X,) et de méme
loi. En appliquant successivement les théoremes 9 et 4, on a
Elf(Xq,..., X1, Xi, Xiva, -, Xo)| Xy, -0, X
= Elf(Xy,...,Xi 0, X, Xig1, oo, Xo)| X1, oo, X
= Elf(X1,..., Xi 1, X, Xiv1, o, X)| X0, o0, X, XU
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Ainsi

Yioi =Y
= E[f(Xy,.... X1, X[, Xig1, -, Xo)| X0, o, X, X3
—E[f(Xl, e )Xi717Xi7Xi+17 e ,Xn)|X1, e ,Xifl,Xi]

f(Xh‘"7X7§717X(7Xi+17-"7Xn)
E i Xoo X X,
— (X X X X, X)) [T

qLIi est presque stirement majorée €1 norme par kl puisque
f(Xh s 7Xi—17Xz{7Xi+17 s 7Xn) - f(Xh s JX’i—17Xi7 Xi+17 s 7Xn)

Pest. O

Etude d’un exemple

On jette n boules dans n urnes de maniere indépendante et uniforme.
Comment se concentre le nombre d’urnes vides ?

Notons X4, ..., X,, n variables aléatoires indépendantes suivant la loi uni-
forme sur {1,...,n}. Le nombre d’urnes vides est Z,, = f(Xy,...,X,), avec
n n
flay,wn) =D ] Ly
i=1j=1
On a aisément E[Z,] = n(1 — )» ~ 2. Bien sir, si on change une boule

d’urne, on modifie au plus de 1 le nombre d’urnes vides, on peut donc appli-
quer le théoreme B2, d’ou

2
B(|Z) —EZ,| > 7) < 2exp(—).
n

5.3 Inégalité de Harris

Théoréme 43. Soient (X1,...,X,) des variables aléatoires indépendantes,
f et g deux fonctions de R™ dans R, croissantes en chacune de leurs coor-
données. Alors

E[f(X1,. .., Xn)g(X1,. ... Xn)] > E[f(X1,..., X,)]E[g(X1, ..., X,)].

Démonstration. On va montrer le résultat par récurrence sur n.
On commence avec n = 1. Soit X/ indépendant de X; de méme loi que X;.
On a (f(X1) — f(X7))(g(X1) —g(X])) > 0, d’out en prenant I'espérance

E[f(X1)g(X0)]+E[f(X1)g(X1)] — E[f (X1)]E[g(XD)] - E[f (X1)E[g(X1)] = 0,
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soit 2(E[f(X1)g9(X1)]—Ef(X1)Eg(X1)) > 0, ce qui est 'inégalité voulue pour
n = 1.

Supposons le résultat acquis jusqu’a n et soient f,g deux fonctions de
R"*! dans R. On pose

H(zy,...,x) = E[f(x1, ..., 20, Xns1)g(T1, .. oy Tny X))l
F(zy,...,xn) =E[f(z1,..., 20, Xnt1)]
G(z1,...,x,) =E[g(xq,. .., 20, Xos1)]

On peut noter que
— F et GG sont des fonctions croissantes
— les fonctions H, F, G évaluées en X1,..., X, sont des versions de 'es-
pérance conditionnelle de f(X1,..., Xi1)9(X1, .., Xog1), F(Xq, oo, Xng1)
et g(Xy,..., Xny1), sachant la tribu o(X, ... X,).
En appliquant I'inégalité de Harris pour n = 1, on obtient

V(x1,...,2,) €ER® H(xq,...,2,) > F(x1,...,2,)G(21,...,2,),

d’ou
E[H(Xy,...,X,)] > E[F(Xy,..., X,)G(X1,..., X,)]

Mais F' et G sont des fonctions croissantes, donc d’apres I’hypothese de ré-
currence

E[F(X1,...,X)G(X1,..., X)) = E[F(Xy,..., X)E[G(X1,..., X))

Comme E[H(Xy,...,X,)] = E[f(X1,..., Xui1)9(X1,. .., Xnt1)] tandis que
E[F(Xy,....X)] =E[f(X1,..., Xpu1)] et E[G(Xy, ..., X,)] =Elg(Xq, ..., Xni1)],
on a le résultat voulu. O
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5.4 Exercices sur les inégalités

5.4.1 Exercices corrigés

Exercice 39. Soit
A, ={(z1,...,2,) €[0,1]";Vi,j €{1,...,n} i#j= z; #x,}.

Pour x € A, et 0 € &, on définit 0.z par (0.z); = To(iy. On définit une
application h de A,, dans &,, par

Vie{l,....,n} [h(2)]@)={je{l,....,n},z; <z}

1. Montrer que h(o.x) = h(z) o 0.

2. Soient X7, ..., X, des variables aléatoires indépendantes suivant la loi
uniforme sur [0, 1]. Montrer que h(Xj, ..., X,,) suit la loi uniforme sur
S,.

3. Soit » > 1 un entier. On note 7;; I'unique permutation v de &,
telle que (i) = j et telle que la restriction de v & {1,...,n}\{i} est
croissante. Soit ¢ une fonction de &,, dans R, telle que pour toute
permutation o et tous 7,7 entre 1 et n, on a |f(v, ;o) — f(o)| < M.
Montrer que si ,, est une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur
S, alors pour tout z > 0, on a

2

P(|g(0n) ~ E(g(0n))| > 2) < 2exp(—5 3

).
4. Application a la loi hypergéométrique. Une urne contient r boules

rouges et b boules bleues. On en tire k boules sans remises. Soit X le
nombre de boules rouges tirées. Montrer que

]P’(‘X— kr
b+r

ben vers ['indication hhen vers la soliition

2
> :B) < 2exp(—2 *

W)

Exercice 40. On a au temps zéro n urnes vides. Puis, a tout instant ¢ € N*
on place une boule dans 'une des urnes. On cherche I'espérance du nombre
maximum d’urnes contenant exactement une boule.

On prend donc une suite (Yj)g>1 de variables aléatoires indépendantes
suivant la loi uniforme sur {1,...,n}. Y, est le numéro de I'urne dans la-
quelle on dépose une boule au temps k. On pose Ny, = S5 Liyipy © Niyp
représente le nombre de boules dans I'urne p au temps k.



5.4. EXERCICES SUR LES INEGALITES 83

Soit X' le nombre d’urnes contenant exactement une boule a I'instant k.
Le nombre maximum d’urnes contenant exactement une boule est

n __ n
X" =max; 5o Xy .

1. Exprimer X' en fonction des Nj,. En déduire que

k 1 k—1
EX!=n—(1-—— .
i = (1)

n

2. On pose v,, = max E[X}]. Montrer que v, ~ 2.

0<k<|n3/2|
3. On pose X" = max(XP,0 < k < [n*2]). On fixe £ > 0. Montrer qu'il
existe N tel que
2
Vn >N P(XI—nfe| zne) < 3 P(X; —E[X]]| > Sn).
k=0

4. En déduire que X /n converge en probabilité vers 1/e
5. Montrer I'inclusion

{Xn 75 Xf} C UZ:l{NLnS/Qj,p < 2}.
En déduire que X™/n converge en probabilité vers 1/e.

6. Conclure.

7. Un étudiant dispose d'une boite de pilules pour améliorer ses chances

de réussite aux examens. Il doit en prendre une demie chaque matin
afin d’améliorer ses performances intellectuelles.
Chaque jour, il prend une pilule au hasard dans sa boite. Si ¢’est une
pilule entiere, il la coupe en deux avant d’en avaler une moitié et de
remettre 'autre dans la boite. Si c’est une demi pilule, il I'avale. 1l
continue sa cure jusqu’au jour ou la boite est vide. Si la boite contient
initialement n pilules, montrer que l’espérance du nombre maximal de
demi-pilules présentes dans la boite est équivalent a Kn quand n tend
vers l'infini, K étant a déterminer.

lien vers ['indication lien vers la soliition

5.4.2 Exercices non corrigés

Exercice 41. Lors d’un vote, les deux candidats en présence optiennent cha-
cun n voix. On note F,, ’écart maximal observé dans les bulletins dépouillés
au cours du scrutin. Montrer que pour tout x > 0,

P(|E, — E(E,)| > z) < 2exp(—;in).

ben vers ['indication
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Exercice 42. Un résultat sur les statistiques d’ordre, d’aprés Bjornberg et
Broman

Soient Xy, ..., X, des variables aléatoires indépendantes, admettant un mo-
ment d’ordre deux. On note X < X@ < . X®) Jeg statistiques d’ordres
associées. Soit A C {1,...,n}. On pose Su = > c4 X(x). Montrer que

Var Sy < Var(X; +...X,).

bien vers ['indication

Exercice 43. Dans une assemblée de n personnes, chaque couple de deux
personnes se connait avec probabilité p, de maniere indépendante des autres.
On leur donne des chemises de couleur, de telle maniere que deux personnes
qui se connaissent ne portent pas des chemises de méme couleur On note y
le nombre minimum de couleurs nécessaires. Montrer que pour tout A > 0,

P(ly — E(x)| > \Wn — 1)| < 2/

en vers [Mndication




Chapitre 6

Statistiques exhaustives

On suppose ici que pour tout # € O, Py est une mesure de probabilité
sur (2, F). Le probleme fondamentale de la statistique est d’obtenir des
informations sur la valeur du parametre 6, réputé inconnu, a partir d’une
observation. Une telle collection (Py)geco est appelée un modele statistique.
On note X l'observation générique, c’est a dire que 1’on travaille directement
sur I’espace observé : X (w) = w. Les applications mesurables sur (€2, F) sont
appelées des statistiques.

A un modele statistique (P)geo sur (€2, F) est naturellement associé un
autre modele sur (Q7, F") : la (Py")geo : Dans ce cas, les projections cano-
niques X1, ..., X, de Q" sur Q constituent sous P§" un échantillon de la loi
Py, c’est a dire n variables indépendantes suivant la loi Py.

Définition. Une statistique S(X) est dite exhaustive (pour le paramétre 6)
st la probabilité conditionnelle d’observer X sachant S(X) est indépendante
de 0 : il existe une famille de mesures (Ps) telles que, pour tout 6 € © :

]PQ(S € Ay, X € A) = EG[R{SGAO}PS(A)]-
soit encore
]P)Q[X € A|S] = Ps(A) Py-p.s (61)

Plus généralement, on dira qu’une tribu S est exhaustive si on a des lois
conditionnelles P, avec w — P,(A) S-mesurable avec

Vvl € © ]Pg[X € A\S](w) = PW(A) ]P’g-p.s (62)

85



86 CHAPITRE 6. STATISTIQUES EXHAUSTIVES

6.1 Hypothese de domination — dominante
privilégiée

Définition. On dit qu’un modéle statistique (Pg)gce est dominé s’il existe
une mesure [ o-finie telle que Py < 1 pour tout 6 € p.

Lemme 10 (lemme de Halmos et Savage). Si une famille de mesures (mg)geo
est telle que chaque mg est absolument continue par rapport d une meéme
mesure [, alors on peut construire une mesure m par rapport a laquelle les
mg sont absolument continues et qui est un mélange dénombrable des my,
c’est a dire que m s’écrit

m=Y_ a;me, (6.3)

€D

avec 0 < oy pour tout i, D dénombrable et > ,cp a; = 1. Une telle mesure est
appelée dominante privilégiée de la famille (mg)geq-

Démonstration. D’abord, on peut supposer sans perte de généralité que p
n’est pas seulement finie, mais que c’est une mesure finie : si (A4,),>1 est
une suite croissante d’ensembles de réunion 2 avec p(A4,) < +oo, Ag = &

. . —n u(AN(A\A,
et fi(An1) > p(An) pour tout n, Videntité /(A) = 3,2 pldels
définit une mesure de probabilité.

1/ (A) = 0 si et seulement si “A0ANA1)

1(An\An—1)
seulement si (AN (A,\A,—1)) = 0 pour tout n, ce qui arrive si et seulement

si pu(A) = 0. Les mesures p et p/ sont donc absolument continues I'une par
rapport a l'autre.
Notons P ’ensemble des mesures de la forme (633), et regardons la classe

= 0 pour tout n, soit si et

A=Ucp{A:7(A) > 0,u(-NA) <7}

Formons une suite (4,) telle (A,) converge vers sup 4o 4¢(A). Soit ;
une mesure telle que p(- N A;) < 7;. On pose

400 1
n=1

Notons que si on pose Ay = U,-14;, on a p(- N Ay) < m. En effet, si
m(C'NAy) =0, on a;(CNAy) =0 pour tout i, donc u(C N A;) = 0 pour
tout 7, ce qui entraine que u(C N Ay) = 0.

Comme m € P, on en déduit que

SUPAeAM(A) = p(Ax)-
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On va montrer que tous les éléments de P sont absolument continus par
rapport a m. Cela donnera le résultat voulu puisque les my sont dans P.

Supposons que m(C') = 0 et prenons vy € P. On va montrer que v(C) = 0.
On a

NC) =7(CN Ae) +7(CNAL).

Comme m(C) = 0 et pu(- N Ax) < m, p(C N Ayx) = 0, ce qui entraine
Y(CNAy) = 0 puisque v < . Il n’y a plus qu’a montrer que y(C'NAS) = 0.

Notons p(x) une version positive de la densité de v par rapport & . On
pose N ={z : p(z) =0} et S ={z: p(x) > 0}. v(N) = [yp(z)d du = 0.
On en déduit que y(C' N AS) =~v(CNAS,NS). On pose R=CNAS NS.
Montrons que (- N R) < . Posons f(z) = p(z)~' sixz € S, f(x) = 0 sinon
Soit E un ensemble tel que y(R) = 0.

WENR) = [1p(@)1nf (@)p(x) du(x) = [ 1p(@)i(@)p(z) dy(z) =0,

car 1r = 0 ~-presque siirement : on a bien u(- N R) < 7.
Il est maintenant aisé de voir que p(- N (A U R)) < mTﬂ, ce qui montre
que Ao U R € A. On en déduit

11(Asc) = sup g 4p(A) = (A U R) = p(Aso) + p(R),

ce qui entraine que p(R) = 0. Comme v < pu, 7(R) = 0, ce qui acheve la
preuve.

]

Remarque 5. S les mesures my ont le méme support, on peut prendre tout
simplement m = mg, pour Oy € © quelconque !

6.2 Théoreme de factorisation de Neyman-
Fisher

Le but des théoremes de factorisation Neyman-Fisher est de caractériser
simplement 'existence de statistique exhaustive. En 1922, Fisher a démontré
que la condition de factorisation que nous allons présenter était suffisante.
Plus tard, en 1935, Neyman a montré qu’elle était également suffisante, sous
quelques hypotheéses supplémentaires. La forme générale que 'on enseigne
aujourd’hui est en réalité diie a Halmos et Savage, et a été démontrée en
1949.
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Théoréme 44. On suppose que la famille des lois (Py)eco est dominée par
rapport a une méme mesure | o-finie.

Alors, une statistique S est exhaustive si et seulement si il existe une
fonction h et des fonctions 1y telles que la fonction de vraisemblance fo(z)
s’écrive (S (x))h(x) presque partout.

et

Théoréme 45. On suppose que la famille des lois (Pp)pco admet une densité
par rapport a une méme mesure | o-finie.
Alors, une tribu S est ezhaustive si et seulement si il existe une fonction
h et des fonctions S-mesurables 1y telles que la fonction de vraisemblance fy
s’écrive
fo(z) = Yyg(x)h(z) p presque partout.

Vu le lemme de Doob, il suffit de démontrer le théoreme EA : en 'appli-
quant a une tribu engendrée par une statistique, on obtient le théoreme E2.

On va commencer par traiter le cas ou la mesure de référence est une
dominante privilégiée.

Théoréme 46. On suppose que la famille des lois (Pp)eco est dominée et
que m en est une dominante privilégié.

Alors, une tribu S est exhaustive si et seulement pour tout 6 € O, il existe
une fonction go S-mesurable telle que

g soit une densité de Py par rapport a m.

Démonstration. Supposons que la statistique est exhaustive et prenons 6 €
©. On note 7y la densité de Py par rapport a m.
Rappelons qu’on sait que pour tout 6

]Pg[X € AlS] (w) = Pw<A) Py-p.s (64)
Comme m est un mélange dénombrable des Py, on a encore

m[X € A|S](w) = P,(A) m-ps.

Py(X € A) :/P9X€A|8) Py
_/P ) dPy(w)
= [ Po(4) rofw) dm(w)
= [ P(4) go(w) dm(w),
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ou l'on a posé gyp(w) = E,,[re|S].
Mais E,, [L1xeca90|S] = goEm[LxecalS] = golPu(A) m-presque stirement,donc

[ Pl A)go(w) dm(w) = En[En[LxeagolS]] = Em(Lxeago).
On a donc montré
Po(X € A) = Ep(Txeags),

c’est a dire que gy est la densité de la loi Py par rapport a m.
Réciproquement, supposons que pour tout 6, il existe une fonction gy
S-mesurable telle que pour tout A Py(A) = E,,(L4gs) et montrons que

]P)Q(A|8) = Pm(A|S) Pg — p-s..

Fixons 6 et A, et considérons sur S la mesure v49 = Py(AN-). On va
calculer de deux manieres différentes une densité de v44(-) par rapport a m.

En utilisant tout de suite la forme particuliere de la densité de Py par
rapport a m, on a

Y4,0(C) = Ep (L1 ago)
= En[En 1oL ag|S]]

donc la dérivée de Radon-Nicodym de v4 ¢(+) par rapport a m est gg(S)P,,[A[S].
Cependant, en commencant par un calcul direct, on obtient

140(C) = Eoltate
= Ee(Ee[ﬂAﬂc‘S])
= Eg(ﬂcpe [A|S])
= E,.(1cPy[A|S]g0),

donc la dérivée de Radon-Nicodym de v4¢(-) par rapport a m est goPp[A|S].
On en déduit que

9oPe[A[S] = go(S)Pr[A|S] m — p.s.
Comme Py < m, on a encore

9oPo[A|S] = goP 1 [A|S] Py — p.s.

Notons enfin Py(gy = 0) = E,,.[Lig,=0190(s)] = 0. Ceci permet de diviser
par go(.S) et on obtient

Py[A|S] = Prn[A[S] Py —p.s.
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Preuve du théoréme de Fisher fJ. Si la statistique est exhaustive, le lemme
précédent montre qu’on a une fonction gy S- mesurable qui est la densité de
Py par rapport a la dominante privilégiée m. Alors, gg ™ est évidemment la
densité de Py par rapport a p.

Réciproquement, si la densité de Py par rapport a p s’écrit 1s(S)h, on
peut noter, comme on I’a déja vu plusieurs fois, qu'une densité est presque
partout non nulle par rapport a la loi de la densité.

En particulier Py(h = 0) = 0 pour tout 6, ce qui entraine que m(h = 0) =
0 par définition de m.

Par ailleurs, on peut calculer explicitement la densité de m par rapport
a u. En effet, pour tout A on a

€D

= Yo [ L@ h(@) du(x) = [ La@)r(@)h() du(a),

ol on a posé 7(s) = > ;ep aithy,(s). La fonction r peut éventuellement étre
infinie, cependant l'intégrale par rapport a u de r.h est 1, donc pu(r.h =
+00) = 0, ce qui entraine m(r.h = +o00) = 0. Comme m(h = 0) = 0, on
a m(r = +00) = 0, ce qui entraine que Py(r = +00) = 0 pour tout . r.h.
Ainsi r.h est la densité de m par rapport a u. Comme 7.h est la densité de m
par rapport a g, m(r.h = 0) = 0. Comme Py < m, Py(r.h = 0) = 0. Notons

Z ={r.h #0}.

Pour tout A, on a

Py(A) = Po(AN Z)
= /]].Aﬂzwgh du

= /]1,4]121/10}1* dp
= /]lA]lZwrh du
r

= /]lAllZ% dm
r

:/]]-A% dm
T
Yo(s)

En posant gy(s) = FORAR peut alors appliquer le lemme.
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6.3 Amélioration de Rao-Blackwell

Le théoreme de Rao-Blackwell-Kolmogorov permet comment la connais-
sance d’'une statistique exhaustive permet d’améliorer des estimateurs.

Théoréme 47. Soit § un estimateur de g(0) et S une statistique ezhaustive.
Alors
Eo[g]5]

est un estimateur de g qui est préférable g au sens ot
Vo €O Eo((Es[g]S] — 9(6))*) < Eo(g — g(6))*.

A 0 firé, égalité n'a liew que si § = Bg[§|S] Py-presque sirement. Eg[g|S] a
meme biais que §.

Démonstration. Comme S est une statistique exhaustive, on peut écrire

EglglS] = (S), avec t:(s) = [ g dP.

Ainsi, Ey[g|S] est bien un estimateur. Eq[§|S]—g(0) est 1" espérance condition-
nelle de § — g(0) sous Ey conditionnellement. Comme l'espérance condition-
nelle est une contraction de L?, le résultat s’ensuit. Le cas d’égalité découle
du théoreme de Pythagore pour 'espérance conditionnelle. Bien stir Ey[g|S5]
et g ont méme espérance sous Ey : ¢’est donc le méme biais. [

Définition. On dit qu’un estimateur sans biais § est uniformément de va-
riance minimum parmi les estimateurs sans biais (UVMB) si pour tout esti-
mateur sans biais g, on a

V0 € © Vargg > Varyg.

6.4 Statistiques exhaustives minimales

On dit qu'une tribu exhaustive Sy est minimimale si toute tribu exhaus-
tive S vérifie Sy C S.

Une statistique exhaustive est dite minimale si la tribu qu’il engendre est
minimale.

Théoréme 48. Soit une famille de mesures de probabilité (Pp)eco telle que
chaque my est absolument continue par rapport a une méme mesure p. On
note fo la densité de Py par rapport a p. Alors, si, avec les notations du
lemme D, on pose f, = > iepfo, €t rg = o alors la tribu T = o(re)een

f7YL
est une tribu exhaustive minimale.
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Démonstration. On a Py < m < u, donc on peut écrire

@By _ By dm
dp — dm dp’

soit fp = % fim. Ainsi rg est la densité de Py par rapport & m. Evidemment, rq
est T-mesurable, donc d’apres le théoreme de Fisher, 7 est exhaustive. Soit
S une tribu quelconque supposée exhaustive pour (Pg). D’apres le théoréme
de Fisher, on a une écriture

fo = oh,
ou Yy est S-mesurable. On a alors
fm = Z Oéifei = Z Oéﬂﬁe,.h
ieD ieD

et pour tout 6 € D, on a p-presque stirement :

_Jo _ Yoh (o

B fm B >ieD az‘%ih B >ieD Oézw@i

Ty

(En effet h est p-presque stirement non nulle.) Cette identité montre que ry
est S-mesurable, d’ou T = o((r9)pep) C S, ce qui montre bien que 7T est
minimale. O

Corollaire 13. On suppose que les mesures Py ont toutes le méme support
et que les hypothéeses du théoreme de Factorisation sont vérifiées :

fo(x) = h(z)1e(S ().

Si il existe 6,05 avec 01 # Oy tels que Uapplication x +— zp%l est bijective,
2
alors S est une statistique exhaustive minimale.

Démonstration. Par définition, la tribu minimale vérifie T C o(S). D’apres

le théoreme précédent %(S (z)) est T C o(T)-mesurable. Si ¢ = % est

bijective, alors S = q_l(%(S(x)) est T C o(T)-mesurable, donc o(S) C T,
2

ce qui donne 1’égalité voulue. O]

6.5 Statistiques compléetes

Définition. On dit qu’une statistique S est complete relativement a la famille
(Py)geco st pour tout fonction ¢ mesurable.
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(V0 €O Eyg[p(S)]=0) = (W eO ¢S)=0 Pyps.).

La définition peut sembler étrange : en réalité elle exprime l'injectivité de
I’application linéaire
X = (Eg(X))oco

sur Uensemble des statistiques o(S)-mesurables qui sont dans Nyego L' (Py).

Théoréme 49 (théoreme de Lehmann-Scheffé). Soit S une statistique ex-
haustive compléte, et § un estimateur sans biais de g(0). Alors
— Ey(g|S) est un estimateur sans biais de g(f).
— Ey(g|S) ne dépend pas du choiz de §
— Ep(g|S) est un estimateur sans biais UVMB : pour tout estimateur
sans biais T', on a

Vo € Gvarg(E9(§’S)) < VaryT.

Démonstration. D’apres le théoréeme de Rao-Blackwell-Kolmogorov, Eg(§|.S)
est bien un estimateur, qui plus est sans biais. Si 7" est un autre estimateur
sans biais de g(0), Ey(§|S) et Eo(T'|S) sont deux estimateurs o (.S)-mesurables
qui ont méme espérance : ils sont donc égaux car S est complete. Maintenant,
Rao-Blackwell-Kolmogorov nous dit que

Val‘g(E9<§|S)) = Varg(Eg(T|S)) S Val",g T,
ce qui acheve la preuve. O
On peut également noter le résultat suivant :

Théoreme 50. Une statistique exhaustive compléete S est une statistique
exhaustive minimale.

Démonstration. Quitte a remplacer S par arctan S, on peut supposer que S
est bornée (en effet la tribu engendrée par S et celle engendrée par arctan S
coincident). Soit 7 une tribu exhaustive minimale. Bien str 7 C ¢(S5). No-
tons que comme 7T est exhaustive, on a

Eo(S|T)(w) = Eu(S).

Posons ¢ = S—FE(S) = S—Ey(S|T) : par construction ¢ est o(5)-mesurable.
Les propriétés de 'espérance conditionnelle nous donne Egp = 0. Comme ¢
est une statistique o(S)-mesurable et que S est compleéte, on a ¢ = 0. Donc
S = Ey¢(S|T) Py presque stirement pour tout , ce qui donne la mesurabilité
de S par rapport a T : S est donc complete.

m



94 CHAPITRE 6. STATISTIQUES EXHAUSTIVES

Montrer qu'une statistique est complete est essentiellement un probleme
d’analyse, qui peut étre difficile. Heureusement, on a un théoréme générique
qui peut étre appliqué dans de nombreux cas.

6.6 Modeles exponentiels

Définition. On dit qu’une famille (Py) forme un modéle exponentiel si les
densités s’écrivent

fo(x) = B(0)¢(x) exp({a(0), S(x)))
— [ et & sont d valeurs dans Ry. a est appelé le paramétre naturel
— a et S sont & valeurs dans R?.

Remarque 6. — D’aprées le théoréme de Neymann-Fisher, S est une
statistique exhaustive.
— Si (Pg)gco est un modéle exponentiel, alors (Py™)geo l'est aussi. En
effet la densité de (X1,...,X,) s’écrit

50y [ ¢(a) exp (<a<0>, fjsm») |

i=1 i=1
et Y 1 S(X;) est la statistique naturelle associée.

Théoreme 51. Dans un modéle exponentiel, si l’image de © par le paramétre
naturel contient un ouvert de R? ; alors la statistique naturelle du modéle est
complete.

Démonstration. Soit ¢ une application bornée telle que pour tout 6
| fol)(S(@)) du = 0.
Pour tout 8 € ©, on a
/5(33)(<P+(S(37)) — - (5(x))) exp({(0), 5(x))) dp = 0.
Si on note O limage de © par a, et v = &p, on a Pour tout € € ©, on a
(@4 (5() = o (S(@))) exp((a, S(@)) dv =0,

soit encore

[ ey expllany) dusty) = [ o+ () explla,y)) dus(y)
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Les mesures ¢ ug et ¢_ g ont méme transformée de Laplace sur un ouvert, :
elles sont égales ¢ = p_ g presque stirement : donc ¢ = ¢ =@ p_ =0,
d’ott p = 0 vg presque stirement : On a donc

0= / Loy dvs

Donc 1g,(s(2))2006(x) est p presque partout nulle; comme Py < g, on a
Lip(s(a)£01é (x) = 0 Py presque partout. Comme £ est Py presque partout non
nulle, donc 1{y(s@))20y = 0 Py presque partout, soit Py(p(S(x) # 0)) =0, et
on peut dire que S est complete. O
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6.7 Exercices sur les statistiques exhaustives

6.7.1 Exercices corrigés
Exercice 44. Soit (Py) un modele dominé de dominante privilégiée m, Z
une statistique et .S une statistique exhaustive.

1. Montrer que si Z et S sont indépendantes sous m, alors Z est libre.

2. Théoréeme de Basu : Montrer que si Z est libre et S une statistique
exhaustive complete, alors Z et S sont indépendantes sous Py, quelque
soit 0 € ©.

lien vers 'indication

6.7.2 Exercices non corrigés

Exercice 45. On considele le modele (R, B(R™), Py)gco, avec © = Rx]0, 400,
P2y = N(m,0?)®". A T'aide du théoréme de Neyman-Fisher, trouver une
statistique exhaustive pour ce modele. [ienvers Tindicafion

Exercice 46. Soit n un entier naturel non nul. On considéle le modeéle
(R,B(Rn),Pg)geg, avec © :]0, +OO[, P)\ = 7)(/\)@71

1. Montrer que S, = >_i"; X; est une statistique exhaustive du modele.
2. Déterminer la loi de S,, sous Py.

3. Soit f une fonction bornée. Montrer que

P = 3 Sk

définit une fonction holomorphe sur C.
4. Montrer que S, est une statistique exhaustive complete du modele.

len vers indication

Exercice 47. Soit (X7, ..., X,) un n-échantillon de la loi uniforme sur [0, 4],
ou 6 décrit ]0, 4-o00].

1. Calculer I'estimateur du maximum de vraisemblance pour 6. On le
notera M,, dans la suite. Montrer que cet estimateur est une statistique
exhaustive.

2. Déterminer la loi de M, puis montrer M, est une statistique exhaus-
tive complete.

3. Construire un estimateur sans biais de 6.
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4. En déduire sans calcul la valeur de Eg[X,,| max (X1, ..., X,)], o0 X,, =
X1+ +X,).

lien vers I'indication

Exercice 48. Soit (X7, ..., X,) un n-échantillon de la loi uniforme sur [0, 6],
ou 6 décrit 0, 4+00[. On veut estimer Py(X; < t).

1. Construire une statistique exhaustive compléete du modele.
2. Construire un estimateur sans biais de Pyp(X; < 1).

3. Trouver le meilleur estimateur sans biais de Py(X; < t).

lien vers ['indication

Exercice 49. On se fixe # > 0 connu, et on considere le modeéle (Pp,)mer,
ot P, = N'(m,c?)" et m décrit R.

1. Donner une statistique exhaustive complete du modele.

2. A l'aide du théoréme de Basu (vu en exercice), montrer le théoréme
de Fisher pour les échantillons gaussiens : si (Xi,...,X,) est un n-
échantillon de la loi N'(m, c?), alors les variables

1
n—ll.

- 1 = +
Xp= (X1 4+ X,) et 52 = (X; — X))
n =1

sont indépendantes.

lien vers ['indication
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Chapitre 7

Information de Fisher

Soit © un ouvert de R Dans tout ce qui suit, on suppose que (ig)geo est
une famille de lois sur Q C R? et p une loi sur § telles que :

— Py admet une densité fy par rapport a p avec fy > 0.

— Pour p presque tout x € Q,  — fy(x) est dérivable par rapport a 6.

7.1 Hypotheses

Si h est une fonction mesurable bornée, on a

V9O Egh(X)= /Qh(:z:)fgx dp.

86/ ) fo(x) dpp = / z) dp,

Si jamais

alors on aura

0
5 Eolh(X)] = Eo[Wyh(X)], (7.1)

avec 9
Wo = (55 1og f0)(X).

VheH geEg[h(X)] = Ey[W,h(X)]. (7.2)

Il existe plusieurs types d’espaces H et d’hypotheses qui permettent cette
intervertion de la dérivée. Par exemple
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Théoréeme 52. Si l’on prend pour H l'ensemble des fonctions bornées, alors
une condition suffisante pour (I3) est la suivante :
Pour tout 0 € O, il existe un voisinage V de 6 tel que

0
sup —

1

Démonstration. C’est une simple application du théoreme de dérivation sous
le signe intégrale. ]

Le théoreme suivant est plus subtil :

Théoreme 53. Si ['on prend pour H l’ensemble des fonctions h telles que
la fonction 6 — Ee[h*(X)] est bornée au voisinage de tout point de ©, une
condition suffisante pour (I3) est la suivante : pour p-presque tout x, la

fonction 0 — g.(0) = \/ fo(x) est de classe C1, et la fonction

eHﬂm:/@wwdmwz/(;¢mwfdmm

est continue, d valeurs réelles.
Démonstration. La preuve sera vue en exercice. O

Remarquons que pour vérifier la continuité de Z(), il faudra dans la
plupart des cas utiliser le théoreme de dérivation sous le signe intégrale.
Remarques

— La quantité (2 log fy)(X) est indépendante de la mesure de référence

p. En effet si les (pg) ont des densités (fy) par rapport a p et (gg) par
rapport a p, alors les (uy) ont des densités (hg) par rapport a pu + v
et on a

dpg — dupp  du dpg  dup  dv
= et = .
dp+v) dudlp+v) dp+v) dvdp+v)

d(i‘ffy) est u + v presque partout non-nulle. Soit x un point de R?
on suppose que fg,(z) > 0 (ce qui est pu + v partout équivalent a

hgy(z) > 0) : on a sur un voisinage V' de 6 :

mmmzmmmﬁ%wﬁww,

d’ou I'égalité des deux dérivées partielles par rapport a 6.
— Sous 'hypothese (72), on a Ey(Wy) = 0.
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— 11 peut exister au plus une collection (Wy) vérifiant (2), car si (W}))
et (W2) conviennent Wy — W est orthogonal & L?(IPy).
Définition : information de Fischer

Définition. On appelle score du modéle (Py)gco la statistique Wy définie par

Wy = (55108 fo) ().

avec la convention que % log fy est nulle en dehors des intervalles ou f est
strictement positive. On appelle information de Fisher la quantité Z(0) défi-
nie par

Z(0) = EgW;

Remarque 7. L’hypothése (I2) est trés importante. C’est elle qui donne du
sens a l'information de Fisher. Néanmoins, il est intéressant de définir Z(0)
avant de savoir si ((I2) est réalisée, car on verra que certaines propriétés de
T peuvent parfois étre utiles pour démontrer que ([I2) est vérifiée.

7.2 Inégalité de Cramer-Rao
Théoréme 54 (Inégalité de Cramer-Rao). On suppose que l’hypothése (I3)

est vérifiée et que g = h(X) est un estimateur sans biais de g(0) avec h € H.
Alors

VaI‘g g Z

Démonstration. Comme § est un estimateur sans biais de g(f), on a g(f) =
Ep[h(X)Wy]. En appliquant 'hypothese (2), on a

g'(0) = Eg[n(X)W,] = Eg[gWV5).
Mais Wy est centrée, donc on a également
9'(0) = Eg[(§ — Egg)Wo.
L’inégalité de Cauchy-Schwartz donne alors

§'(0)> <Eg(§ — Eg9)*EoWj = (Varg §)Z(6).
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Théoréme 55 (Cas d’égalité). On suppose que l'hypothése (I2) est vérifiée
et que § = h(X) est un estimateur sans biais de g(0). Alors si

g'(0)?

VOe® 0<Vargg= ()

g est une statistique exhaustive et le modéle est exponentiel.
Réciproquement, un modéle exponentiel vérifiant l’hypothése (I2) atteint
la borne de Cramer-Rao pour une certaine fonction g.

Démonstration. D’apres le cas d’égalité dans I'inégalité de Cauchy-Schwartz,
les variables §—IEy§ et Wy sont liées dans L?(Pp). Comme 0 < Vary g, il existe
a(f) avec

Wy = a(0)(9 — Eog) = a(0)(h(X) — g(0)) Py —p.s.
Ainsi, sous la dominante privilégiée m, on a
Wp = a(0)(h(X) = g(0)) m —p.s.
En intégrant I’égalité, on voit que la densité fy sous m vérifie
In fp(X) = A(O)L(X) + B(0) + c¢(X),

et donc
fo(z) = exp(A(0)h(X) + B(0) + (X))

On a donc bien un modele exponentiel de parametre naturel A(f) et h est
une statistique exhaustive du modele.

Réciproquement, considérons un modele exponentiel : Wy s’écrit Wy =
a'(0)S + pB'(0). Comme Ey[Wy] = 0, on a o/ (6)Eg[S] + f'(#) = 0. Ainsi
Wy = o/ (0)(S—Ey(5)), et on est dans le cas d’égalité de I'inégalité de Cauchy-
Schwartz : S est un estimateur optimal pour la fonction g(f) = E¢(S). O

7.3 Quelques propriétés

7.3.1 Information de Fisher d’un produit

Théoréme 56. On suppose que (P}) et (P2) ont méme support pour tout 0
et que les modeles (P}) et (P%) vérifient les hypothéses du théoréme B3. Alors,
le modeéle Py = Py @ P% vérifie les hypothéses du théoréme B3, on a

Wi, 00)(X) = Wi(Xy) + Wao(X) et Z(0) = 11 (0) + I(0).
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Démonstration. Le modele Py admet la densité h, g,)(x) = fo, (21)g0, (), et
on a sur leur support commun

0 0 0
80 log h ‘91 92 ( ) 86 log f91 (.1'1) 89 lOg h92 (xZ)

ce qui donne la premiere identité L'indépendance de X; et X; donne Z(0) =
Vary W(X) = Varg Wi(X;) + Varyg(Xy) = I1(0) + 15(0), donc I est continue
comme somme de deux fonctions continues. De méme, v est C' comme
produit de deux fonctions C! [

Corollaire 14. Si le modéles (Py) vérifient les hypothéses du théoréme B3 ,
le modele (PF™) également, et son information de Fisher I,,(0) vérifie I,(0) =

nlo.

7.3.2 Information de Fisher d’une statistique

Théoréme 57. Soit (2, F,Py) un modéle statistique vérifiant I’hypothése (I2),
avec H C NyegL?*(Py). Soit T : (Q, F) — (U, F') une statistique. Alors le
modéle (Y, F', (Pg)s) vérifie l’hypothése ((Z2A) et son information de Fisher
I7(9) vérifie

Vo e o I°0) <I(h).

Si on suppose de plus que l’hypothése (I1B) est vérifiée, alors il y a égalité
si et seulement si S est une statistique exhaustive pour (U, F', (Py)s).

Démonstration. D’apres le théoreme de transfert, on a pour tout 6 € © et
tout h € L2((]P)9)S),

[ h(@) d®o)s(x) = [ h(S(x)) dPo() = Eol(h(S())]
D’apres 'hypothese (), on a donc
aae/h(l‘) d(Py)s(z) = Eg[Wph(S(x))]

= Eg[Eg[Wp|SIh(S(2))] = Eg[1ha(S)h(S(x))]

ol ¥y est telle que Ey[IWp|S] = 1p(S). Ainsi, avec le théoreme de transfert 1y
est un score pour ({2, F', (Py)s) et I'on a

— [ (@) d(Po)s()

= Eg[i(2)] = Eg[Eo[Wy|S]?]
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Comme l'espérance conditionnelle est la projection dans L?. On a
1°() = Eg[Eg[Wy| S]*) < Eg(W)® = Z(0),
avec égalité si et seulement si
Eo[Wy|S] = W,

autrement dit Wy est S mesurable. Supposons qu’il y ait égalité : on a
(log fo)' = Ag(S(z)), d’onr en intégrant par rapport a 6 : log fo(x) = Bp(S(x))+
c(x), soit
Jo(x) = exp(By(S(x)) exp(c(X)),
ce qui montre que S est une statistique exhaustive. La réciproque est facile.
m



7.4. EXERCICES SUR L’INFORMATION DE FISHER 105

7.4 Exercices sur ’information de Fisher

7.4.1 Exercices corrigés

Exercice 50. On appelle loi de Pareto P, , de parametre (a, ) la loi sur R
de densité Ml]l}a,ﬂo[(x). On considere le modele (P 4)a>0-
1. Calculer le score W, puis Z(«).

2. En déduire que T' = log X est un estimateur sans biais de g(o) = .

3. Calculer Var,T. Comparer avec la borne de Cramer-Rao g;((z);. Ex-
pliquer
4. Existe-t’il un estimateur sans biais de o ?
hen vers Mndication lien vers la solutionl
Exercice 51. Soit (Xi,...,X,;) un d-échantillon sous la loi P(\) dans le
modele (Py)x=o-
1. Calculer Ey\X;(X; — 1). En déduire que E; = 2% | X;(X; — 1) est
un estimateur sans biais de \2.

2. Montrer que Sy = X7 + - - - + X4 est une statistique exhaustive com-

plete.
3. En déduire que % est le meilleur estimateur quadratique de \2.
4. Montrer simplement que Ey[X? + ... X3|S,] = M

1 -1
5. Comparer la variance de %3) avec la borne de Cramer—Rao. Sd(ié )

est-il un estimateur efficace ?

Lien vers 'indication lien vers la. solition

7.4.2 Exercices non corrigés

Exercice 52. 1. calculer l'information de Fischer lorsque © =]0,4o00|
et pg est la loi de Poisson de parametre 6.

2. Meéme question lorsque pg = P(0)®™

lien vers 'indication

Exercice 53. Le but de cet exercice est de démontrer le théoreme suivant
annoncé en cours :

Soit (Pg)geco un modele dominé par p, de densité fy. On suppose que
pour p-presque tout z, la fonction 6 — ¢,(0) = \/fo(z) est de classe C}, et
la fonction

01— 1(0) :/(%(9))2 dp(x) =/<§9 fe(w)>2 dp(x)
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est continue, a valeurs réelles.
Alors pour toute fonction h telle que la fonction 6 — Ey[h?(X)] est bornée
au voisinage de tout point de ©, on a :

aaeEg[h(X)] = ]Eg[Wgh(X)] avec Wg = (089 log fg)(X)
On convient que (% log fy) désigne la fonction nulle sur les parties ou fy est
nulle.

On peut supposer sans perte de généralité que p est une mesure de pro-
babilité (on peut prendre par exemple la dominante privilégiée).

Soit (€2, F,P) un espace probabilisé sur lesquelles vivent des variables
aléatoires X et U indépendantes, avec Px = u et U suit la loi uniforme sur
[0, 1].

Soit 0 € O et (g,,)n>0 une suite quelconque de limite nulle, avec § € ¢, € ©
pour tout n.

On pose
0
X = Qh(X> f9+U€n(x) Y, = %(\/ f9+Usn)<X)a et Z, = X,Y,.
Montrer que E[Y2|U] = Z(0 + Ue,,).
En déduire que lim,_,, E[Y;?] = Z(0).

Montrer que (Y,?),>1 est équi-intégrable.
Montrer que (X,,),>1 est bornée dans L2
Montrer que (Z,),>1 est équi-intégrable.
Montrer que lim,_, ,  E[Z,] = [ h(z)Z fo(z) du(z).

h(X)—Egh(X)

E
Montrer que EZ, = ===
n

N o ot W

Conclure.
Len vers [Mndication




Chapitre 8

Loi d’un processus

8.1 Loi d’un processus

Définition: Un processus stochastique est une famille infinie (X;);er de va-
riables aléatoires définies sur le méme espace de probabilité (€2, F,P)

Le plus souvent, T est un ensemble ordonné qui joue le role du temps,
par exemple T' = N,Z,R. Le cas T = Z%, qui évoque plutdt une structure
spatiale est également intéressant.

Définition: On appelle trajectoire de X tout élément X (w) = (X, (w),n €
T),we Q.

Définition: On définit la tribu borélienne sur R™, notée B(R”), comme étant
la plus petite tribu qui rend mesurable les projections II; : RT — R,w =
(Wn)neT — W;.

On a vu au chapitre @ que dans le cas ot T est dénombrable, B(RT)
coincide avec la tribu borélienne de R”T. C’est encore vrai lorsque T est infini
dénombrable, mais dans ce cas la topologie qui doit étre mise sur RT (la
topologie produit) n’est pas métrisable.

Définition: Pour toute parties non vides S et S’ de T telle que S O S, on
appelle projection de R® sur R la fonction IT3, : RS — RS’ définie par

Y(zg,s € S) € R 2 (2,5 € S) = (2,5 € 5).
Définition: - théoréme : loi d’un processus
Théoréme 58. Soit (X,,),er une suite de variables aléatoires sur (0, F,P).
L’application X : w — (X, (w))ner est une application mesurable de (2, F)
dans Uespace des trajectoires (RY, B(RY)). La loi image Px de P par X est

appelée loi de la suite (ou du processus) (X, )ner

107
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Démonstration. Comme les ensembles de la forme IT; ' (A), avec A borélien,
engendrent B, il suffit de montrer que pour B de la forme B = II; ' (A), avec
A borélien, on a X~ (B) € F. Or

X HB)=X"1I;1(A) = (I 0 X)"(4) = X; ' (A),

(3 K3

qui est bien dans F puisque X; est une variable aléatoire. O

Notation : P*(T), F(T),D(T) désignent respectivement l’ensemble des
parties non vides, ’ensemble des parties finies non vides et I’ensemble des
parties dénombrables non vides de T.

Il est clair que F(T) C D(T) C P*(T).

Définition: On appelle loi de dimension finie d'un processus X = (X, )ner
la loi de tout vecteur extrait (X, )nes, ou S € F(T).

Proposition 5. Les lois de dimension finie d’un processus X = (Xp)ner 0U
VneT, X, : (Q,F,P)— (R,B(R))

sont les images de la loi Px de X par les projections de RT sur les espaces-

produits finis RS, S € F(T).

Théoréme 59. Deuz processus stochastiques X = (X )ner €t X' = (X])ner
ou

Vn €T, X, : (QF P)— (R,B(R))

et
X' (Y, F,P) — (R, B(R))

ont la méme loi si et seulement s’ils ont les mémes lois de dimension finie.

Démonstration. La condition nécessaire est évidente, d’apres la proposition
précédente. Réciproquement, si X et X’ ont les mémes lois de dimension
finie, d’apres la proposition précédente, Px et P, ont les mémes images
par projection sur les espaces-produits de dimension finie (R®, B(R®)). On
considere

C = {][ An,¥n, A, € BR), et 3N,¥n > NA, = R}
neT

Py et Py, coincident sur C , c’est-a-dire X et X’ ont méme loi sur C. C est
un I-systéme qui engendre B(RY), donc X et X’ ont la méme loi. O]

Définition: On appelle processus canonique associé a un processus stochas-
tique X = (X,,n € T) ouVn € T, X,, : (O, F,P) — (R,B(R)) le pro-
cessus II = (II,,n € T) formé par les projections II,, de RT sur R, qui a
X = (Xg, k € T) associe X,,, sa n-itme composante.
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Théoréme 60. Tout processus stochastique a méme loi que son processus
canonique associé, quand on munit [’espace de ses trajectoires de la loi Py .

Démonstration. 11 : (X,)ner — (Xn(w), w € Q)pner est Papplication identité
de RT. Donc I'image de Px par II est Px. O

8.2 Théoréme d’existence de Kolmogorov

Définition: Systeme projectif

On considére une famille (Qg,S € F(T)) ot pour tout S, Qs désigne
une probabilité sur (RS, B(R%)). On dit que (Qs, S € F(T)) est un systéme
projectif de lois si pour tous S,S" de F(T) tels que S 2O ', Qg est I'image
de Qg par 1%,
Remarque: Si on a seulement défini (s pour des ensembles S de la forme

S ={1,...,n} et que l'on sait que pour tout n > 1, Q.. »} est la mesure
image de Qq1,... n+1) PAr HE’:::’Z?}, alors on peut définir pour S partie finie de

N une mesure ()g comme étant la mesure image de Qq1,... max s}y Par H{S "},

Il n’est alors pas difficile de vérifier que (Qg) est un systéme projectif de lois.
Exemple: Si pour tout ¢ € T, u; est une mesure de probabilité sur R, la
famille (Qg)ser(r) définie par Qg = ®;cg/t; est un systéme projectif de lois.

Théoreme 61. Théoreme d’existence de Kolmogorov.

On se place sur (RY, B(RY)). Pour toute partie S € F(T), soit Qs une me-
sure de probabilité sur (R%, B(R?)). Les trois conditions suivantes sont équi-
valentes :

1. Il existe un espace de probabilité (2, F,P) et pour tout n € T une
variable aléatoire X, : (Q,F,P) — (R,B(R)) telle que (Qgs,S €
F(T)) soit l’ensemble des lois de dimension finie du processus X =
(X,,neT)

2. Il existe une mesure de probabilité Q sur (RT, B(RY)) dont I'image par
[Ig soit Qs quelle que soit la partie finie, non vide S de T,

3. (Qs,S € F(T)) est un systéeme projectif de lois.

Démonstration. On va seulement donner la preuve dans le cas ou T = N. Le
cas ol T est dénombrable s’en déduit immédiatement ; en revanche la preuve
dans le cas général demanderait un argument supplémentaire.

(1)=(2) : il suffit de prendre @ = Px.

(2)=(3) :si 8" C S, onally =12 olls. Q% est la mesure image de Q
par 1T, mais c’est aussi la mesure image par 113, de la mesure image
de Q par g, soit donc la mesure image de Qg par I12,, ce qui montre
bien que le systéme (Qg) est projectif
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(3)=(1) : c’est évidemment le gros morceau. Soit (2, F,P) un espace de
probabilité sur lequel vit une suite (U, ),>o de variables aléatoires indé-
pendantes suivant la loi uniforme sur [0, 1]. D’apres le théoreme B, I'es-
pace (Q, F,P) = ([0,1[, B([0, 1[), M|jo,1f) convient. Notons F* la fonc-
tion de répartition de (), puis, pour x € R", notons F' la fonction de

-----

----------

VreR" YueR @ (r,u) =min{y e R: 1— F(y) < u},
puis on définit (X,,)n>0 par Xo = Q5(Up) et pour n > 1 :
X =05 ((Xo,. .., Xn1),Up).

Montrons par récurrence que pour tout n, la loi de (Xo,..., X,,) est
Qqo,..n}- Pour n = 0, c’est une conséquence immédiate du théo-
reme B3. Sinon, supposons que (X, ..., X,_1) a comme loi Q.. n-1}
comme le systéme est projectif (Xo,...,X,_1) réalise la loi des n
premieres composantes de Qyo,..n3. Comme (Xo,..., X,_1) est indé-
pendant de U,, le théoreme de I’échantillonneur de Gibbs dit que
(Xo, S ;Xn—lu (pn((Xo, BN ,Xn_l), Un>> = (X(), e 7Xn—17 Xn> suit la
loi Q{o,...,n}-

]

Au cours de la preuve, on a montré en particulier que l'espace (2, F,P) =
([0, 1], B([0,1]), AJjo,1[) est suffisamment gros pour y faire vivre tous les pro-
cessus réels & temps discret que 'on peut imaginer.”

Corollaire 15. Pour tout entier n > 1, soit P,, une mesure de probabilité
sur (R™, B(R™)). Pour qu’il eziste une suite X = (X,,n > 1) de variables
aléatoires réelles simultanées telle que P, soit la loi de (X1, Xa, ..., X)) pour
tout n > 1 4l faut et il suffit que

VB € B(R"), Pos1 (B x R) = Py(B)(x).

n—1} = @ sous Qqo,... n} repose sur le théo-

1. L’existence de la loi de II,, sachant yo,...,
réme B8 d’existence des lois conditionnelles. Enoncé dans le cadre des espaces polonais,
ce théoréme n’a été démontré dans ce cours que dans le cas @ = [0, 1]". C’est suffisant
pour faire vivre une suite de variables aléatoires & support dans [0,1] dont les lois fini-
dimensionnelles sont prescrites. Mais le cas d’une suite de variables aléatoires réelles quel-
conques s’en déduit : on commence par construire la suite % arctan X, ..., % arctan X, ...

sur (2, F,P), puis Xo, X1,...,Xpn,... en composant avec la fonction x — tan(w/2z).
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Démonstration. En effet, s’il existe une telle suite X de variables aléatoires
réelles simultanées, on a

VB € B(R"),Poi1(BXR) = P((X, ..., Xoi1) € BXR) = P((Xy, ..., X,,) € B) = P,(B).

Réciproquement, on suppose la condition (%) satisfaite. Pour toute partie
non vide S de N de cardinal p, notée S = {sy,...,s,}, on note Pg I'image
de Phax(s) par la projection Hfgl""’max(s)}. D’apres le théoreme d’existence de
Kolmogorov, il suffit de vérifier que (Pg, S € F(T')) est un systéme projectif
de loi. Pour cela, on vérifie que pour tout S de F(7'), et tout n > max(S), Pg

n}

est I'image de P,, par Hgl""’ , ce qui se fait facilement par récurrence. [

8.2.1 Loi produit infini; variables indépendantes

On a déja remarqué que lorsque pour tout ¢ € T, u; est une mesure
de probabilité sur R, la famille (Qg)gsecrr) définie par Qg = ®;cgpi est un
systeme projectif de lois. D’apres le théoreme de Kolmogorov, il existe une
loi sur R dont la projection sur un ensemble fini d’indices S quelconques est
®;egli - on notera désormais ®;.pu; cette loi.

Si on note (X;);es la famille des projections sur les différents indices, il
est alors clair que sous ®,.p /i, les variables X; sont des variables aléatoires
indépendantes, et que pour tout ¢, la loi de X; est u;.

Ainsi, étant donnée une suite (p,,n > 1) de mesures de probabilité sur
(R, B(R)) il existe toujours une suite de variables aléatoires réelles simulta-
nées indépendantes (X,,,n > 1) telle que Vn > 1, Px, = u,.

8.2.2 Loi markovienne

Soit D un ensemble dénombrable, P = (p; ;)i )ep2 une matrice marko-
vienne, c¢’est a dire que p;; > 0 pour tout couple (7,7) et Y pcp pir = 1 pour
tout ¢ € D. Alors, pour toute loi p sur D, on peut construire une unique loi
P* sur DY telle que pour tout entier n > 0 et toute suite xo, . .. ¥, d’éléments
de D, on ait

n—1
]P“(HO = xg,..., 1, = xn) = ,U,($0> H Pxjaiiq-
=0

Démonstration. On définit par récurrence une suite de mesures (P,,),>o avec
Py = p, puis

PnJrl({(xO? s >$n+1)}) = Pn({(xov s >xn)})pxn,xn+1'
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Soit A C D"*!. On a

Po(Ax D)= > > Pua({(zo,.-.,2011)})

(x0,...®n)EA Tny1ED

- Z Z IP”({(‘TO? s 7In>})prﬂn,mn+l

(a:o,....rn)EA Tn+1€D
= Z P.({(zo,...,zn)})1
(z0,...xn)EA

= Pn(A)

L’identité qu’on vient de montrer permet de montrer par récurrence que
P, (D"!) = 1. Elle exprime également que la loi de (IIy, ..., II,) sous P,
est P, : on a donc un systeéme projectif de lois, ce qui permet d’appliquer le
(corollaire du) théoreme d’existence de Kolmogorov. O

8.3 Processus réels stationnaires (temps dis-
cret)

On suppose ici que T=Nou T = Z.
Définition: Un processus stochastique réel (X,,,n € T) est dit station-
naire si quels que soient les entiers d > 1,n4,...,n4 choisis dans N, tels que
ny < --- < ng, les vecteurs aléatoires réels d-dimensionnels (X,,,, ..., X,,) et
(Xny+1y - - -y Xpy+1) suivent la méme loi.

Il en résulte évidemment que (X,,,, ..., Xy,) et (Xp,4n, - - -, Xny+n) suivent
la méme loi quel que soit 'entier h > 0.
Définition: Etant donné un espace de probabilité (Q, F,P), on dit qu'une
application T : (2, F) — (2, F) conserve la mesure P si VA € F,P(A) =
P(T~*(A)) ou si P est sa propre image par T.
Définition: On dit que T : 2 — () est une bijection bimesurable si c’est
une bijection (F, F)-mesurable et si Papplication réciproque T est (F, F)-
mesurable .

Théoréme 62. Soit (2, F,P) un espace de probabilité et une application
T:(Q,F)— (QF).

— Si T conserve la mesure P, pour tout entier n > 1, T" conserve P
— Si T est une bijection bimesurable qui conserve P, T=' conserve P.
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Démonstration. — On raisonne par récurrence. Au rang initial, VA €
F,P(A) =P(T'(A)) parce que T conserve P. Si pour un entier n > 1,
on a démontré que

VA € F,P(A) = P(T~"(A)),

alors comme

et il vient
VA € F,P(A) = P(T~"D(A)).

D’ou la conclusion par récurrence : pour tout n > 1, T™ conserve P.
— VA e F,P(T(A)) =P(T Y T(A))) =P(A).
m

Théoréme 63. Soit (2, F,P) un espace de probabilité et C un I-systéme
d’événements engendrant F. Alors une application T : (2, F) — (Q,F)
conserve la mesure P si et seulement si

VA € C,P(A) = P(T7(A)).

Démonstration. Le sens direct est évident.
Réciproquement, on suppose que P et son image par 1" coincident sur C, donc
sur F. O]

Définition: Pour £ = N ou E = Z, on notera  'application de R¥ dans
R” appelée opérateur de translation définie par

9((xn)n€E) = (yn)nEE'7

Théoréme 64. Pour qu’un processus réel X = (X,,,n € T) soit stationnaire,
il faut et il suffit que l'opérateur de translation 6 conserve sa loi Px.

Démonstration. Dire que 0 préserve Py, c¢’est dire que X et # o X ont méme
loi. Mais on sait que deux lois sur RT sont égales si et seulement si toutes les
projections par les Il,,  sont égales. Ainsi 6 préserve Py si et seulement si
quels que soient si,...s,, Il oX etll;  o6oX ont méme loisous P.
Or la loi de Il 5, o X sous P est Pix,, ... x.,) et celle de Il;, 5, 060X sous
P est PP Xoy 10 Xan11)- Ainsi, par définition de la stationnarité, 6 préserve Py
si et seulement si (X,) est stationnaire. O
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Les processus stationnaires fournissent ainsi un exemple fondamental de
transformation conservant la mesure.

Théoréme 65. Soit (2, F,P) un espace de probabilité et une application
T:(Q,F)— (QF)

qui conserve la mesure P. Alors
— quelle que soit la variable aléatoire & sur (2, F,P), (£oT™,n >0) est
un processus stationnaire.
— st T est une bijection bimesurable de (2, F), (§oT"™ n € Z) est éga-
lement un processus stationnaire.

Démonstration. Prenons, suivant le cas T = N ou T = Z et prenons n > 1,
puis s1 < --- < s, dans T. Considérons le vecteur aléatoire & valeurs dans
R™ :

V= (EoT™,... . 0T): (0, F,P) — (R"BR").

La loi de V o T sous P est la loi de V' sous Py, mais P =P, donc V et VoT
ont méme loi. Cependant, que T = N ou T = Z, on a dans les deux cas :

Vol = (EoTsH . o).

On vient de montrer que (£oT%, ... oT® ) et (0T ... £oT* 1) ont
méme loi. Comme c’est vrai pour tout n et pour sq,...,s, quelconques, on

vieut précisément de montrer que le processus (§ o T™),er est stationnaire.
m

8.4 Processus gaussiens

8.4.1 Caractérisation

Définition: On dit qu'un processus (X;)er est gaussien si pour tout S €
F(T), le vecteur (X;)ses est gaussien.

A tout processus gaussien, on peut associer son espérance (EX;),er et sa
fonction de covariance

Cx : (s, 1) = E(X, — EX,)(X, — EX,)).

Proposition 6. Deux processus gaussiens ont méme espérance et meéme
fonction de covariance si et seulement si ils ont méme loi.

Démonstration. Notons (X;) et (Y;) les deux processus considérés.
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— Le sens « méme loi implique méme espérance, méme covariance »est
“presque” évident. Arrétons nous y tout de méme quelques instants.

On a
EX, :/ ws dPx(w)
RT

et
EY, :/ Wy dPy ().
]RT

Dire que (X;) et (Ys) ont méme loi, ¢’est précisément dire que Py =
Py . Cela implique donc qu’ils ont les mémes espérances. Les identités

EX.X, :/ wswy dPx (w)
RT

et
EY.Y, :/ wswy dPy (w)
RT

permettent alors de compléter la preuve.

— Soit F' C T, F fini. Les vecteurs (X;)ses et (Ys)yes sont gaussiens. Par
hypothese, ils ont méme espérance et méme matrice de covariance. Des
vecteurs gaussiens qui ont méme espérance et méme matrice de cova-
riance ont méme loi. Ainsi (X;) et (Y;) ont mémes lois de dimension
finie. Ils ont donc la méme loi.

m

8.4.2 Condition d’existence

Théoréme 66. Soit (my)icr et (Cor)(sperxr des réels. Il existe un processus
gaussien de moyenne (my)ier €t de covariance (cs7t)(s7t)eTxT st et seulement
si

— Pour tous s,t €T, on a csy = Ct.

— Four tous S fini inclus dans T et tout x € R, on a

Z Cot(Ts — my) (@ —my) > 0.
(s,t)eSXS

Démonstration. Lanécessité des deux conditions provient du fait que (¢ ¢)(s)esxs
doit étre la matrice de covariance du vecteur (X)ses Pour voir que ces condi-
tions sont suffisantes, il suffit d’appliquer le théoreme de Kolmogorov a la
famille de mesures N (mg, Cs) ot mg = (my)ies et Cs = (Co1)(s,yesxs qui
est compatible. O



116 CHAPITRE 8. LOI D’'UN PROCESSUS

8.4.3 Processus gaussiens stationnaires

Théoréme 67. Soit (X,,)nez un processus gaussien. (X, )nez est stationnaire
si et seulement si il existe une constante m et une fonction ¢ telle que

— Pour tout n EX,, = m

— Pour tous n,p entiers on a E(X, —m)(X, —m) = ¢(n — p).
© est appelée fonction d’autocovariance du processus.

Démonstration. Supposons que le processus est stationnaire et posons m =
EXj et p(n) = E(X,, —m)(Xo—m). Pour tout n X; et X,, ont méme loi, donc
EX, = EX, = m. D’autre part, le couple (X,,, X,) a méme loi que le couple
(Xp—p, Xo) : on a donc E(X,, —m)(X, —m) = E(X,_,)(Xo—m)) = p(n—Dp).
Réciproquement, supposons que pour tout n EX,, = m et que pour tous n,p
entiers on a E(X,,—m)(X,—m) = ¢(n—p). Il faut démontrer que le processus
(Xnt1)nez @ méme loi que le processus (X,,)nez. Ces deux processus étant
gaussiens, ils suffit de montrer qu’ils ont méme espérance et méme covariance.
Or on a pour tout n :EX, .y = m = EX,, et pour tous n,p

&=

E(Xnt1 — EXpi1) (Xpt1 — EXpia) (X1 —m)(Xp1 —m)
(n+1)=(p+1))

(n—p)
(
(

= ¥

|
SIS

X, — m)(X, —m)
= E(X, -EX,)(X, —EX,),

ce qui acheve la preuve. O
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8.5 Exercices sur les processus

8.5.1 Exercices corrigés

Exercice 54. Soit D C R un ensemble dénombrable, P = (p; ;) jjcp> une
matrice markovienne. Pour p mesure de probabilité sur D, on note P* la loi
markovienne associée. Si i € D, on note simplement P? pour P?%.

1. Démontrer la propriété de Markov : pour toute mesure p, pour tout
entier n, pour tout A € o(Ily,...,II,), pour tout B € B(RY), on a

P (A, = 14,0 "(B)) = P*(A, 11, = i)P"(B).

2. Montrer que P* = Y. u(i)P".

3. Montrer que si pu(j) = >; u(i)p;; pour tout j, alors P* est laissée
invariante par 6.

lien vers [Mndicafion lien vers [a solution

Exercice 55. Soit ¢ une application mesurable de (RY, B(RY)) dans (R, B(R))
et (X, )n>0 un processus stationnaire. Démontrer que le processus (Y},),>0
défini par Y, = o(X,, Xni1,-..) = @(0" o X) est stationnaire. [[en_verd
1ndication lien vers la solutionl

Exercice 56. On dit d'une famille de variables (X, ),>1 définies sur un espace
(Q, F,P) quelconque qu’elles sont échangeables si pour tout n et pour tout
o € S, les vecteurs (Xi,..., X,) et (Xo(), ..., Xo@m)) ont méme loi (sous IP).

1. Montrer qu'une famille de variables échangeables est stationnaire.

2. Soit (X,,)n>1 une famille de variables échangeables de carré intégrables.
Exprimer la variance de X; 4+ --- + X,, en fonction de Var X; et
Covar(X7y, Xs). En déduire que les X; sont positivement corrélés.

3. Montrer qu’a partir d'un bruit blanc (une famille (Y;);>o de variables
indépendantes suivant la loi A(0,1)), on peut fabriquer (la loi de)
n’importe quel processus gaussien de variables échangeables en posant
X; =m+ aYy +bY;.

4. Soit (X,,)n>1 un processus gaussien de variables échangeables. Montrer
qu’il existe une variable aléatoire Z telle que, sachant Z, les variables
aléatoires X, sont des variables aléatoires indépendantes. Ce résultat
constitue un cas particulier d'un résultat plus général, le théoreme
de De Finetti-Hewitt—Savage, qui sera proposé un peu plus loin en
exercice.
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lien vers ['indication lien vers la soluntion

Exercice 57. Le théoréme des quatre couleurs stochastique, d’aprés Holroyd
et Liggett
Soit ¢ un entier naturel non nul. On appelle mot ou coloriage sur I'alphabet
{1,...,q} une suite finie z = (z1,...,x,) d’éléments de {1,...,q}. Le mot
vide est 'unique mot de longueur 0. On dit qu'un mot x = (zy,...,x,) est
un mot propre si z; # x;11 pour 1 < i < n. On convient que le mot vide est
un coloriage propre.

Le but de ce probleme est de construire et d’étudier des processus sto-
chastiques (I1,,),>1 qui sont tels que

— Pour tout n, (I3, .. ., II,,) est un coloriage propre sur I'alphabet {1,..., ¢}

— (I1,)n>1 est stationnaire

Si x et y sont deux mots, on note .y leur concaténation. Si z = (x1,...,z,)
est un mot et ¢ un entier compris entre 1 et n, &; désigne lﬁ@t x dont on a oté
la i-eme lettre. Ainsi (1,2,4).(7,5) = (1,2,4,7,5) et (1,2,7,8), = (1,2,8).

On doit encore introduire la notion d’immeuble. Soit x un mot de taille
n. Un immeuble propre de dernier étage = est une suite (yi,...y,) de mots
tels que

— Pour tout ¢ entre 1 et n, y; est un coloriage propre de taille 7 a ¢

couleurs.

— Pour 1 <7 < n, y; est obtenu en enlevant une lettre au mot ;1.

S —
Ainsi ((1),(1,2),(2,1,2)) est un immeuble propre de dernier étage (2,1, 2).
On note B(x) 'ensemble des immeubles propres de dernier étage x.

1. Montrer que pour tout mot propre x de taille n > 0, on a
n
[B(z)] = > |B(#)]-
i=1

2. Montrer par récurrence que pour tout n > 0 et tout mot = de longueur
n, O1l a

Y. |B(z.a)| = bu(q)|B(z)|, avec by(q) = n(q —2) +q.
ae{l,....q}

3. On note S(g,n) le nombre d’immeubles propres de n étages. Montrer
que S(g,n +1) = bu(q)S(g, n).
4. Montrer que la formule
[B((z1, - .., 2n))]
S(q,n)

définit une mesure de probabilité sur {1,...,¢}".

Tn({x1, .. xn}) =
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5. A laide du théoreme d’extension de Kolmogorov, démontrer qu’il

existe une mesure de probabilité P, sur {1,...,¢}"* telle que pour
tout entrier n et tout x = (z1,...,2,) € {1,...,¢}", on ait
|IB((x1,...,2,))]
P lexl,...Hn:xn: .
3 = Sl

6. Montrer que P, est réversible, c’est a dire que pour tout n > 1 et tout
r=(21,...,2,) €{1,...,q}", on a

Pq(Hl =T, .. .Hn = (L’n) = Pq(Hl = Tp, . Hn = ZEl).

7. En déduire que P, est invariante par le décalage 0.
8. On s’intéresse maintenant au cas ou ¢ = 4.

(a) Montrer qu'il existe des constantes (c,p)n>0p>0 telles que pour
tout n,p > 0, pour tout = € {1,...,q}" et tout y € {1,...,¢}?, on
ait
S [Br.ay)| = capl B@LIBW)!
ae{l,....q}
(b) En déduire que sous Py, (I, ..., II,) est indépendant de (IL,, 4o, . .., I, pi1).

lien vers ['indication lhien vers la soliition

8.5.2 [Exercices non corrigés

Exercice 58. Coloriages propres : un théoréeme de Schramm, par la méthode
de Fuzi Zhang

Soit Q = {1,...,¢}", F = B(R), et P une probabilité sur 2, invariante
par le décalage 6 et ne chargeant que des coloriages propres (voir 1’exercice
précédent). On suppose de plus que P est 1-dépendant, c’est a dire que pour
tout entier naturel n, o(Il;,7 < n) est indépendante sous P de o(Il;,7 > n),
ou II; est l'opérateur de projection canonique : II;(w) = w;). On suppose
que la couleur ¢ vérifie p = P(wy = ¢) > 0. On note P = P(:|Tly = ¢) et E
'intégrale sous P.

1. Posons, pour s € B(0,1) : S(s) = 375 Lim,=s'. Montrer que

l—s+ps

B(S(s) =~

2. Posons T'(w) = inf{n > 1;w, = c}.
Notons 0 'opérateur de €2 dans lui méme défini par

0(x) =

T sinon.

~ {HT(I)(x) si T(x) < +00
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Montrer que pour tout n > 1let A€ F, on a
P(T =n, 07 (A)) = P(T = n)P(A).

3. En déduire que les variables (T o én)nzo sont indépendantes.

4. On note Gr la fonction génératrice de T' sous P : pour s € B(0,1),
Gr(s) = E[s"]. En remarquant que S(s) = 32,25 s™, avec Ny = 0 et
Ne = Y51 T 0 6 montrer que E(S(s)) = puis que Gr(s) =

ps?
1—s+ps?

5. On rappelle le théoreme de Pringsheim—Hille : si une série entiere a
coefficients positifs a un rayon de convergence R < 400, alors la fonc-
tion somme n’admet de prolongement analytique sur aucun voisinage
de R. A la lumiére de ce résultat, montrer que p < i.

1
1-Gr(s)’

6. En déduire qu’il n’existe aucun champ stationnaire 1-dépendant de
coloriages propres a 3 couleurs.

lien vers ['indication

Exercice 59. Soient (X,)n>1, (Yn)n>1 deux processus stationnaires indé-
pendants. Montrer que pour toute application mesurable ¢ de R x R dans
R, le processus ¢(X,,Y,) est stationnaire. Donner un exemple de processus
(Xn)n>1 et (Yin)n>1 stationnaires tels que X, + Y, ne soit pas stationnaire.
hen vers ["indication

Exercice 60. Soit (X,,),>1 un processus stationnaire. Montrer que le proces-
sus (Y},)n>1 défini par Y,, = X, +2X,,1 est stationnaire. Genvers Tindicafion

Exercice 61. Soit (X,,),>0 une chaine de Markov homogene dont l'espace
d’état est fini. Montrer que (X,,),>0 est stationnaire si et seulement si X et
X, ont méme loi. [en vers Tindicafion

Exercice 62. Soit X une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur Z/7Z.
Soit (7},),>1 une suite de variables aléatoires indépendantes identiquement
distribuées suivant la loi uniforme sur l'ensemble {—1,1}. On définit par
récurrence une suite (7),),>1 par X,41 = X, + T,+1.0n pose enfin 7, =
inf{k > 0; X,,;-x = 0}. Montrer que (Z,),>0 est un processus stationnaire.

lien vers 'indication

Exercice 63. Montrer que lapplication de [0,1] dans lui-méme qui a x
associe la partie fractionnaire de 2z laisse invariante la mesure de Lebesgue
sur [O, 1], [en vers Tindicafion
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Exercice 64. Soit « un réel. Montrer que 'application de [0, 1] dans lui-
méme qui a x associe la partie fractionnaire de x + « laisse invariante la
mesure de Lebesgue sur [0, 1]. Comment interpréter ce résultat si I’on identifie
[0, 1] au cercle unité par I'application x — ¢*™ ? [en vers [ndication

Exercice 65. On appelle bruit blanc une suite (Z,,),cz de variables aléatoires
indépendantes suivant la loi N(0,1). Soit (Z,)nez un bruit blanc et =
(Bo, - -, B,) € RIT avec By # 0 et B, # 0. On considére la moyenne mobile :

q
Xy = Z ﬂanfq-
k=0

Démontrer que (Z,),ez est un processus stationnaire dont on calculera la
fonction d’autocovariance. [envers Tindicafion
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Chapitre 9

Chaines de Markov

9.1 Définition et caractérisations

9.1.1 Définition

Soit S un ensemble fini ou dénombrable, v une mesure de probabilité sur
S et P = (pij)jesxs une matrice a coefficients positifs. Soit (X,,),>¢ une
suite de variables aléatoires définies sur un espace (2, F,P). On dit que la
suite (X,,)n>0 est une chaine de Markov de loi initiale v et de matrice de
passage P sil’on a, pour tout entier n > 1 et toute suite o, ...z, d’éléments
de S :

n—1

P(Xo =20, X1 =21,... X,y = 2,,) = v(x0) H Daswigr-
i=0

Exemple : une suite (X, ),>o de variables aléatoires indépendantes de
méme loi v a valeurs dans S dénombrable est une chaine de Markov. En
effet, il suffit de poser pour (i,j) € S x S p;; = v(j).

9.1.2 Caractérisation par ’espérance conditionnelle

Théoréme 68. Soit (X,,),>0 une suite de variables aléatoires d valeurs dans
S. Les trois propriétés suivantes sont équivalentes :

1. (X,)n>0 est une chaine de Markov de matrice de passage P d valeurs
dans S

2. Quels que soient xg, ..., x,—1 dans S tels que P(Xo = z9, X1 = z1,... X1

Tn_1) > 0, alors P(X,, = 2,/ X0 = 20, X1 = 21,..., X1 = Ty1) =

pxn—hxn :

123
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P(Xn = xn’XOa e 7Xn71) = an_hxn. (91)

Cela signifie que toute 'information que Xy, ..., X,,_1 peuvent nous ap-
porter sur X,, est comprise dans X,,. Remarque : (&) implique que P(X,, =
xn|Xn71) = DPXp_1,2n

9.1.3 Dynamique markovienne

Qu’est ce concretement, qu'une chaine de Markov ? On va voir que c’est
une suite de réalisations, au cours du temps, des états d’un systeme soumis a
des transformations aléatoires, la suite des transformations est une suite de
transformations indépendantes, de méme loi. Evidemment, le résultat de la
transformation dépend de la transformation choisie et de 1’état du systeme
avant la transformation.

Si (Q, F) est un espace mesuré, on appelle “fonction aléatoire” toute ap-
plication mesurable de (€2, F) dans (S, B(S)). Comme B(S¥) est engendrée
par les projections sur les coordonnées, f : Q — S¥ = F(S,9) est une fonc-
tion aléatoire si et seulement si pour tout i € S, 'application w — f(w)(7)
est une variable aléatoire. La tribu engendrée par une variable aléatoire f est
la tribu engendrée par les variables f(-)(i), ou i décrit S.

Si f est une fonction aléatoire et X une variable aléatoire, f(X) est une
variable aléatoire car

{/(X) € B} = Uies{X =i} N {f(i) € B}.

Lemme 11. Soit S un ensemble fini ou dénombrable, v une loi sur S et x
une mesure sur (S°, B(S%)).

Soit (fn)n>1 une suite de fonctions aléatoires indépendantes de loi x et Xy
une variable aléatoire de loi p indépendante de (fy)n>1. On définit (X,)n>1
par

Vn > 0 Xn+1 = fn+1(Xn)

Alors (X,)n>0 est une chaine de Markov de loi initiale v et de matrice de
transition M, ou M est définie par

V(i,j) € S xS mi;=x({f € S%fi) =3}
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P({(Xm ) n) € A} N {Xn - Z} N {Xn+1 = ]})
= P{(Xo,...,Xn) € A} N{X, = i} N {fn1(2) = j})
= P{(Xo,..., X)) € AN {X,, = i})P(fr41(i) = )
= P{(Xo,...,Xn) € AAN{X, =i)P(fu1 €S x...{j} x...5)
= P{(Xo,...,X,) € A}N{X, =i)x(Sx...{j} x...9)
= P{(Xo,...,X,) € A}N{X, =i})m,;

]

Exemple : la marche de I'ivrogne (ou marche aléatoire sur Z)
Un ivrogne sort du café passablement éméché. A chaque pas, il prend une
décision (enfin, si tant est que cela lui soit possible...) : aller a gauche, ou
aller a droite. Si on repere par X,, sa position dans la rue au temps n, on a
S =7, Xns1 = fas1(X,), ou f, est une suite de translations indépendantes :
P(fp=(x—z+1)=P(f,=(x—2x—-1))=1/2.

Comme on va le voir, ce procédé permet de fabriquer toutes les chaines
de Markov.

9.2 Matrice stochastique

Définition: Soit S un ensemble dénombrable et P = (p; ;)i j)esxs une ma-
trice a coefficients positifs. On dit que P est une matrice stochastique si on
a

JES
9.2.1 Existence des chaines de Markov

Théoreme 69. Soit S un ensemble dénombrable, P = (p; ;) jjesxs une
matrice stochastique et v une mesure de probabilité sur S. Alors, on peut

construire une chaine de Markov de lot initiale v et de matrice de passage
P.

Démonstration. Définissons une mesure yp sur S° par
Xp = ®Qjestis

ou f; est la mesure sur S définie par p;(j) = p; ;. Alors xp vérifie xp(S x
Ay x...8) =pi; et il suffit d’appliquer le lemme précédent. O
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Lorsque la matrice P est fixée, on note souvent P” une probabilité sous
laquelle (X,),>0 est une chaine de Markov de matrice de transition P telle que
la loi de Xy sous P” est v. De méme, on note E” ’espérance correspondante.
Dans le cas oil la loi initiale est une masse de Dirac, on écrit simplement P
(resp. E?) au lieu de P% (resp. E%).

Remarque : on est souvent amené a réaliser une telle chaine sur ’espace
canonique ) = SN. Dans ce cas, les (X} )r>0 sont les opérateurs de projection
canonique : Xi(w) = wy et P est 'unique mesure sur 2 telle que pour tout
entier n > 1 et toute suite xg, ...z, d’éléments de S :

n—1
PU<X0 = Ty, X1 = T1,... Xn = Zl,’n) = I/(Slfg) H p$¢,$i+1‘

1=0

Corollaire 16. Soit P une matrice markovienne sur S. Pour tout v, on note
P la mesure markovienne sur S~ de loi initiale v et de matrice de passage
P, ainsi que P* = P%. Pour toute loi v sur S, PV admet la désintégration

P = /]Pﬂ' dv (9.2)
c’est a dire que pour tout borélien A de SV, on a
PY(A) = / Pi(A) dv (9.3)
Démonstration. 1l suffit de définir une mesure p par

u(A) = [P(A) dv

et de vérifier que 'on a pour tout entier n > 1 et toute suite zg,...x,
d’éléments de S :

n—1

w(Xo = xo, X1 =21,... X, = x,) = v(20) H Daswisr-

1=0

Remarques :
— On trouve parfois la notation P; a la place de P!. Dans ce cas, il faut

faire attention qu’il peut y avoir ambiguité sur le sens de la notation
Px.
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9.2.2 Point de vue fonctionnel (*)

Une matrice stochastique indexée par peut assez naturellement étre vue
comme un opérateur sur l'espace des fonctions bornées sur S. Rappelons
que l'espace des fonctions bornées, que I'on note £*°(S), est 'ensemble des
fonctions f telles que || f|lo = sup{|f(i)|;i € S} < 400, et que || - || st une
norme sur £(S).

Maintenant, si f € ¢>°(5), la fonction Pf définie par

VieS (Pf)(i)= Zpi,jf(j)

JjeS

est une fonction bornée. En effet, la majoration

D pigfG <D pislflloo = 1l

JjES JjES

montre que la série converge absolument. De plus, comme pour tout 7, | P f(i)| <
| flloo, on & || Pfloo < || f]loo = P est une contraction de I’espace des fonctions
bornées.

Remarque : (Pf)(7) est I'intégrale de la fonction f par rapport a la mesure
de probabilité sur S qui affecte la j la probabilité p; ;.

Théoréme 70. Soit (X,,)n>0 une suite de variables aléatoires a valeurs dans
S. On a équivalence entre

1. (X,)n>0 est une chaine de Markov de matrice de passage P d valeurs
dans S.

2. Pour toute fonction f € £>°(S) et pour tout entier n >0

Démonstration. Pour le sens direct, il suffit de prendre f = ¢; et d’appliquer
la caractérisation vue en début de chapitre. Regardons la réciproque. Si f =
0;, I'identité découle encore de la caractérisation vue en début de chapitre.
Par linéarité, 'identité s’étend au cas des fonctions a support fini. Passons
au cas dénombrable. Il existe une suite croissante d’ensembles finis (.S,),>1
avec S = Up>15,. [1g, est une fonction bornée, donc

E[(f1s,)(Xns1)|Xo, .- -, Xu] = (P(f1s,)(Xn).

Le théoreme de convergence dominée pour l'espérance conditionnelle nous
dit que

lim E[(fLs,)(Xo)| X0, -2 Xo] = E[f(Xns1)| Xo, - Xo).

p——+o00
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Pour conclure, il suffit de montrer que pour tout i € .S
i P(f1s,)(0) = P()(i).

Mais pour toute fonction bornée, le théoreme de transfert donne

(Pg)(i) = E'g(Xy). (9.4)
L’identité voulue découle alors immédiatement du théoreme de convergence
dominée. 0

L’identité (A4) est élémentaire, mais peut étre utile. On déduit de ce
théoréeme une autre remarque trés simple, mais trés puissante :

Corollaire 17. Soit (X,,),>0 est une chaine de Markov de matrice de passage
P a valeurs dans S, f € £2°(S). Si l'on pose F,, = o(Xy,...,X,), alors la
suite (Y )n>1 définie par

V>0 Yo = f(Xop) — (P(X0)
est une suite de différences de martingales adaptée a la filtration (Fy,)n>o-

Démonstration. Y, 1 est F,1-mesurable et
O

9.2.3 Puissances des matrices stochastiques

Théoréme 71. Soit (X,,) une chaine de Markov de matrice de transition P
et de loi initiale Px, = v. Alors, la loi p, de la chaine au temps n s’écrit
n = VP™, ot on a écrit v et p, comme des vecteurs lignes.

Démonstration. 11 suffit de montrer que 11 = p, P, puis procéder par ré-
currence sur n. D’apres le principe de partition, on a

pni1(J) = PY(Xnp1 =)
= ) P'(X, =14 X1 =)
€S
i€S
- Z:Un(wpi,j
1€8
= (M) (j)
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En particulier, en prenant v = ¢;, on a le corollaire important :

Corollaire 18. Soit (X,,) une chaine de Markov d valeur dans S, de matrice
de transition P et de loi initiale §;, avec i € S. Alors, pour tout j € S, on a

P'(X, = j) = P"(i, j).

9.2.4 Graphe associé a une matrice stochastique

Soit P = (pij)(i,j)esxs une matrice stochastique. On peut associer a la
matrice P (ou aux chaines de Markov correspondantes) un graphe orienté
G = (S, A) avec

A={(z,y) € SxS;p;; >0}
Considérons une chaine de Markov associée a la matrice stochastique P avec

la condition initiale déterministe xo, autrement dit v = d,, et notons P* la
mesure de probabilité correspondante Alors, comme

n—1
]P)J:O(XO = anXl =T1,. .. 7Xn = xn) = H pxi,xi+17
i=0
il est clair que P™(Xy = x¢, X7 = x1, ..., X,, = x,,) est non nul si et seulement
si (xg,x1,...,x,) constitue un chemin dans le graphe G.

D’apres le principe de partition, on a pour une chaine de Markov avec
une loi initiale ¢;

P(X, =x,) = > P Xy =20, X1 =21,... Xp_1 = Tp_1, Xy = 1).
(z0,...®n—1)ES™

(9.5)

En particulier, si ’on pose pg}) =P(X,=j),ona

pgz) = Z ]P)Z(Xl:$1,X2:Xg,...Xn_IZZEn_th:j).
zesSn—1
Donc pl(-z) > 0, autrement dit il est possible d’aller en n étapes de 1’état i a
I’état j si et seulement si on peut trouver dans le graphe G un chemin de
longueur n allant de 7 a j.
On en déduit que

P'(En > 0; X, =j) =P (Ui { X0 =35}),
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qui représente la probabilité que, partant de ¢, on puisse arriver a j, est non
nulle si et seulement si il existe dans le graphe G un chemin allant de 7 a j.
Dans ce cas, on dit que j est accessible a partir de 7 et on écrit i — 7.

Si il y a a la fois un chemin de ¢ vers j et un chemin de j vers i, on dit
que les états ¢ et 7 communiquent et on écrit @ <> j.

Si tous les états communiquent, on dit que la chaine de Markov est irré-
ductible.

On appelle période d'un état = d’une chaine de Markov et on note d(x)
le pged (plus grand commun diviseur) des longueurs des circuits du graphe
G contenant x. Lorsque la période est 1, on dit que 'état x est apériodique.

Lemme 12. Si deux états communiquent, alors ils ont méme période.

Démonstration. Soient i,j avec i <> j. Soit v un chemin de i a j, 7 un
chemin de j a ¢. Soit C un circuit quelconque (éventuellement vide) contenant
j.v—°"ety—C—+ sont deux circuits contenant i. Donc d(i) divise leurs
longueurs ainsi que la différence de leurs longueurs, soit la longueur de C.
Ainsi d(i) divise les longueurs de tous les circuits contenant j, donc divise
leur pged, soit d(j). De la méme maniere, on montre que d(j) divise d(i),
d’ou d(i) = d(j). O

Définition: Si une chaine irréductible a ses états de période 1, on dit qu’elle
est apériodique.
Le lemme suivant et ses corollaires se révéleront tres utiles par la suite

Lemme 13. Soit x un état de période 1. 1l existe un entier N(x) tel que pour
tout n > N(x) le graphe associé d la chaine de Markov posséde un circuit de
longueur n contenant x

Soit A ’ensemble des valeurs de n telles que le graphe associé a la chaine
de Markov possede un circuit de longueur n contenant z. Il est clair que
A est stable par addition (concaténation des circuits). Il existe p > 1 et
ni,Na,...,n, tels que le pged de ny,ng,...,n, soit 1. D’apres le lemme de
Bezout, il existe des relatifs aq,...a, tels que 1 = Y-} _; agng. Posons P =
Ypa,>0apnp et N =3 o(—ap)n,. Ona P € AN € Aet 1 =P — N.
Soit n > N(N — 1). On peut écrire n = bN + 1, avec b > N — 1 et r €
{0,1,...N—=1}. Onan=0N+r=bN+r(P—N)=rP+(b—-r)Ne€ A
car b —r € N et A est stable par addition.

Corollaire 19. Si x est un état de période 1 et qu’il existe un chemin de
longueur d(x,y) allant de x d y, alors pour toutn > N(z,y) = N(z)+d(z,y),
il existe un chemin de longueur n allant de x a y. Ainsi, si P est la matrice
associée, P"(x,y) > 0.
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Démonstration. 11 suffit de concaténer le chemin allant de z & = avec un
chemin allant de = a y. O]

Corollaire 20. S7 une chaine de Markov est irréductible, apériodique, a va-
leurs dans un ensemble fini S, alors il existe un entier N tel que pour tout
n > N et tout couple (i,7), il existe un chemin de longueur n allant de i a j.
Ainsi, si P est la matrice associée, P™ est a coefficients strictement positifs.

Démonstration. 1l suffit de prendre N = max(N(z),x € S) + diam(G). O

La définition suivante est tres simple, mais sera abondamment utilisée
dans les exercices.

Définition On appelle point absorbant d’une chaine tout point z tel que

9.3 Propriété de Markov

9.3.1 Le théoréme

Théoréme 72. Soit (X;)k>0 une chaine de Markov de matrice de passage
P. Soit p un entier naturel. La suite (Xyip)k>0 est une chaine de Markov
de matrice de passage P et de loi initiale la loi de X,,. De plus, pour tout A
Fp-mesurable et tout i € S, on a

P(A, X, =1i,X,, € B)=P(A, X, =4)P(X € B).
De maniere équivalente, on a P presque-surement :
P(Xp—i-. € B|Fp) = fB(Xp)a avec fB(x) = PI(X € B)'

Démonstration. Comme étre une chaine de Markov est une propriété de la
loi, on peut supposer que (X,),>o est obtenue par le procédé décrit plus
haut : X,11 = fur1(Xy) o (fn)n>1 est une suite de variables aléatoires
indépendantes de loi xas,(fr)n>1 étant de plus supposée indépendante de X.
Posons Y,, = X4, Sil'on pose ¢, = fu4p, on ala récurrence Y, 11 = gn11(Yr)-
Mais la loi de (g,)>1 est x5 N* , ce qui montre bien que (Y;,)>q est une chaine
de Markov de matrice de passage P et de loi initiale la loi de X,,. Maintenant,
soit B un borélien de SN. On pose

Gz((hn>n21) = (’l, h1<l), hQ (¢] h1<l>, h3 O hQ O h1<2), e )

P(A, X, =14,X,, € B) =P(A, X, =1i,Gi(g) € B)
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AN{X, =1} est o(Xy, f1, ..., fp)-mesurable tandis que {G;(g) € B} est
o(fr; k > p)-mesurable, donc

P(A, X, =i,Gy(g) € B) = P(A, X, = i)P(G,(g) € B) = P(A, X, = i)P'(X € B).

Pour la deuxieme forme, il est clair que fg(X,) est F,-mesurable : il suffit
donc de vérifier donc que pour tout A € F,, on a

Elalix,, epy = Elafp(X,).

Elal(x,, ey = ZE]lA]l{Xp:i}]l{Xp+.€B}
= iP(A,Xp =i,X,, € B)
= iIP’(A,Xp =i)P(X € B)
= ZE[JL an{x,=i}P'(X € B))]
= D Bllangx,=iyf5(X)]

= E[1afs(X,)]

Remarque : on peut trouver dans la littérature 1’écriture
P(X,, € B|F,) =P*(X € B).

Je mets le lecteur en garde contre le fait que PX» ne signifie pas la méme
chose que PP,

La propriété de Markov est souvent utilisée sous la forme simple suivant :
si A est un borélien de R", B un borélien de RP, alors

P((Xo, e anl) € A, Xn - i, (Xn+l7 oo ,Xner) S B)
= P((Xo,...Xn1) €A, X, =)P'((Xy,...,X, € B)).

9.3.2 Analyse au premier pas

Corollaire 21. Soit (X,,),>0 une chaine de Markov de matrice de pas-
sage (pi;), B un borélien de RY. On note © lopérateur de translation :

O((Tn)n>0) = ((Tnt+1)n20)-
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Alors

P(O(X) e B) = P™(X € B)
Zj;p(Xl:j)>0]P)(X1 - ])IEDJ(X € B)

En particulier, si B est invariant par l'opérateur de translation (c’est a
dire que ©~1(B) = B) , alors on a le systéme d’équations :

IP)Z(X S B) = Zj:p¢7j>0pi,j]P)j(X < B)

Démonstration. La premiere égalité traduit exactement la propriété de Mar-
kov : une chaine de Markov observée a partir du temps 1 a la méme loi
qu’une chaine de Markov de méme dynamique commencant avec comme va-
leur initiale celle que prend la chaine de Markov non décalée au temps 1.
La deuxieéme égalité correspond a une décomposition suivant les valeurs que
peut prendre X;.

Passons au cas ou B est invariant :

P(X €B) = P(XcO ! B)

= P(O(X) € B)
> (Xl:j)>OIP’Z(X1 = j)P/(X € B)
= Zi:pij>0pi,jﬂm (X € B)
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9.4 Exercices sur les chaines de Markov

9.4.1 Exercices corrigés

Exercice 66. On lance un dé équilibré a 6 faces jusqu’a obtenir deux six
consécutifs. Calculer 'espérance du nombre de lancers nécessaires. [ien_verd
[Mndication lien vers la solntion

Exercice 67. Soit (X,,),>0 une chaine de Markov irréductible a valeurs dans
un espace d’états fini ou dénombrable S. Soit A C S, avec A fini et A # S.
On pose 7 = inf{n > 0; X,, & A}. Montrer que 7 < +00 presque slirement.

lien vers ['indication lien vers la solntion

Exercice 68. L’%image d'une chaine de Markov n'est pas (toujours) une

chaine de Markov.

On considere la chaine de Markov (X,,) sur E = {0, 1,2} de matrice de tran-
0 01

sition [0 1 0| et de loi initiale my = (3, 1, £). Soit f : E — {0, 1} telle que
1 00

f(0) = f(1) =0, f(2) = 1. Pour n > 0, on pose Y,, = f(X,,). Montrer que

(Y,)n>1 n’est pas une chaine de Markov.

hen vers Mndicationl ien vers la solution

Exercice 69. L’ image d’une chaine de Markov peut étre une chaine de Mar-
kowv.

Soit (X,,) une chaine de Markov sur un ensemble dénombrable £ de matrice
de transition P. Soit 1 une application surjective de E dans un ensemble F’
telle que

VzeF VryeE ¢(r)=19(y) = P(P(X) = 2) = PU((Xq) = 2).

Montrer que la suite (Y;,) définie par Y,, = ¢/(X,,) est une chaine de Markov
et déterminer sa matrice de transition. Montrer que si 7w est une probabilité
stationnaire pour la chaine (X,,) alors I'image de 7 par v est stationnaire
pour (Y,).

Lien vers ['indication lien vers la. soliition

9.4.2 Exercices non corrigés

Exercice 70. On pose Yy = 0, puis, pour n > 1, Y,, est une suite de variables
indépendantes suivant la loi de Bernoulli de parameétre p. On pose ensuite
Xo=0,etpourtout n >1: X, =max{k:Y, =Y, 1 =...Y, 41 =1} AO.

1. Montrer que (X,,),>0 est une chaine de Markov.
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2. Dans la suite, on note P’ la loi d'une chaine de Markov avec la méme
dynamique partant de n, B¢ 'espérance correspondante. On note 7" =
inf{n > 0; X; = n} Montrer que pour ¢ < n, on a pour i < n

ET"] = 1+ pE[T"] + (1 — p)E°T™.

3. En déduire la valeur de E°T™.

4. Application : Une piece de monnaie a pour probabilité p, de tomber
sur face. On la lance indéfiniment. Calculer I'espérance du nombre de
jets qu’il faudra jusqu’a ce qu’'une chaine de r résultats consécutifs de
type face apparaisse.

lien vers [Mndication

Exercice 71. Chaine d deux états. Soit {X,, : n > 0} une chaine de Markov
a valeurs dans {0, 1} et de probabilité de transition :

1—a «

1. Montrer que pour (a, 3) # (0,0) :

1 B« l—a=0)"( a -«
P" = + .
a+f < p o« ) a+f -5 B
Que se passe-t-il lorsque @« = 0 ou =0 ou a = =07 On supposera
pour la suite de I'exercice que («, 8) # (0,0).

2. Vérifier que pour toute loi initiale u, on a

w(xn:m:afﬂm—a—m”(u(m—afﬂ).

3. Si (a, 8) # (1,1), montrer que (X,,),>o converge en loi vers une loi
v que 'on déterminera. On supposera pour la suite de I'exercice que

(o, B) # (1,1).

4. (Mesure stationnaire) Prouver que, pour tout n € N,

P¥(X, € A) = v(A).

ben vers [Mindication

Exercice 72. Représentation canonique et simulation des chaines de Mar-
kov.
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1. Soit (Z,)n>1 une suite de vaiid a valeurs dans F, soit g : E x ' — FE
et soit Xy une variable aléatoire a valeurs dans E indépendante de
(Zy)n>1. Montrer que la suite (X,,),>0 définie par X,,11 = ¢(Xpn, Zn11)
est une chaine de Markov homogene. Donner sa matrice de transition.

2. On suppose qu’on dispose d'un générateur de nombres aléatoire de loi
uniforme sur [0, 1], noté 'rand’. Soit p une mesure de probabilité sur
N. Donner un algorithme pour générer des nombres aléatoires suivant
la loi p.

3. Soit P = (p;;) une matrice de transition sur N. On note s;), =
>k o pij- Soit (Z,)n=1 une suite de vaiid de loi uniforme sur [0,1] et
Xo une variable aléatoire a valeurs dans N indépendante de (Z,,),>1.
On construit la suite (X,,),>0 par récurrence de la fagon suivante :

si Xp(w) =1 et Zpi1(w) €]sijo1,si;] alors X, 41 = 7.

Montrer que la suite (X,,),>0 ainsi définie est une chaine de Markov
homogene. Donner sa matrice de transition.

4. Application. Comment simuler une chaine de Markov homogene de
matrice de transition P = (p; ;) ? Ecrire un algorithme explicite si

0.25 0.5 0.25
P={| 05 0 05
05 05 0

Len vers [Mndication

Exercice 73. Temps d’atteinte d’un état absorbant.

Soit (X,,) une chaine de Markov sur un ensemble dénombrable F et a € E
un état absorbant. On pose T' = inf{n > 0; X,, = a}. Montrer que P(X,, =
a) = ]P’(T < n) Lenvers Tindicafion

Exercice 74. Temps d’entrée : une propriété d’invariance.
Soit (X,,) une chaine de Markov sur un ensemble dénombrable E de ma-
trice de transition ). Pour f: E'— R, soit Q) f la fonction définie par

Qf(x) =Y Qx,y)f(y).

yer

Pour A C FE on note Ty = inf{n > 0; X,, € A} le temps d’entrée dans A.
Montrer que la fonction f définie sur E par f(z) = P, (T4 < +00) vérifie

f(z)=1pourxz € Aet f(x) = (Qf)(x) pour x & A.

Len vers ['indication
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Exercice 75. Chaine de Markov arrétée.
Soit (X,,) une chaine de Markov sur un ensemble dénombrable £ de ma-
trice de transition ). Etant donné un ensemble B C E, on note

Tp =inf{n > 0; X,, € B}

le temps d’entrée dans B et on pose Y, = X,ar,. Montrer que (Yy,)n>0 est
une chaine de Markov sur E dont on précisera la matrice de transition. [ienl

kers 'indication

Exercice 76. Soit (X,,),>0 une chaine de Markov a valeurs dans N. On note
A Pensemble des points absorbant de la chaine. Montrer que (X,,) ne peut
converger que vers un élément de A.
Plus précisément : si il existe un événement B et une variable aléatoire Y
telle que

YVwe B lim X,(w)=Y(w),

n—-4o0o

alors P(B N {Y ¢ A}) = (. Genyers 'ndication

Exercice 77. La ruine du joueur Un joueur possédant une fortune de a
unités joue a pile ou face jusqu’a ce qu’il ait fait sauter la banque ou qu’il soit
ruiné. Les réserves de la banque sont de b unités. Chaque victoire rapporte
une unité et chaque défaite en coflite une. On suppose que les lancers sont
indépendants et que la probabilité de gain de la banque est p = 1 — ¢. On
veut déterminer la probabilité p, que la banque résiste.
On note (X,,),>1 une suite de v.a.i.i.d. de loi pd; + ¢d_1, puis

Sp = Yr  Xpet T =inf{n > 0;S, = —bouS, = a}. Si 'on pose S, =
Spar, 1l est aisé de constater que S), représente la suite des gains relatifs de
la banque.

1. Montrer que S), est une chaine de Markov homogene & espace d’états
E = {-b,...,a} dont on déterminera la loi initiale et la matrice de
transition.

2. Considérons les chalnes de Markov ayant la méme matrice de transi-
tion que (S),)n>0 Montrer que la suite (u,)_p<n<q définie par

u, = P"({la banque résiste})
vérifie la récurrence linéaire
PUnt1 — Up + qQUp—1 = 0.

Que valent u, et u_;?
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3. Résoudre I'équation de récurrence et en déduire

4. On note v, = E"[T]. Montrer que si —b < n < a, on a
1
vy =1+ §(Un+1 + Un—l)-

5. Exprimer v, en fonction de n.

lien vers ['indication

Exercice 78. Le joueur inruinable

Le probléeme est le méme que le précédent, a ceci pres que ’on suppose main-

tenant que le joueur est infiniment riche. On cherche toujours la probabilité

que la banque résiste (ce qui ne signifie pas ici que le joueur est ruiné).
Intuitivement, il suffit de faire tendre a vers +oo dans la formule (A8), le

tout étant de le justifier. . .

On suggere de poser 7" = inf{n; S, < —b} et, pour tout a > 0, U, =
inf{n; S, > a} et G* ={U, <T'}.

Lien vers ['indication

Exercice 79. Madame Brisby dans le labyrinthe

Madame Brisby s’est perdue dans le labyrinthe que forment les galeries
ou vivent les rats de Nim. Quelle est la probabilité qu’elle rencontre le sage
Nicodémus avant de croiser le belliqueux Rufus ?

,)4 (Brutus)

,)L_) (Nicodémus)

Len vers ['indication
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Exercice 80. Soit M la matrice d’'une chaine de Markov. Montrer que si
m;; > 0, alors I'état ¢ est apériodique. Qu’en déduire pour une chaine irré-
ductible ? [envers Tindicafion

Exercice 81. Soit a et b des entiers supérieurs ou égaux a 2, (D,,),>1 une
suite de variables aléatoires i.i.d. a valeurs dans Z/aZ x Z/bZ vérifiant

P(Dy = (0,1)) = P(Dy = (1,0) = 1.

Soit (Dy,),>1 une suite de variables aléatoires et Sy une variable aléatoire a
valeurs dans Z/aZ x 7Z/bZ indépendante de (D,,),>; Pour n > 1, on pose

Sp =S50+ > Dy.
k=1

Montrer que (S,,) est une chaine de Markov . Est-elle irréductible, apério-
dique ?

lien vers ['indication

Exercice 82. Propriété de Markov fonctionnelle

Soit (X, )n>1 une chaine de Markov, F' une application mesurable de RY"
dans [0, +oo[. Montrer que pour tout entier p > 1, pour tout A € F, =
o(Xy,...,X,),ona

ERAF((Xnip)n=1)] = P(A)g(Xp),

avec g(z) = E*F((Xn)n>1)-
On rappelle que pour toute variable aléatoire Y positive et toute proba-
bilité P, on a BY = [, P(Y > t) dt. Gen vers Uindication

Exercice 83. Madame Brisby II
On reprend la chaine de Markov des aventures de madame Brisby. On note
lespace d’états £ = {1,2,3,4,5} et I'on pose A = {4,5} Soit f : £ — C
telle que Ve € A f(x) =0.

On pose F = 3129 f(X4).

Montrer que E|F| < (ET — 1)|| f]]co-

Montrer 'identité

E'F E' f(X))
(I —N) E2F | = IEQf(Xl) ,
E*F E£(X,)
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ou N est la matrice 3 x 3 telle que la matrice de la chaine de Markov admette
une écriture par blocs sous la forme

(v i)

Exercice 84. Evolution d’un génotype avec fization
Nous travaillons ici sur une population de taille fixe formée de 2N genes. Il
y a deux types de genes possibles : le type “a” et le type “A”. Chacun des
genes au temps n + 1 est engendré par deux des 2N genes présents au temps
N. Son type est celui d'un de ses deux parents (choisi au hasard).

On considere la variable aléatoire X,, égale au nombre d’individus de type
“A” dans la population a I’étape n.

On admettra qu’on peut modéliser ’évolution par la récurrence suivante :

En déduire E'T, E*T, E3T.
lien vers IMndicationl

2N
Xn+1 = Z :[]'{Yn+l,k§Xn}’
k=1
ol (Yo k)n>1,kef1,..2n1 est une suite de variables aléatoires indépendantes
suivant la loi uniforme sur l’ensemble fini {1,...,2N}. X est indépendante
des (Yox)-

1. Montrer que X, est une chaine de Markov a valeurs dans £ = {0,...,2N}.

2. Montrer que la loi de X, 1 sachant X, = k est une loi binomiale de
parametre 2N et (k/2N). Identifier les éventuels points absorbants.

3. Montrer que (X, ),>0 converge presque slirement vers une variable
aléatoire X .

4. Déterminer la loi de X, en fonction de la loi de Xj.

bien vers ['indication

Exercice 85. Soit v, i deux lois sur N. v est appelée loi de reproduction et
1 est la loi de la taille de la population initiale.

On appelle chaine de Galton-Waltson de loi initiale p et de loi de repro-
duction v la chaine de Markov de loi initiale p et de matrice de transition

V() sii #0
Dij = N
do(j) sii=0

Montrer que si (X,)n>0 €t (Y3)n>0 sont deux chaines de Markov indépen-
dantes, (X,,)n>0 étant une chaine de Galton-Waltson de loi initiale p; et de
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loi de reproduction v, et (Y,),>0 ¢tant une chaine de Galton-Waltson de loi
initiale po et de loi de reproduction v, alors (X,, + Y,),>0 est une chaine de
Galton-Waltson de loi initiale p; * o et de loi de reproduction v. Hen—verd
[indicafion
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Chapitre 10

Récurrence et mesures
invariantes

10.1 Temps d’arrét et propriété de Markov
forte

Avant d’énoncer la propriété de Markov forte, on va commencer par en
donner une version simple dans le cas d’une famille de variables indépen-
dantes.

Théoreme 73. Soit (Q, F,P) un espace probabilisé sur lequel vivent des
variables aléatoires (X, )n>1 indépendantes de loi p. On suppose que (Fp)n>1
est une filtration a laquelle sont adaptées (X,)n>1 et un temps d’arrét T' qui
est tel que P(T < +o00) > 0.

On pose alors Q = {T < +oo} et P =P(:|Q0) et on définit sur (Q, F,P) :
Yo (w) = Xz (w). Alors, sur (Q, F,P), (Yy,)n>1 est une suite de variables
aléatoires indépendantes de loi p, et la tribu o((Y;)i>1) est indépendante de

Fr.

Démonstration. On commence par mi)ntrer que pour tout n > 1 et tout
A€ Fr,laloide (14,Y1,...,Y},) sous P est Ber(P(A)) ®@pu®". Soit (tg,...,tn)
des réels. On a

n
]]-{T<+oo}elt0]lA H elthk — lim ]]_{T<N}€’Lt()1].A H ezthk

=1 N—oo =1

= Jim Zﬂ{T et T e
N—+4o00 1

= [lim Zﬂ{T petots T et
N—+o00 1

143
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Avec le théoreme de convergence dominée, on en déduit que

el N—>+oo

On peut réécrire 1gp_jeota = ]l{T:j}mAe“O + Lir—j3nac. Comme T est un
temps d’arrét, {T'=j}NA et {T = j} N A° sont dans F;, ce qui montre que
]l{T:j}eitoﬂA est F; mesurable. Par indépendance, on a donc

N n N .
Z E (1{T:j}€it01“ H €it’“Xj+k> = ZE (1{T:j}€itole) E <H eithﬂk)
=1 k=1

k=1 j=1

:i 2 (1) (T a0
~E (1ren ™) (T anit)).

ot on a posé ¢, (t) = E(e”*1). En utilisant encore le théoréme de convergence

dominée, on obtient alors

K <1{T<+oo}eit01A H €itkyk> =K (H{T<+oo}el OﬂA) (H %(tk))
k=1

k=1

En divisant par P(T" < 4+00), on obtient enfin

E <eit0]1,4 ﬁ eit@@) _ ( 1t0]l,4> (H » tk )
k=1
ce qui nous permet, a ’aide de la fonction caractéristique, de reconnaitre la
loi de (14,Y7,...,Y,) sous P. Ainsi, pour tout n > 1 et tout A € Fr, la loi de
(La,Y1,...,Y,) sous P est Ber(P(A)) ® u®". Les variables (Y},),>1 sont donc
indépendantes de méme loi p et pour tout A € Fr, on sait que pour tout n,
A est indépendant de o(Y7,...,Y,). On en déduit que A est indépendant de
o((Yk)k>1) qui est la tribu engendrée par I'algebre U, - 0(Y1,...,Y,). O

Exemple : : soit (X,,),>1 une suite de variables aléatoires suivant la loi
de Bernoulli de parametre 1/2. On note S, = X;+---+X,,, puis T = inf{n >
3; %" < 1/3}. Les moments ou X,, = 1 représentent les moments ot on tire
pile dans une série de lancers pile/face avec une piece équilibrée. Sachant
que T' < 400, le théoreme dit que les lancers apres le temps T° sont encore
des lancers indépendants pile/face non biaisés, contrairement a une croyance
populaire qui voudrait que les lancers « se rattrapent »en tirant davantage
de piles pour respecter la loi des grands nombres.
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Théoréme 74. Soit (X,,),>0 une chaine de Markov. On note (F,)n>0 Sa
filtration canonique. Soit T un temps d’arrét adapté a la filtration et A € Fr
avec P(AN{T < 4+o00}) > 0. On pose alors Q = {T < +oo}NA et P = P(-|Q)
et on définit sur (Q, F,P) : Y, (w) = X1 (w). Alors, sur (Q, F,P), (Yy)n>1
est une chaine de Markov suivant la méme dynamique que (X,,)n>0 et de loi
initiale Px...

En particulier, pour tout E borélien de RY, on a

P(Y € E) =P (X € E).

Démonstration. On peut supposer sans perte de généralité que (X, ),>o s’écrit
sous la forme X, 11 = F(X,,, Upy1), ou (U,)n>1 est une suite de variables aléa-
toires indépendantes suivant la loi uniforme sur [0, 1]. Dans ce cas la filtration
canonique des (X,,) coincide avec F,, = (X, Uy, U,). Sur {T" < +0o0}, po-
sons U’ = Up,,. Soit B un borélien de RN+. D’apres le théoréme précédent,
on a

P(A, U’ € B|T < 400) = P(A|T < +00)P(U € B),

soit
P(A, U € B,T < 4+) PAT < +0)
= P(U € B
P(T < +00) PT < 1o0) U € B):

ou encore

P(U' € Bl(AN{T < +00})) = P(U € B).

Ainsi, sous P(-|Y € B,T < +00), (U},) a la méme loi que (U,). Maintenant,
pour tout n, on a Xpi,11 = F(Xrin, Uriny1), soit Y, = F(Y,,U)) : sous
P(lY € B,T < 4+0), (Y,,) est donc une chaine de Markov avec la méme
dynamique que (X, ). La loi initiale est la loi de Yj sous P, soit Px.,.. O

Comprendre le sens de la propriété de Markov forte demande un certain
travail de réflexion, mais une fois cette réflexion faite, on constatera la re-
doutable efficacité de cette propriété, en particulier lorsque X7 est constante
sur I"événement {1T" < 4o00}.

Corollaire 22. Soit S un ensemble dénombrable, (Xy)r>0 une chaine de

Markov sur S de matrice de passage P et T' un temps d’arrét adapté a cette

suite. Soit A un événement se produisant avant le temps T et i € S.
Conditionnellement da ’événement {T < +oo} N A'N{Xr =i}, la suite

(X74k)k>0 est une chaine de Markov de matrice de passage P partant de i.
Ainsi, pour tout borélien B de SV, on a

P(T < +o00, Xy =i, A, X, € B) =P(T < 400, X7 =i, A\P'(X € B).
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Démonstration. 11 suffit d’appliquer le théoréme précédent avec A = A’ N
{X7 =i} et remarquer que dans ce cas Py, = J;. O

Corollaire 23. Soit S un ensemble dénombrable, (Xy)r>o une chaine de
Markov sur S de matrice de passage P et T' un temps d’arrét adapté a cette
suite. On suppose que P(T < +o00) > 0.

On définit la probabilité conditionnelle P par P(E) = %.

Soit B un borélien de RN. On a P presque-sirement :

P(Xry. € B|Fr) = fp(Xr), avec fp(zx) =P*(X € B).

Ces résultats sont souvent employés dans le cas ou P(T < o0) = 1, puis-
qu’alors P = P.
Démonstration. fg(Xr) est évidemment Fr-mesurable, donc il s’agit de mon-
trer que E[1{x,, epyla] = E[fp(Xr)14], soit en multipliant par P(T' < +00),
que

E[1ixy, eBylanir<too}] = E[fB(X7)Lan{r<too}l;

soit encore P(Xr; € B|(ANA{T < +o0}) = E[fs(X7)|(ANA{T < +oo})].
Notons P = P(:|(AN{T < +0oc}). On a, avec les notations du théoreme

P(Xry. € B(AN{T < +o0}) = B(Y € B)
= PP (X € B)
- / Pi(X € B) dPy, (i)
= [ fali) dPx, (i)
= /fB(XT) dP = fE(fB(XT))a

ce que 'on voulait démontrer. O

10.2 Classification des états

Définition: Soit P = (p; ;)i j)esxs une matrice stochastique. Pour i € S, on
considere une chaine de Markov (X,,),>0 partant de 1’état i et de matrice de
passage P. On pose T; = inf{n > 1;X,, = i}. Si P{T; < +o0) = 1, on dit
que I'état i est récurrent. Inversement, si P*(T; < +o0) < 1, on dit que I'état
1 est transient.

Théoreme 75. Soit P = (pi,j)(i,j)egxg une matrice stochastique. Pouri € S,
on considére une chaine de Markov (X,,)n>0 partant de I’état i et de matrice
de passage P. On pose T; = inf{n > 1; X, = i} et N; = 37 1y (Xe). N;
représente le nombre de passage de la chaine en i a partir de linstant 1.
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— Si1 est transient, alors 1+ N; suit la loi géométrique de parameétre 1 —
PY(T; < 4+00). En particulier N; est presque stirement fini et intégrable.

— Si i est récurrent, alors N; est presque strement infinie sous Pt. En
particulier E'[N;] = +00.

Démonstration. SiT; < +oo (ou de maniere équivalente si N; > 0, on a

+oo
Ni =14 1 (Xrg).
k=1

Soit k£ un entier positif ou nul. On a

+o0

P'(N; > k+1) = P/(N; > k+1,T; < +00) = P(T; < +00)P' (Y 113y (Xryi > k|T; < +00).
k=1

Or T; est un temps d’arrét. Donc, d’apres la propriété de Markov forte,

sachant T; < 400, (X74:)i>0 a la loi d’une chaine de Markov commencant

en ¢ et de matrice de transition P, c’est a dire la méme loi que (X;);>o. On

en déduit

P/(N; > k + 1) = PU(T; < +00)P!(N; > k).

Par récurrence, on en déduit
Pi(N; > k) = P(T; < +o0)*

D’apres le théoreme de continuité séquencielle décroissante, on a P(N; =
+00) = limg_, oo P*(N; > k). Cette limite vaut donc 0 si i est transient, 1 si
¢ est récurrent. Pour £ > 1, on a

P(1+N,=k) = P(1+N;,>k)—P(N; > k)
= PYT; < +00)" ! — PY(T; < +00)*
= PY(T; < +00)" (1 = PYT; < +o0)),

ce qui montre que 1 4+ N; suit bien une loi géométrique de parametre 1 —
P(T; < +00). De plus

PY(T; < +o0)

—+o00 —+o00
EN, =S P(N, > k) =Y =P(T, k— :
2PNz k)= =T < +o0) = 1 ——

k=1 k=1

< +00.

]

Corollaire 24. Un état i est transient si et seulement si

+oo
k=1



148 CHAPITRE 10. RECURRENCE ET MESURES INVARIANTES

Démonstration. D’apres le théoreme précédent, ¢ est transient si et seulement
si N; est intégrable sous P¢. Or

+oo
E'N, = E'Y 144(Xy)
k=1
+00

= Y E'ln(Xk)
k=1

+00 )
= > P(X,=1)
k=1

(On utilise le théoreme de Tonelli pour échanger la somme et ’espérance)
Ceci acheve la preuve. ]

Corollaire 25. Soient i et j deux états d’une chaine de Markov de matrice
de transition P = (p; ;)i jiesxs. On suppose que i et j communiquent. Alors
1 et j sont tous les deux transients ou tous les deux récurrents

(n)

Démonstration. Soit n,p tels que pf; >0 et pﬁ) > (. Pour tout £ > 0, on a

n k k n
p}f“ ) > p§':70i)pz(,i)pz(,j)'

Ainsi, si la série de terme général pl(-? diverge, la série de terme général pg-?
aussi. Comme les roles de ¢ et j sont symétriques, les deux séries sont de
méme nature. Comme pgﬁ) = P/(X} = i), le résultat découle du corollaire
précédent. O

Corollaire 26. Considérons une chaine de Markov irréductible de matrice
de transition P = (pi;)@jesxs et pour tous les i € S, notons P* les lois
markoviennes correspondantes. Les propriétés suivantes sont équivalentes

1. F,5€ S PIN; =+o0) > 0.
2. di € S, i est récurrent
3. Vi €S, i est récurrent
4. Vi,j € SPI(N; = +o00) = 1.
Démonstration. — (1) = (2). Soit [ tel que P(X; = j) > 0. On a
P/(N; = +00) > PU(X; = 7,50 Lixpp=iy) > PU(X; = J)PI(N; =

+00) > 0, donc i est récurrent.
— (2) = (3). C’est une conséquence du corollaire précédent.
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— (3) = (4). Considérons P/(T; < +o00,Vk >T; Xy #i). Comme i et
J communiquent P(T; < +00) > 0). D’apres la propriété de Markov
forte, on a

P(Tj < 400,k > Tj, Xy #1i) = P(Tj < +00)P!(Vk > 0X}, # 1)
= P(T; < +00)P/(T; = +00)

Mais {T; < +oo,Vk > T;X; # i} C {N; < 400} et, comme i est
récurrent, P/(N; < +o00) = 0, donc P{(Tj < +00)P/(T; = +o0) = 0.
Comme P(T; < +00) > 0, on a finalement P/ (T; = +o00) = 0. Mais

“+o00

Ni=14+> 14 Xker),
k=1

Donc d’apres la propriété de Markov forte

+oo
P/ (N; = +o00) = P(Y 145(Xs) = +o00) = P(N; = +00) = 1.
k=1

— (4) = (1). Evident.
Ol

Définition: Si une chaine de Markov vérifie une des 4 propriétés équivalentes
ci-dessus, on dit que c’est une chaine récurrente.

10.3 Mesures invariantes

Définition: On dit qu'une mesure p est invariante sous l’action de la matrice
de transition markovienne M si uM = pu, c’est a dire.

Vies Y ul)mi; = u(j).
i€s

Si p est invariante sous l'action de M, une récurrence immédiate donne
Vn >0 pM"™ = p. Ainsi, si (X,),>0 est une chaine de Markov de matrice
de transition M et de mesure initiale Py, = pu, alors pour tout n, la loi de
X, est Px = p.
Définition: On dit qu'une mesure p est réversible sous l'action de la matrice
de transition markovienne M si

Vi, je S p(i)ms; = p(j)m;,.

Par extension, on dit d’'une chaine de Markov dont la loi au temps zéro est
une mesure de probabilité réversible sous 'action de la matrice de transition
de la chaine qu’elle est une chaine réversible.
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Théoréme 76. Soit (X,,)n>0 une chaine de Markov de loi initiale v réversible
sous laction de M. Alors

Vn>1 (Xo, Xy,...X,) et (X, Xoo1,...,Xo) ont méme loi sous P”.

Démonstration. 1l suffit de montrer par récurrence sur n que ¥Y(xo,...x,) €
S on a

]PV(XO = $0,X1 =T1,y... 7Xn = .’ﬂn) = ]PV(XO = $n7X1 = Tp—1y--- 7Xn = .Z'()).
Pour n = 1, il suffit de voir que
]PV(XO = l’o,Xl = 5(31) = V(I'())mxo@l = V(xl)mzl@o = ]PV(XO = CL’l,Xl = 130).

Ensuite

]P)V(Xo = $0,X1 =T1,... 7Xn = .’L'n) = ]PV<X0 = anXl = T1,... 7Xn71 = xn,l)m%_hxn

v
m:tn,haznp (XO = Tn-1, X1 = Tp—2,...

n—1
= mxnfhrn’/(xnfl) H My, 2n_i1
i=1
n—1
= V(xnfl)mxnfl,xn H Mz, 2n_i1
i=1
n—1
= V(xn)mwn,mn—1 H My, in_i1
i=1
n—1
= V(xn) H Ma, ixn_i1
=0

s Xpo1 = $0)

= ]P)V(XO = l‘n,Xl = Tp—1y--- ,Xn = l‘o).

I1 est facile de voir que toute mesure réversible est invariante.

Théoreme 77. Si la matrice de transition M est irréductible et admet une
probabilité p invariante, alors les chaines de Markov associées a M sont
récurrentes. De plus, p charge tous les points de [’espace d’états.

Démonstration. Soit p une probabilité invariante Pour tout n > 0, on a
uM™ = p, soit
vieS vn>0 Y u(@)ym = u()

€S
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Si une chaine de Markov irréductible n’est pas récurrente, les états sont
tous transitoires et lim,,_, +mu(i)mgz) = 0 quels que soient 7 et j. D’apres le
théoreme de convergence dominée, on a alors

VieS 0=pu(j),

ce qui est impossible. Le premier point est donc démontré. Prenons mainte-
nant x € E tel que u(x) > 0 et soit y un autre élément de E. Il existe un
entier n et une suite x = xg, r1,...x, =y d’éléments de E avec pour tout ¢

entre 0 et n — 1, my, 5,., > 0. Ainsi

n—1

ply) =PHX, =y) > P Xo=20, X1 =21,... X;y = 2) = ,u(:z:)Hi:O M, wppy > 0.
L]

Théoréme 78. Toute chaine de Markov sur un espace d’états S fini admet
une probabilité invariante.

Démonstration. L’ensemble M (S) des mesures de probabilité sur S s’iden-
tifie au compact K = {(z1,...,2,) € R}; Y0, o = 1}, avec n = |S|. M(S5)
est un convexe stable par p — pM. Ainsi, si u est une mesure quelconque
sur S, la suite (fy,)n>0 définie par

1 n—1 k

est a valeurs dans M(S). On a p,(I — M) = “(I;Mn). Comme la suite

(ud — M™),>0, est bornée, il s’ensuit que toute valeur d’adhérence de (11, )n>0
est laissée fixe par M. Comme M(S) est compacte, (i, )n>0 & au moins une
valeur d’adhérence donc M au moins une mesure invariante. O

Corollaire 27. Une chaine de Markov irréductible dont l’espace d’états est
fini est récurrente.

Remarque-exercice : S’il est vrai qu'une chaine de Markov avec un
espace d’état fini admet toujours une mesure invariante; en revanche elle
n’admet pas toujours de probabilité réversible. Voici un exemple simple. Soit
N > 3 un entier et p €]0,1]. Considérons une suite (X,,),>1 de variables
indépendantes a valeurs dans Z/NZ avec P(X, = 1) =1 —-P(X,, = 0) = p.
On pose S, = X1 + -+ X,,. On peut démontrer que (S,,),>1 est une chaine
de Markov, qui admet la probabilité uniforme comme probabilité invariante,
mais la seule mesure réversible pour la dynamique est la mesure nulle.
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10.4 Théoreme de la probabilité stationnaire

Théoreme 79. Soit M la matrice de transition d’une chaine de Markov
irréductible apériodique admettant pn comme loi stationnaire. Alors pour toute
loi v sur S, la chaine de Markov de matrice de transition M et de loi initiale
v converge vers fi.

Démonstration. Soit X, X|, deux variables aléatoires indépendantes, X sui-
vant la loi 1, X{ la loi v. On note également Yy = X|. Soit également (f,),>1
et (f])n>1 deux suites de variables aléatoires i.i.i.d. de loi x s définie au lemme
1, ces deux suites étant indépendantes de Xy et X{. On définit par récurrence
les suites (gn)n>1, (Xn)n>1 €t (X))n>1, (Yn)n>1 par

Xn—i—l - fn+1(Xn)
Yorr = [r(Ya)

fn+1 Si Xn:X,;L
In+1 = , .

n.1 sinon
X;L+1 = 9n+1(X7/1)

Il n’est pas difficile de voir qu’en tout point w on a
(Xn<w) = X;(w)) == (fn-i—l(w) = gn-i-l(u})) = (Xn—i-l(w) = X;L_H(W))

Ainsi, les processus X,, et X évoluent de manieére indépendante jusqu’au
moment ou ils se rencontrent. A partir de la, X, demeure scotché a X,,.

Lemme 14. Soit (X,,),>0 une chaine de Markov de matrice de transition M
et de loi initiale p , (Yn)n>o0 une chaine de Markov de matrice de transition
N et de loi initiale v. On suppose en outre que les suites (Xp)n>0 €t (Yn)n>0
sont indépendantes sous P. Alors la suite (Z,)n>0 définie par Z, = (X, Yn)
est une chaine de Markov de matrice de transition M ® N, ou M ® N est
définie par

V((i,5), (k1) € S* xS (M & N)(i,5), (k,1) = M(i, k)N (j,1).
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Démonstration. Soient (zg,...,z,) € S" et (yo,...,y,) € S™L.

P(Vi € {0,n}(Xi,Y) = (wi,:)) = P{Vi €{0,n}X; =&} N {Vi € {0,n}Y; = y;})
= P(Vie {0,n}X; = 2,)P(Vi € {0,n}Y; = v;)

n—1 n—1
= :u({x(]}) H My 200 X V({yO}) H Ty i1
=0 1=0
n—1

= M({fﬁo})V({yo}) 1:% Moy 21 My yyiva

= (L@ v){zo,yo}) [I(M @ N)((xi, ), (xir1, yir1))

=0

]

Lemme 15. Soit U,V deux variables aléatoires de loi 6. On suppose que
sous P, U et V sont indépendantes de la tribu A. Soit A un événement
A — mesurable. On définit W par

J U(w) siwe A
W(w)—{ Viw) siw¢ A

Alors, sous P, W suit la loi 0 et W est indépendante de A.

Démonstration. Soit A’ un événement A — mesurable et B un borélien

P(A'N{W eB}) = PANAN{W € B})+PA°NA Nn{W € B})
= P(ANAN{U e B})+PA°NAN{V e B}
= P(ANANP(U € B) + P(A°N A"P(V € B)
= P(ANA"O(B)+P(A°N A")0(B)
= (P(ANA") +P(A°Nn A")0(B)
= P(A)0(B)

En prenant A" = €, on en déduit d’abord que P(W € B) = 6(B) pour
tout borélien B. 0 est donc la loi de W sous P. En réinsérant dans la formule

précédente, on a pour tout événement A—mesurable A’ et pour tout borélien
B

P(A' N {W € B)) = P(A)B(W € B),

ce qui veut dire que W est indépendante de A. [
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En appliquant le lemme précédent a A = o(Xo, X, fio-- s fos f1y - f1),
A={X, =X/}, U= for1, V= fl et W = g,pq on voit que gn41 suit
la loi xar et que gn41 est indépendante de o(Xo, X{, f1,---, fu, f1,-- -, [1)-
Comme (g1, ..., gn) est o(Xo, X4, f1,-- s fn, f1,- -+, [})-mesurable, il s’ensuit
que (gn)n>1 est une suite de v.a.iid de loi x.

D’apres le lemme [, (X,,) est une chaine de Markov de matrice de tran-
sition M et de loi initiale p tandis que (X)) est une chaine de Markov de
matrice de transition M et de loi initiale v.

On va maintenant montrer que 7 = inf{n; X,, = X/ } est presque siirement
fini. Tl est facile de voir que 7 = inf{n; X,, = Y,,}. Ce qui est intéressant, c¢’est
que (X,)n>0 €t (Yn)n>o0 sont indépendants.

Ainsi, d’apres le lemme I, (X,,Y,) est une chaine de Markov de loi
initiale v®@p et de matrice de transition M’ = M ® M. Soient (x,y, 2,t) € S*.
Comme M est la matrice d’une chaine de Markov irréductible et apériodique,
on peut, d’apres le corollaire M9, trouver un entier ng = max(N(z, z), N(z,t))
tel que M™(x, z) et M™(y,t) soient strictement positifs. Or M = (M ®
M)ro =M™ @ M™ : on a

M™ ((,), (2,1)) = M™ (2, 2)M™(y, ) > 0.

Ainsi ((Z,)n>0 = ((Xn, Ya))n>0 est une chaine de Markov irréductible. Comme
M @ M admet p ® p comme mesure invariante, la dynamique est donc ré-
currente : (Z,)n>0 passe donc presque stirement en tout point de S x S. En
particulier, elle passe presque siirement sur sa diagonale, ce qui implique que
P(r < 4+00) = 1.

Soit f une fonction bornée de S dans R. Pour n > 7,on a f(X,,) = f(X]).
Donc f(X,) — f(X]) converge presque siirement vers 0. D’apres le théoréeme
de convergence dominée, on en déduit que E(f(X,) — f(X])) converge vers
0. Comme g est invariante E(f(X,) — f(X])) = [f du — Ef(X]). Ainsi
pour toute fonction f, Ef (X)) converge vers [ f du, ce qui veut dire que X/,
converge en loi vers .

O

Remarque-exercice : I’hypothese d’apériodicité est importante. En ef-
fet, on peut construire deux chaines de Markov indépendantes (X,,),>0 et
(Y.)n>0 ayant la méme matrice de transition irréductibles, telles que (X, Y, )n>0
ne soit pas irréductible et que (X, Y;,,)»>0 ne coupe jamais la diagonale.
Donner deux exemples d’un tel phénomene, I'un avec S fini, 'autre avec S
infini.
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10.5 Théoréme ergodique des chaines de Mar-
kov

10.5.1 Convergence presque siire des fréquences empi-
riques

Théoréme 80. Soit (X,,),>0 une chaine de Markov. Pour tout x € S, on a

1 _ Lncioo

En particulier, si la chaine est irréductible, on a

1
li — ]196 (X

Démonstration. Si T, = +oo, I'égalité est évidente, car %Zz;é L (X)) =
L1 xy=z) pour tout n. Si T, < +00, la suite de terme général + 3120 1,y (X))
a le méme comportement asymptotique que la suite de terme général % Z’,;‘;é Loy (X1 4)-
Or, d’apres la propriété de Markov forte, la loi de la suite de terme général
% ZZ;& 1z} (X7,+%) sous [P est la méme que la loi de la suite de terme général
%Zz;é 1{z1 (X)) sous P* : on est ramené a étudier le cas ot P = P*.
Si x n’est pas récurrent, on a E*[T,] = +oo et Y520 Ly (Xy) est fini
P*-presque stirement : cela donne l'identité voulue.
Passons donc au cas ol z est récurrent. Pour tout & > 1, posons TF =

inf{n > 0,> 1(,1(X;) > k}. Les T* sont des temps d’arrét adaptés a la

i=1
filtration naturelle engendrée par (X,,),>0. Comme z récurrent, les T k¥ sont
presque siirement finis. Il est aisé de constater que la suite (T%);>; est crois-
sante. Pour tout ¢ € {1,...k}, T est Fri-mesurable (voir chapitre sur les
martingales). Comme T < T*, on a Fp: C Fpr. Finalement, o(T",...,T%)
est une sous-tribu de Fp«. Soit k > 1 et A€ o(Th,...,TF) : il est clair que
A se produit avant 7. Ainsi, on va pouvoir utiliser la propriété de Markov
forte :

T k n

PY(A, T — Ty >n) = P*(A, m]T il (X5)

= PAP (N1 (XG) =
= PT(A)P*(T"' > n)

0)
0)

On en déduit que, sous la loi P, les variables aléatoires TV, T? — Tt T3 —
T?,... forment une suite de variables aléatoires positives indépendantes
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ayant méme loi que T' = T,. D’apres la loi forte des grands nombres on
en déduit que - = %(Tl +(T*=TH+(T?-T%)+...(T" — T"il) converge
presque strement vers E*7T7. Le résultat demeure si E*[T7] = +o00 (exercice
classique de troncature) Posons S,, = S7; 1423 (X4). Un instant de réflexion
montre que 75" < n < T+ On en déduit
TS o TSHS, 41

<<

Sp — S, S.+1 S,

Si x est récurrent lim, , .S, = +oo, donc lim,,_, o ;—n = E*T,, d’ou le

< sl suffit a donner la convergence
n

de S, /n vers 0. ! O

Remarque. On peut observer que la limite presque stire apparaissant dans
ce théoreme dépend assez peu de I’état initial de la chaine. Dans le cas
irréductible, ﬁ représente la proportion asymptotique du temps passé
par la chaine dans I'état x.

Déﬁnition Si x est un état récurrent, on convient de dire que x est récurrent
positif si gz > 0 (soit E*[T},] < +oo) et que x est récurrent nul si [ 7=0

(soit IE“’[T] = +00)."

10.5.2 Fréquences empiriques et probabilités invariantes

Théoréme 81. Soit (X,,)n>0 une chaine de Markov irréductible admettant
une probabilité invariante p. Pour tout x € S, on a

1t 1
lim Z ]1{36} Xk) ExT

n—-+0o n

= pu(x) > 0.

Démonstration. Une chaine de Markov irréductible admettant une probabi-
lité invariante est toujours récurrente (voir Théoreme 7). Le théoréme ergo-
dique des chaines de Markov s’applique donc, et on a pour toute loi initiale

7
1n1

lim Z Ty (Xy) =

n—-+00 n

Pp.s.

1
E*T,
Comme |1 3770 10,y (Xy)| < 1, le théoréeme de convergence dominée s’ap-
plique et on a

iy L "zl PY(X 1
11m = .
n—toon I QT Eme

1. On verra plus tard que pour une chaine de Markov a espace d’états fini, les états
récurrents sont tous récurrents positifs. Les notions de récurrence positive et de récurrence
nulle que 'on vient d’introduire n’ont donc pas vraiment de pertinence dans le cas de
I’étude des chaines de Markov a espace d’état finis.
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Si I'on prend pour v la mesure invariante p, on a pour tout k > 0 P¥(X}, =
x) = pu(x). On en déduit que ﬁ = p(x), ce qui acheve la preuve, puisque
le fait qu'une mesure invariante d’une chaine de Markov irréductible doive
charger tous les points a déja été démontré. n

Corollaire 28. Une chaine de Markov irréductible a au plus une probabilité
mvariante.

Corollaire 29. Une chaine de Markov irréductible dont [’espace d’état est
fini a exactement une mesure invariante. Ses états sont tous récurrents po-
sitifs.

Démonstration. On sait déja que tous les états d’'une chaine de Markov ir-
réductible dont l'espace d’état est fini sont récurrents. On sait également
qu’une chaine de Markov sur un espace d’états fini admet au moins une mu-
sure invariante. D’apres le précédent corollaire, cette mesure est unique. En
réappliquant le théoreme, on voit que les états sont tous récurrents posi-
tifs. O]

Le théoreme EIl admet une réciproque.

Théoréme 82. Soit (X,,),>0 une chaine de Markov irréductible et récurrente
sur S. On suppose qu’il existe x € S tel que E*[T,] < +o0.

Alors, la chaine admet une unique probabilité invariante j qui est don-
née par Yy € S u(y) = Ey[lTy] > 0. Dans ce cas, on dit que la chaine est
récurrente positive.

Démonstration. Posons m(y) = m est une mesure positive sur S.

Ce n’est pas la mesure nulle car m(z) > 0. Ainsi, si 'on montre que la
mesure m est invariante sous la dynamique et que m est une mesure finie, la
probabilité u = m/m(S) sera une probabilité invariante sous la dynamique.
D’apres le théoreme B, on aura pu(y) = ﬁm pour tout y. De plus, d’apres
le théoreme 72, p(y) > 0 pour tout y.

Montrons déja que m est finie : soit S’ une partie finie de S.

On a

1 n—1

=3 > LX) <1,

T 120 s

d’ou en faisant tendre n vers I'infini, on a avec le théoreme EO :
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ce qui montre que la somme des m(z) est finie.
Il suffit alors de montrer que pour pour x € S, on a

> m(y)py. = m(z).

yeSs

Posons Y,, = £ Y0 11,3(Xx). On a vu que Y, /n tend presque siirement vers
m(zx), donc par convergence dominée, E[Y,,]/n tend vers m(z). On a aussi

Y, 12
= L (K1) Ly (Xi)
n yes n k=1 !
d’ou
ElY, 1
[ ] = Z — P<kal =y, Xx, = 96’)
n yes n k=1
1 n
= > =) P(Xs1=y)pya
yes n k=1

Soit S” une partie finie de S : on a

E[Y,] >3 1 zn:P(Xk,l = Y)Py.;

n yes’ n k=1

et en faisant tendre n vers 'infini

m(z) > Z m(Y)Py.e;

yes’

d’ou en passant au sup

m(zx) > Z;q m(Y)Py.c-

Cependant

S my)pye =D Y. my)py. =Y m(y)l

€S yes yeS zeS yes

Ce qui entralne donc que pour tout z, on a bien
m(z) = Y m(y)pye,
yes’
ce qui acheve la preuve. O
Bien stir, cette réciproque est sans intérét lorsque 1’espace d’état est fini,
puisque 'existence de la mesure invariante est assurée d’emblée.

On donne maintenant une preuve alternative, qui permet parfois de cal-
culer la mesure invariante.
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10.5.3 Calcul d’une mesure invariante a partir de la loi
des trajectoires issues d’un point

Théoréme 83. Soit (X,,) une chaine de Markov sur E et x € S tel que
E*[T,] < +00. Si l’on pose Ny = Z;{;Bl 1ix,—y}, alors la mesure u® définie
par
. E*[Ny]
1

est une mesure de probabilité invariante. En particulier p*(z) = B3]

Démonstration. On pose, Sy = 0, et pour n > 1 : S¥ = Y070 Ly, =y} —
PXyy- SY est Fp-mesurable et SY = S} | + 1(x,-y} — Px,_,.» donc

E[Svlﬂfn—l] - SZ—I + P(Xn - x|"rn—l) —DPXp1x = SZ—I?

Ainsi (SY),>1 est une martingale?. Comme 7% est un temps d’arrét, le
théoreme d’arrét dit que (S, 7, )n>1 est aussi une martingale, en particulier
E*[S}) \r.] = 0 pour tout n. S},r tend presque stirement vers S7. . Comme
|SY .| < Ty, le théoreme de convergence dominée nous donne E*[S7, ] = 0.

Cependant,

Te—1
Syz = Z ]]'{XkJrl:y} — PXpy

k=0
Ts Te—1

= D L= — Do DL Lixe=ayPay
k=1 k=0 zeS
Te

= Z Lix=yy — Z Nipay
k=1 z€S

= —Nyxomy) + La=yy + Ny — > Nip.,
z€eS

En prenant 'espérance sous P*, on obtient, pour tout y € S :

0=EY[Ny] = > E*[N]p-,,

z€S

2. Cette martingale ne sort pas de nulle part. Dans le corollaire [C, nous avions remar-
qué que pour une chaine de Markov (X,,),>0 de matrice de passage P et une fonction f,
la suite (Y,)n>1 définie par

Vn>0 Y= f(Xns1) = (Pf)(Xn)

est une suite de différences de martingales adaptée a la filtration canonique des X;. Ici, on
a simplement pris f = 1;.
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ce qui dit bien que (E*[N?¥]),cp est une mesure invariante. Pour avoir une
mesure de probabilité, il suffit de diviser par

> EP[NI]=E°[} N|=E'[T.].

zeE z€E

Enfin, comme N? = 1, P*-presque siirement, on a p*(z) = rw[lT - L

10.6 Retour a la classification des états (*)

Considérons une chaine de Markov dont ’espace d’états est S On dit que
x est un état essentiel si

VeeS (z—y = (y— ).

Il n’est pas difficile de voir qu'un état accessible depuis un état essentiel est
lui-méme un état essentiel.

Démonstration. Supposons en effet que = est essentiel et que z — y. Soit
z tel que que y — z. On a (z — y) et (y — z) donc (x — z). Comme x
est essentiel, (z — z), or (x — y), donc (z — y), ce qui montre que y est
essentiel. O]

Soit (A;); 1 la partition de I'ensemble des points essentiels induite par la
relation d’équivalence “communique” (<+»). Chaque ensemble A; est appelé
une classe absorbante. D’un point x appartenant a la classe absorbante A;,
on ne peut accéder qu’a des points de A;.

Démonstration. En effet si x — y, alors y — = car x est essentiel et y est
essentiel : ainsi y est essentiel et x <+ y, donc x et y sont dans la méme classe
d’équivalence : y € A;. O]

Théoreme 84. Les points récurrents d’une chaine de Markov sont termi-
naux.

Démonstration. Soient ¢ un état non terminal. Il existe j tel que ¢ — j mais
que j ne communique pas avec i. Soit n tel que Pi(Xn =j)>0

P(N; < +00) > PY(X,=3jVk>n X,#1i)
=P(X, = )P (Vk >0 X #14)=P(X,=j).1>0,

ce qui montre que ¢ n’est pas récurrent. O
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Théoreme 85. Une mesure de probabilité invariante d’une chaine de Markov
ne charge que des états récurrents positifs.

Démonstration. Soit p une mesure invariante et x chargé par p. Posons
M, = %ZZ;& 14z} (X%). D’apres le théoreme B0, M, converge PH-presque
LTy <+oo}
E*T,
E#[M,,] converge vers Mﬁﬁigoo). Comme E#[M,,] = u(x) pour tout n, on a
_ PH(Tp<+o0

p(x) = W)' Comme p(z) > 0, on a E*[T,] < +o0. O

stirement vers , donc d’apres le théoreme de convergence dominée

Théoréme 86. Soit p; ; une matrice markovienne. Soient (A;);cr les classes
absorbantes associées a la chaine, et J C I [’ensemble des x tels que la chaine
de Markov de matrice (p; ;)i jea, Soit récurrente positive. La chaine (p; ;)i ek
posséde au moins une probabilité invariante si et seulement si J est non-vide.
Dans ce cas, les probabilités invariantes sont exactements les probabilités

Z ngﬁx,

zeJ

ou fi, est le prolongement a S de ['unique mesure invariante de la la chaine de
markov de matrice (p; ;)i jea,, €t ou les oy, sont des réels positifs de somme 1.

Démonstration. Soit p une probabilité invariante, c’est a dire telle que

VieS )= nj)ps

jes

D’apres les deux théoremes précédents, p ne charge que des états récurrents
positifs, terminaux : J est donc non-vide. Soit C' = U,e s A,. On sait que p(7)
est nul pour ¢ € E\C. Soit z € J. On sait qu’on ne peut accéder de A, qu’a
des points de A, : Vi € A,Vj € S\A, p;; =0. Ainsi

JEAL = JES\ Ay

La matrice (p; ;)i jea, est donc markovienne. On a également ;e 1(j)pji =
> jea, 1(J)pji- On a donc le systeme

Vie Ay, p(t) =Y p(h)pj

JEA

ce qui signifie que la restriction de p a A, est une mesure invariante finie
pour (p; ;)ijea,- D’apres le théoreme d’unicité pour les chaines irréductibles,
on a

Vie Ay pli) = p(Agz)p”(i).
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On a ainsi la représentation voulue en posant a, = u(A;), en notant i* la
mesure sur £ qui coincide avec pu® sur A, et est nulle sur S\ A,.

On a montré que les probabilités invariantes étaient nécessairement de la
forme annoncée. Montrons la réciproque. Montrons d’abord que 'extension
de ji, est invariante. On a d’abord que

Vi€ Ao D@ ()psa= D A Gpia= D 1 (G)pie = 1" (5) = A°(j).
jes JEAs JE€EAs
Par ailleurs, pour i € S\ A,, observons les termes de la somme 3 ;cq 4% (7)pj,i :
si j € A, pj,; est nul, tandis que pour j € S\A,, @/(j) = 0 : le produit
[’ (4)pj. est toujours nul, et on a
Z ﬂj(j)pj,i = Z 0=0=7"(i).
j€s j€S
La mesure de probabilités i, est donc bien invariante. Pour conclure, il est

aisé de voir qu'un barycentre de probabilités invariantes est une probabilité
invariante.

]

10.7 Algorithme de Propp et Wilson

Soit S un ensemble fini. On note F(S,S) 'ensemble des fonctions de S
dans S. On remarquera que F(.S,S) est fini.

Avant de décrire I'algorithme de Propp et Wilson, il convient de rappeler
la représentation dynamique des chaines de Markov. Une matrice de passage
(Pij)ij)esxs étant donnée, on peut toujours construire une chaine de Markov
(X3)n>0 & valeurs dans S de loi initiale donnée Py, quelconque, admettant
(ij)(i,j)esxs comme matrice de passage, et vérifiant la récurrence

Xn+1 = fn—i—l (Xn)a

ol (fy)n>1 est une suite de fonctions aléatoires indépendantes, identiquement
distribuées, indépendante de Xy. Comme f,, € F(S,S), on peut toujours la
représenter par un vecteur de taille |S| dont les entrées sont & valeur dans S,
mais c¢’est rarement comme cela qu’on procede.

Dans la pratique, la suite f,, est souvent générée de la maniere suivante :
on construit un ensemble X, une suite i.i.d. Z,, de variables aléatoires aisé-
ment simulables et une fonction déterministe f : X x S — S telle que la suite
fn définie par f,(y) = f(Z,,y) vérifie les conditions mentionnées ci-dessus.

On a donc pour tout n > 1, X,, = f, 0 fu_10... f1(Xp).

L’idée simple, mais diablement efficace, de Propp et Wilson, consiste a
regarder la suite des les itérées prises dans l'autre sens : (f1 o fo... fu)n>1-
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Théoreme 87. Soit M la matrice d’une chaine de Markov irréductible a
valeurs dans S admettant (1 comme mesure invariante et (f,)n>1 une suite
de fonctions aléatoires indépendantes suivant une loi 0 sur F' = F(S,S) telle
que

V(i,j) € Sx S O(fe€F, f(i)=j)=mj.

On pose gy = Idg, puis pour n > 0 gny1 = gn © fnr1. Soit A une partie
infinie de N. On note

T =inf{n € A, g, est une fonction constante}.

Si P(T < +o00) =1, alors gr(xo) suit la loi p, ot xg € S est quelconque.

Démonstration. Soit X, une variable aléatoire suivant la loi p indépendante
de la suite (f,,)n>1. Pour n > T', comme g, = gro(fri10 frizo---of,), ona
9n(X0) = gr(xo). On en déduit que pour y € S et n > T, on a Ly, (xg)=y} =
Ligr(z0)=y}- On a donc presque stirement limy, o0 Lig, (x0)=y} = Lfgr(zo)=y}-
On appliquant le théoréeme de convergence dominée, on obtient

ngﬁloo P(gn(Xo0) = y) = P(gr(zo) = y).
Or g,(Xo) = fio for--0 fu(Xo) ala méme loi que f, 0 f,_1---0 f1(Xp), c’est
a dire la loi que suit au temps n une chaine de Markov de mesure initiale y et
de matrice de transition M, c’est a dire p. (Attention : (g,(Xo))n>0 n’est pas
une chaine de Markov!) On a donc pour tout n > 0 P(g,(Xo) = y) = u(y),

d'ott P(g7r(Xo) = ) = u(y). O

On peut légitimement se demander pourquoi on ne prend pas tout sim-
plement A = N. Théoriquement, en effet, rien ne I'empéche. Cependant il
faut voir que passer de n a n + 1 n’augmente que trés peu la probabilité que
la fonction soit constante et tester si g, est constante augmente de maniere
non négligeable le temps de calcul.

Explication : si A = {aq,as,...,} et que infn > 0;n est constante = ny.
l'on a a1 <t < ng < ag, le temps de calcul est proportionnel a Zle a;.
Ainsi, le choix ay = k (c’est a dire A = N) conduit a un temps

~ —

i(’:l,_ no(ng +1)  nd
= 2 27
tandis que le choix a; = 2", conduit pour & Y p.or-2.p,, 2", Cette somme
vaut 2ng — 1 si ng est une puissance de 2, et au pire 4(ng — 1) — 1.
Ainsi, on consideére généralement que le choix A = {2%:k > 0} est un bon
choix.
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10.7.1 Loi 0-1 pour I’algorithme de Propp et Wilson

Théoreme 88. On reprend les hypothéses du théoréeme précédent
— Si il existe n > 0 tel que P(g, est une fonction constante) > 0, alors
P(T < +00) =1.
— Sinon P(T < +00) = 0.
En particulier, l'issue ne dépend pas du choix de A.

Démonstration. 1l est clair que si
Vn >0 IPP(g,) est une fonction constante) = 0,

alors par réunion dénombrable on a P(T' < +00) = 0. Supposons donc qu’il
existe n tel que P(g, est une fonction constante) > 0. Comme A N (n, +00)
est une partie infinie de N, il est possible d’en extraire un ensemble infini B
tel que la différence entre deux éléments distincts quelconques de B dépasse
n. Pour k € B , notons

Ap = {frnt1° fe_ns20--0 fr_1 0 fr est une fonction constante}.

Les événements (Ay)rep sont des éléments indépendants, de méme probabi-
lité P(g,, est une fonction constante.) > 0. On en déduit que

P(UpepAr) = 1.

Comme g = f1ofs - -ofy, il est facile de voir que Ay C {gx est une fonction constante},
d’ou

P(T < +00) = P(Ugreaygr est une fonction constante)

> P(Ugkenygr est une fonction constante) = 1.

]

10.7.2 Algorithme de Propp et Wilson pour des dyna-
miques monotones

On suppose ici que S est un ensemble fini muni d’un ordre partiel, possé-
dant un plus grand élément et un plus petit élément. Un exemple classique
de tel ensemble est S = ET, ol L est un ensemble fini et E une partie finie
de R. Dans le cas qui nous intéresse ici, on prendra simplement S = F.
Définition On dit qu'une dynamique associée a une matrice de Markov M
est monotone si on peut construire un ensemble F' C F(S, S) et une mesure
0 sur F(S,S) tel que
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- VZ,jGS ‘9(f€F7f(Z):j):mlJ

— F ne comprend que des fonctions croissantes.
Mise en oeuvre

Dans la pratique, la mesure # est souvent construite comme 1'image d’une
mesure aisément simulable par ’application

z = (y = fz,y)),

ou f est une fonction de deux variables qui est croissante par rapport a
chacune des variables.

En fait, la classe des dynamiques monotones recouvre un grand nombre
de chaines de Markov classiques. Par exemple, les marches aléatoires sur Z et
les marches aléatoires sur Z avec barriéres sont des dynamiques monotones.

Théoreme 89. Soit M la matrice d’une chaine de Markov irréductible ad-
mettant i comme mesure invariante. On suppose qu’on a construit un en-
semble ' C F(S,S) et une loi 0 a support dans F telle que

— Vi, jeS O(feF f(i)=j)=mi;

— F' ne contient que des fonctions croissantes.
(Ceci signifie que la dynamique est monotone).

Soit maintenant (f,)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes
sutvant la loi 6.

On pose gy = Idg, puis pour n >0 gyi1 = gn © fri1-

Soit A une partie infinie de N. On note

T =inf{n € A, g, est une fonction constante}.

Alors P(T' < +00) = 1 et gr(xo) suit la loi pi, ot xog € S est quelconque.

Démonstration. Notons min le plus petit élément de S et Max le plus grand
élément de S. Commencgons par une remarque simple : si une fonction crois-
sante h de S dans S vérifie h(min) = Max, alors elle est constante, car

Vo € S; Max = h(min) < h(z) < Max,

ce qui montre que h est une fonction constante.

Maintenant, comme la chaine de Markov est irréductible, il existe n tel
que P(f, o... fi(min) = Max) > 0. Or, comme les f, sont indépendantes
identiquement distribuées, on a

P(f,o...fi(min) = Max) = P(f; o... fo(min) = Max) > 0.

Finalement, on a
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P(fyo...f, constante) > P(f; o... f,(min) = Max) > 0,

d’ou P(T' < 4+00) grace au théoreme BS.
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10.8 Exercices sur la récurrence et les me-
sures invariantes

10.8.1 Exercices corrigés

Exercice 86. On considere la chaine de Markov dont la matrice de passage
est donnée par

A= (10.1)

O O wli
— O wlir
O =Wl

Montrer qu’il existe une unique mesure invariante, puis la donner. Genverd
1ndication hen vers la solution

Exercice 87. On suppose que p est la mesure invariante d’une chaine de
Markov sur S. Montrer que si les points i et j de S sont tels que u(i) > 0 et
i — j pour cette chaine de Markov, alors p(j) > 0. Henvers Tindicafion [en

kers la solntion

Exercice 88. Retournement du temps et opérateurs associés
Soit S un ensemble fini ou dénombrable, ;1 une mesure finie sur S.

1. Soit P = (pi;)(ijyes?, une matrice markovienne. On suppose que P
laisse p invariante. Pour f € ¢?(u), on pose

VieS (Pf)i)=>_piif()

JES

des que la série est absolument convergente. Montrer que c’est le cas
lorsque (i) > 0; montrer également que Pf € £*(u).

2. Soit P = (pij)gjes? et Q = (i) (i,j)es> deux matrices markoviennes.
On suppose que

Vi,j €5 pu(i)piy = 1(j)aj-

Montrer que P et () laissent p invariante, puis que

Vg€ C) [ F@)Pole) dute) = [ Qf(x)g(x) du(a)

On dit alors que P et @ sont conjugués dans £%(p).

3. Soit P une matrice markovienne laissant p invariante. Montrer que
P admet au moins une matrice markovienne conjuguée, et qu’il y a
unicité si la chaine associée est irréductible.
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4. Soient P, @ deux matrices markoviennes conjuguées dans £2(u) . On
suppose que (X,,)n>0 et (X))o sont deux chaines de Markov de loi
initiale p et de dynamiques respectives P et ). Montrer que pour
tout n > 0, (Xo, Xy,...,X,) et (X, X/ _,,...,X{) ont méme loi.
Quel résultat du cours retrouve-t’on dans le cas ou P = Q7

5. Soit (X,)n>0 une chaine de Markov stationnaire. Montrer que pour

tout n, (X, Xn_1,...,Xo) est (la restriction d”)une chaine de Markov.

lien vers ['indication lien vers la solition

Exercice 89. Trace d’une chaine sur un ensemble.

Soit (X, )nen une chaine de Markov homogene d’espace d’états E dénom-
brable et de matrice de transition P = (p;;)ijer. Soit A une partie de E.
On observe cette chaine de Markov seulement lors de ses passages par A, et
on note Y,, la m®m® observation. Plus formellement on note 7° = 0 et, pour
m>1,

" = inf{n >147m!

XneA}.

On suppose que Vr € A, P*(T') < +00 = +o0,
1. Soit x € A. Montrer que pour tout m > 1, T™ est un temps d’arrét

P*-presque strement fini, que Xr» est mesurable pour Frn et que
pour k < m, T* et X+ sont Frm-mesurables.

2. Soit xz € A. On pose Yy = X et pour m > 1, Y, = Xp=. Montrer que
(Y,)nen est une chaine de Markov homogene.

3. On suppose désormais que la chaine est irréductible, que A est fini et
que pour tout x € A E*[T" < 400] < +00. Montrer que la chaine est
récurrente positive.

Lien vers ['indication lien vers la solition

Exercice 90. Fonction de Lyapunov

1. Soit (X,)n>0 une suite de variables aléatoires a valeurs dans E. On
suppose qu’il existe un réel ¢ > 0, une fonction h : E — R, et un
ensemble M tel que pour tout n > 1, f(X,,) est intégrable et

E[f(Xn)’Xo, c. 7Xn71] S f(anl) — & sur {anl ¢ M}
On pose alors T' = inf{n > 0; X,, € M }.

(a) Montrer que pour tout n > 1, on a

B (f(Xanr) — F(X0)) < —e S OP(T > i — 1),

i=1
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(b) On suppose € > 0. Montrer que E[T] < %Xo).

2. Soit (X,)n>0 une chaine de Markov a valeurs dans F, de matrice de
passage (p; ;). Dans toute cette question, on suppose qu'il existe un
réel € > 0, une fonction f: F — R, et un ensemble M tels que

Vie B (Pf)(i) =) piif(j) <+oo

jEE
et
vie E\M (Pf)(i) = pi;f(§) < f(i) — €
jeE
On pose T'= inf{n > 0; X,, € M}.

(a) On suppose £ > 0. A T'aide du théoréme [0, montrer que E[T] <
Ef(Xo)

€

(b) Ici e = 0. On suppose que la chaine est irréductible, que M est
fini et que pour tout N, {z € E; f(z) < N} est fini. On note 7y le
temps d’entrée dans {x € E; f(x) > N}. Montrer que pour pour
tout N assez grand, on a NP(ry < T') < E(f(Xy)). En déduire
que P(T < +o0) = 1.

(¢) Théoréme de Foster
On suppose encore que la chaine de Markov est irréductible et que
M est fini. A Paide de Pexercice précédent, montrer que la chaine de
Markov (X,,) est récurrente, et méme récurrente positive si € > 0.

lien vers [Mndicafion lien vers [a solution

10.8.2 Exercices non corrigés

Exercice 91. Chaine observée quand elle bouge ou est morte.
Soit (X, )neny une chaine de Markov homogene sur l'espace d’états F, de
matrice de transition P. Soit A I'’ensemble des états absorbants. On définit
la suite (T} )ren par récurrence comme suit : on pose Ty = 0 et

Tk+1 == Tk + jl{XTkéA} inf{n Z 0, XTk—i-n 75 XTk}7

avec la convention 0.0o0 = 0.

1. Montrer que les (Ty)gen sont des temps d’arrét pour (X, ),en, finis
presque stirement.

2. On définit Y, = X7,. Montrer que (Yy)ren est une chaine de Markov
homogene, donner son espace d’états et sa matrice de transition.

ben vers ['indication
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Exercice 92. Soient p €]1/2,1[ et (X,,),>1 une suite de variables aléatoires
indépendantes de loi commune pd; + (1 — p)d_;. On pose Sy = 0, puis pour
tout n > 1: 5, = >} 4 Xy Soient a et b des entiers relatifs strictement
positifs. On pose V,, =] — 00, —b] U [a, +00[. Soit T' = inf{n > 0;n € V}.
Calculer

P(Vp > T; S, # 0).

On pourra utiliser les résultats de l'exercice : “le joueur inruinable”.

Lien vers 'indication

Exercice 93. Marche aléatoire sur Z/dZ. On considere X = {X, : n > 0}
la marche aléatoire sur Z/dZ dont les pas sont indépendants de méme loi
pd1+ (1 —p)d_1, avec 0 < p < 1. La loi initiale de X, n’est a priori pas égale
a dp.
1. Quelle est sa matrice de transition P 7 La chaine est-elle irréductible ?
apériodique ?

2. On suppose que d est impair. Montrer que (X,,),>0 converge en loi et
préciser la limite.

3. On suppose que d est pair. Donner une condition nécessaire et suffi-
sante sur Py, pour que (X,,),>¢ converge.

bien vers ['indication

Exercice 94. Modéle d’Ehrenfest. On cherche a modéliser la diffusion de N
particules dans un systéme constitué de deux enceintes séparées par une paroi
poreuse. A chaque instant, une particule prise au hasard (comprendre : avec
équiprobabilité) change d’enceinte. On représente I’état du systéme a chaque
instant par un vecteur x = (z(1),...,2(N)) € (Z/2Z)", ou x; représente le
numéro de la boite (0 ou 1) ou est la particule i. Ainsi, si X,, est le vecteur
des positions, on a la modélisation

XnJrl = Xn + 6\/".;_17

ou V11 est le numéro de la particule qui change de boite. (d1,...,0x) est
la base canonique de (Z/2Z)". (V;,),>1 est une suite de variables aléatoires
indépendantes suivant la loi uniforme sur Pensemble fini {1,..., N}. (V,,)n>1
est indépendante de Xj.

1. Montrer que (X,,),>0 est une chaine de Markov.

2. On pose

N
Yo =2 Iixai=o
=1
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Y,, est donc le nombre de particules dans la boite 0 au temps n. Mon-
trer que (Y;,),>0 est une chaine de Markov de matrice de transition

N —=z

T
— 1) == 1) =
ploe—1) = 1 ples+1) =~

N

,0<z <N,

les autres probabilités étant nulles.

3. On note U la loi uniforme sur (Z/27Z)~. Montrer que pour toute loi v
sur (Z/2Z)N,ona Uxvy=U.

4. Montrer que si Xy suit la loi U, alors Xo(1), Xo(2),... Xo(V) sont
indépendantes.

5. Montrer que U est une loi invariante pour la chaine (X,,)n>0. En dé-
duire que la loi binomiale B(N,1/2) est une loi invariante pour la
chaine (Y},)n>0-

6. Retrouver ce dernier résultat par un calcul direct.

ien vers ndication

Exercice 95. Chaine de Markov avec décision.

Le n®¢ Lundi de I’'année, une petite entreprise recoit A,, propositions de
travail de type A, et B,, propositions de travail de type B. Un travail de type
A mobilise toute la capacité de travail de I’entreprise durant une semaine et
lui rapporte 200 euros, alors qu’un travail de type B 'occupe deux semaines
pour un rapport de 360 euros. Une semaine d’inactivité cotite 100 euros,
un travail non traité pendant la semaine ou il arrive est perdu. On suppose
A,,,B,, indépendants, les couples (A, B;,),>1 indépendants, et

P(A, =1)=1—P(A, =0) =0,5, P(B,=1)=1-P(B, =0) =0,6.

Modéliser la situation par une chaine de Markov , avec si possible un nombre
d’états minimal. Quelle est la meilleure stratégie, quand on recoit simulta-
nément une offre de chaque type : donner la préférence a celle de type A
ou & celle de type B? On pourra faire appel au Théoreme ergodique pour
départager les deux politiques.

ien vers imdicationl

Exercice 96. Un modéle de prédiction météo (!) On suppose que le temps
qu’il fera demain depend des deux jours précédents. On suppose que :

P( il pleut demain | il a plu hier et aujourd’hui) = 0,7

P( il pleut demain | il a plu aujourd’hui mais pas hier) = 0,5
P( il pleut demain | il a plu hier mais pas aujourd’hui) = 0, 4
P( il pleut demain | il n’a pas plu ni hier, ni aujourd’hui) = 0, 2
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Montrer qu’on peut modéliser ceci par une chaine de Markov. Quelle est la
probabilité, sachant qu’il a plu lundi et mardi qu’il pleuve jeudi? Sur le long
terme, quelle proportion de jours de pluie observe-t-on ?

lien vers ["indication

Exercice 97. Chaine de Markov réversible

1. Soit P une matrice de transition sur un espace d’états E' dénombrable.
On suppose qu'’il existe une probabilité 7 telle que

TiPij = TjDjyi-

Montrer que 7 est stationnaire pour la P.

2. Trouver rapidement la probabilité stationnaire de la marche aléatoire
symétrique sur les sommets de 'hypercube de dimension d.

3. Marche aléatoire symétrique sur un échiquier (8 x 8). Calculer les
temps de retours moyens des différents points de I’échiquier. (On trou-
vera 110 pour les coins, 220/3 pour les autres points du bord, 55 pour
les autres points.)

lien vers ['indicationl

Exercice 98. Modeéle de Laplace—Bernoulli.

N boules noires et N boules blanches sont placées dans deux urnes de sorte
que chacune contienne N boules. Apres chaque unité de temps on choisit
au hasard une boule de chaque urne; les deux boules ainsi choisies changent
d’urne. On note Y,, le nombre de boules noires dans la premiere urne. Montrer
que (Y,)n>0 est une chaine de Markov irréductible réversible et trouver sa
mesure stationnaire.

hen vers [Mndicationl

Exercice 99. Loi de Pascal Soit (X,,),>1 une suite de variables aléatoires
de Bernoulli de parametre p. On pose, pour n > 1, 5, = X; +--- 4+ X, et
T, = inf{n > 1; S, > n}. On appelle loi de Pascal (ou loi binomiale négative)
de parametre n et p.

1. Montrer que la suite (1; — 7;,_1) est une suite de variables aléatoires
indépendantes dont on précisera la loi.

2. Donner une expression explicite de P(7,, = k), pour k > n.

3. Calculer la fonction génératrice de la loi de Pascal de parametres n
et p.

bien vers ['indication




Annexe A

Indications

A.1 Exercices sur les variables de Bernoulli

Indication I Noter que la connaissance de X donne celle des €2,,.

A.2 Exercices sur I’équi-intégrabilité

Indication 2 On peut s’inspirer de la preuve de 'implication “bornée dans
L? entraine équi-intégrable”.

Indication 1. Utiliser la loi forte des grands nombres.
2. Comme les X; sont entre 0 et 1, on a Z2 < n?*( X7 +...X2)™2
3. Utiliser le théoréme d’intégration des fonctions radiales.
4. On pourra montrer que (Z,),>1 est bornée dans L?.
Indication @ Deux méthodes possibles :
— Pour simplifier les calculs, on peut écrire X,, = S,,+ A, avec S,, centrée
( mais pas symétrique!), de sorte que X3 = S3 + A3 + 3\S2 + 3)\2S,,.
— On peut calculer E(X,,(X,, — 1)(X,, —2)) (par un calcul direct ou par
une interprétation combinatoire).
Indication B Introduire une somme de variables de Bernoulli indépendantes.
Indication B On pourra utiliser une caractérisation bien choisie de 1’équi-
intégrabilité.
Indication @ On pourra utiliser une caractérisation bien choisie de 1’équi-
intégrabilité.
Indication B Partitionner suivant la valeur de Ny.

Indication 8 Exprimer E|X,,|1{x, > & laide de la fonction de queue.

173
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A.3 Exercices sur ’espérance conditionnelle

Indication M 1. Ecrite A = U,>0AN{N = n}.

2. On peut utiliser la question précédente.

Indication I On pourra commencer par établir que E[T|U = k] = (k +

n+1 n
1)W — 1, puis faire éventuellement une transformation d’Abel.
n>k \k
Indication 1. Calculer Q,,5(X2 = Y1, ... Xnts = Yn+p—1) en distin-
guant suivant que (yi, ..., Yntp—1 est dans Q,_1;, ou non.

2. Bcrire T sous la forme T = Lix, =03 f(Xo, oo, Xogpo1)-
Indication I3 Revoir les propriétés de I'espérance conditionnelle.

Indication @ On pourra écrire f;(z) = x;1a(x1+- - -+x,), remarquer que
si 0; ; est I'application qui échange la i-¢me et la j-éme coordonnée de x, on
a fi = f1 00, et appliquer le théoreme de transfert.

Indication T& Pour la premiére méthode, on pourra poser ¢ = E[z¥yY],
g(x,y) = w%f(:z:, y), puis comparer les coefficients de degré s de g(z, x) et de

oz, ).

Pour la deuxieme méthode, quitte a changer d’espace, on pourra remarquer
) )

que X peut s’écrire comme une somme d’indicatrices.

Indication 06 1. Q={X <h}U{X >h}.

2. Un max se réalise toujours en au moins un point.
L’indicatrice de 'intersection est le produit des indicatrices.
Ecrire Y;(h) sous la forme F(X;, Z), avec Z indépendant de X;.
Utiliser (c) et (d)

Inn
n

A A

Prendre h = a2, avec a bien choisi.

Indication M@ On peut s’inspirer de la preuve du calcul de E[g(X,Y)|X]
lorsque X et Y sont indépendantes.

Indication I8 On peut le voir comme un cas particulier de I’exercice pré-
cédent

Indication @I On pourra remarquer que X +Y — 7 = 0.

Indication 1. Calculer les mineurs.
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2. On pourra écrire X sous la forme X = oY + Z + R, avec R indé-
pendant de o(Y, Z).

3. On pourra trouver une premiére expression de f, .(x) a partir de
I’exercice 7. On pourra ensuite remarquer que si

K exp(—(az® + bx + ¢))

est la densité d’'une variable aléatoire, cette variable est nécessairement
gaussienne. On pourra identifier les parametres par un choix judicieux
de ¢.

Indication 21
Utiliser le théoreme de convergence dominée conditionnel.
On peut s’inspirer de la preuve de I'inégalité de Markov.

On pourra remarquer que E[lgy~ | Al < Z/M.
Il s’agit de montrer que lim,,_, . P(Y > M) = 0.

Indication 22 1. pas d’indication
2. Elle est d’intégrale nulle (c’est méme une martingale).
3. On pourra noter que M; = S0 (S, — 1) = (2 Sk) — (i AT).

4. On utilisera la linéarité de ’espérance pour calculer le nombre moyen
de points fixes d’une permutation.

A.4 Exercices sur les martingales

Indication 1. Remarquer que r < (2% +1)/2.
2. (a) On pourra remarquer que (X,,) prend ses valeurs dans [0, 1]

(b) Appliquer le théoréeme de convergence dominée

Indication 1. (a) Procéder par récurrence sur n.
(b) Remarquer que 1 = X85 1,y
c) Noter que U,,.; est indépendant de la tribu F,.

(c)
d) Revoir la définition d’une martingale.
(e)

(f) On pourra calculer P(T,, 1 = i|F,).
)

e) Remarquer que la suite considérée prend ses valeurs dans [0, 1].

2. (a) Procéder par récurrence sur n.
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(b) Expliciter le lien entre 2= et les T; et utiliser une partition de
I’événement considéré.

(c¢) Appliquer le théoreme de transfert et utiliser la formule du multi-
nome.

(d) Utiliser le théoreme de Lévy. On sera amené a démontrer que si
Y1 ..., Ym sont des réels positifs de somme 1, la suite (37| ye™s/™)"
converge vers exp(djr; iyruy) lorsque n tend vers l'infini. Une
preuve analytique ou une preuve probabiliste est possible.

(e) Noter que la convergence presque siire entraine la convergence en
loi.

Indication Soit A un événement F,. mesurable. On peut écrire A =
AL UA_avec A, = AN{n < mn}et A= AN{n > n}. Il suffit alors de
montrer que Ay est F,, mesurable, tandis que A_ est F,, mesurable.

Indication Utiliser les propriétés de I'espérance conditionnelle

Indication 1. On rappelle que si Y > 0 et EY = 0, alors Y est
nulle presque stirement.

2. x+— (r —a)T est une fonction convexe.

3. On pourra montrer que (X, — a)” est presque stirement nulle sur
I'événement {X, > a}.

4. Si deux nombres sont distincts, il y a un rationnel entre les deux.

Indication 1. Classique.
2. Utiliser I'inégalité de Cauchy-Schwarz.
3. On pourra montrer que Y;! = o(Y;!/?).

4. On pourra commencer par montrer que (t) > E(X;)t, en commen-
cant par traiter le cas ou X; prend des valeurs positives.

Indication On pourra utiliser une caractérisation adaptée de 1’équi-
intégrabilité.

Indication On rappelle que sinz < z pour tout x > 0.

Indication BT 1. —g est convexe.
2. On pourra utiliser le théoreme d’arrét.

3. Utiliser la question précédente.
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4. Linégalité W(0s+(1-0)t) > 0f(s)+(1—0)f(t) découle de la concavité
de W. Pour l'inégalité inverse, on peut considérer la fonction ¥ qui
coincide avec U a extérieur de s, t[ et qui est affine sur [s, ¢].

5. On pourra montrer successivement
Ef(Xr) =EV(Xr) = V(EX7) = U(i).

Indication B2 On pourra remarquer que les Y,, sont non corrélées et que
la suite des sommes partielles forme une martingale.

A.5 Exercices sur les complements

Indication B3 Il suffit (pourquoi?) de montrer que I'image réciproque d’un
fermé est dans F.

Indication B4 Fixer yo € Y et poser H(x) = Z(x,yo).

Indication B3 1. Pour déterminer la loi conditionnelle, il s’agit de dé-
terminer P(X = k| X +Y = n).

2. L’espérance conditionnelle peut se calculer par intégration de la loi
conditionnelle. Ici, la loi conditionnelle est une loi dont les moments
sont bien connus.

Indication Utiliser le théoréme fondamental de la mesurabilité : o(f~1(C)) =

[ (e(C)).
Indication B7@ Utiliser le théoréeme de transfert.

Indication On pourra s’inspirer de la preuve du théoreme de Radon-
Nicodym et montrer que pour f JF, mesurable positive bornée, on a

C™'Eq[f] < Ee[f] < CEq[f].

A.6 Exercices sur les inégalités

Indication 1. Une permutation est une bijection, donc peut étre
utile a un changement d’indice.

2. 11 suffit montrer que h(Xy,...,X,) est a valeurs dans &,, et qu’elle
charge également tous les points.

3. Appliquer le principe de Maurey grace a la représentation construite.
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4. Appliquer la question précédente avec n = b+ r.

Indication @0 1. On trouvera Xj' = 3¢, 1n, =13. Noter que I'espé-
rance est linéaire et la loi de IV, connue.

2. Noter que v, > E[X]] et que 1 — z < exp(—=x) pour tout z > 0.

3. On pourra traiter séparément les événements {X] — n/e > ne} et
{X?—nje < —ne}.

4. Appliquer le principe de Maurey. Comment est modifié X™ si on
change un seul tirage ?

5. Une fois que tout a été tiré deux fois, X™ est connu.
6. Remarquer que X,,/n est bornée.

7. Modéliser le probleme.

Indication @1 On pourra utiliser la méthode de I’exercice B9 en considérant
sur G, la fonction g(o) = max{| =5 (=1)7V[;1 < k < n}.

Indication On pourra écrire Sy et Sy npa comme des fonctions de
Xi,..., X,

Indication Notons D = By({1,...,n}) et posons pour = € {0,1}?
o(x) = inf {N >1;3ce{l,..., N > zupnlici=ciy = 0} :
{i,j}eC

On a x = ¢((Xe)eep) ou les (X,)eep sont des variables de Bernoulli indé-
pendantes de parametre p.

A.7 Exercices sur les statistiques exhaustives

Indication @4 1. Exprimer Egp(Z) comme une intégrale par rapport
a m et utiliser le théoreme de factorisation de Neyman pour la domi-
nante privilégiée.

2. On pourra montrer qu'il existe une constante c(y) telle que Eq(¢(Z)]5)
c()-

Indication @8 On pourra par exemple considérer 0 | X? et S0, X;.

Indication 46 1. On pourra utiliser le théoreme de Neyman—Fisher.

2. On trouvera que la loi de S,, sous Py est P(nf).
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3. Une limite uniforme sur tout compact de fonctions holomorphes est
holomorphe.

4. Noter que Ey(f(S,)) = e ™F() et appliquer le principe des zéros
isolés.

Indication @7 1. On pourra appliquer le théoreme de Neyman-Fisher.
2. On montrera que Eo(p(M,)) = 2 fo o(t)ynt"~! dt.
3. Calculer E[X; +--- + X,,].
4. Utiliser la procédure classique d’amélioration des estimateurs sans

biais.

Indication 48 1. On notera que le modele est exponentiel.
2. Bo[lyx,<ny] = - -
3. Utiliser la procédure classique d’amélioration des estimateurs sans
biais.
Indication @9 1. X, est une statistique exhaustive compléte.

2. S? est libre.

A.8 Exercices sur 'information de Fisher

Indication 1. Un changement de variable peut également étre utile.
2. Sous de bonnes hypotheses W, est centré.
3. Remarquer que le modele est exponentiel.

4. Si f(X) est un estimateur sans biais de #, on pourra s’intéresser a la
transformée de Laplace de mesures de probabilités construites a ’aide
de f oexp.

Indication BT 1. Appliquer le théoreme de transfert.
2. Remarquer que le modele est exponentiel.
3. On pourra commencer par déterminer la loi de 5.
4. Utiliser le lemme de Lehman-Scheffé.
5

. Var, % = d%Var,\ Sa(Sg — 1). La loi de Sy étant connu, on est

ramené a un calcul de série. On conseille d’exprimer X?(X —1)? dans
une base appropriée de polyndémes.
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Indication 1. On trouve Wy(X) = (—=1+ %) = 2(X — E¢(X)). On
est amené a calculer (ou a se souvenir) de la variance d’une loi de
Poisson.

2. Un théoréme du cours donne le résultat sans calcul.

Indication 1. Exprimer Y,;? comme une fonction de deux variables
aléatoires indépendantes.

Appliquer le théoréme de convergence dominé a Z(6 + Ue,,).
Noter que Y est positive et converge presque siirement.
Utiliser ’hypothese de bornitude locale pour 6 — Ey[h?(X)].
Utiliser un critere approprié¢ d’équi-intégrabilité.

Z, converge presque stirement et ...

Appliquer le théoreme de transfert.

S N A o

Utiliser la caractérisation de la dérivée par les suites.

A.9 Exercices sur les processus

Indication

Tout événement A s’écrit comme réunion dénombrable d’événements de la
forme {Ilp = zo,..., I, = x,}.

Des probabilités sur RY sont caractérisées par leurs lois de dimensions finies.

Utiliser la question 1 avec n = 1.

Indication BA On peut considérer 1’ application

¢:RY — RY
((@n)nz0) = (@(0" 0 2))

Indication 1. Considérer le cycle de S,41 :o=(1 ...n n+1).
2. On trouvera que n Var X; + n(n — 1) Covar(Xy, X2) > 0 pour tout n.

3. Noter qu'un processus gaussien est caractérisé par sa fonction de cor-
rélation, et que la valeur de celle-ci est maximale en zéro. On a intérét
a considérer la permutation qui échange 2 et n de maniere a comparer
Covar(Xy, Xs) et Covar(Xy, X,,).

4. Utiliser le concept de loi d’un processus et reconstruire Yy a partir des
X;.
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Indication 57 1. Considérer une partition de B(z).

2. Si z n’est pas un mot propre, l'identité est évidente. Sinon, on peut
remarquer que

Zae{lmq}B(:c.a) = Zae{lwq}\{xn}B(a:.a)

et maintenant le x.a apparaissant dans la somme est un mot propre.
Sommer en z I'identité obtenue a la question précédente.

Il suffit de vérifier que 7, ({1,...,¢}") = 1.

On pourra calculer m, 1 ({(x1,...,z,)} x {1,...,q}).

AR ol

Six = (x1,...,2,) et T = (zp,...,21), il y a une bijection simple
entre B(z) et B(Z).

7. On peut noter que

Pq(Hl:$1,...,Hn:$n):Pq<H1:Z’n,...,Hn:£IZ’1)

q
:Z]P’q(ﬂl:xn,...,Hn:xl,HnH:a)

a=1
8. (a) Procéder par récurrence sur n + p en s’'inspirant de la preuve de la
question 2.

(b) On pourra sommer l'identité précédente sur tous les (x,y) € {1,...,q}"P.

Indication 1. Dans le calcul de la série, on traitera séparément les
cast1=0,12=1,1 2> 2.
2. On peut noter que {T" = n, 071 (A)} = {II; # ¢, Iy # ¢, 11,1 #
¢, I, = ¢,07"(A)}, mais que P-presque stirement, les autres conditions
entrainent la n — 1-ieme.

3. Il suffit de montrer que pour tout n, les variables (T o ék)oggn, ce qui
peut se faire par récurrence sur n.

4. On pourra montrer que (Gr)* est la fonction génératrice de N.

5. Sip > 1/4, on pourra remarquer que s % est un prolongement
analytique de G'r sur un voisinage de la droite réelle.

6. Noter que % < 1.
Indication On peut considérer les applications
U, :R" xR" — R"
(1, s 20), W1y yn)) = (X1 4+ Y1ye oy T+ Yn)

Pour le contre-exemple, on peut prendre pour (X,) un bruit blanc et poser
Y, = (=1)"X,.
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Indication On peut considérer les applications

Yo R R
(€1, n) > (01 + 2w, 9 + 203, ., Ty + 20)

Indication BT Si (X,,),>0 est une chaine de Markov, (X, 41)n>0 est aussi
une chaine de Markov, ayant la méme matrice de passage.

Indication On pourra commencer par montrer que (X, ),>o est station-
naire. En particulier, il faut montrer que X, et X; ont méme loi.

Indication On rappelle que deux mesures sur R sont égales si elles
coincident sur les ensembles | — 00, al, o a décrit R.

Indication Méme remarque que pour l'exercice précédent. Par ailleurs,
on pourra considérer la mesure image de la loi uniforme sur [0, 1] par I'appli-
cation x +— €22,

Indication Remarquer que E[Z;Z;] = 0, ;.

A.10 Exercices sur les chaines de Markov

Indication Le systéme peut se représenter par une chaine de Markov a
3 états, chaque état étant induit par situation six/pas six de deux instants de
temps consécutifs. On pourra par exemple utiliser la technique de ’analyse
au premier pas

Indication Commencer par déterminer n et o > 0 tels que que pour
tout z € S, P*(1 <n) > a.

Indication Si (Yy)n>o0 est une chaine de Markov avec P*(Y; = b) > 0 et
P°(Y; = ¢) > 0, alors P*(Y; = b,Y, = ¢) > 0.

Indication Commencer par trouver en candidat pour la matrice.

Indication 70 1. Ecrire X,11 = F(X,,, Vo).
2. Appliquer la méthode de I'analyse au premier pas.

3. Si lon pose u; = E°[T™] — E'[T"], nous cherchons u, = E°[T"] —
E™T"]) = E°[T"]. Comme on a la récurrence u; = pu;; — 1, il vient
oy
gt
4. C’est une application immédiate de la question précédente.

facilement w,, =
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Indication @I On peut remarquer que si M est une matrice 2 x 2 dont A
est une valeur propre, alors les matrices (M — XI) et (M — AI)? sont liées.
On rappelle que si (X,,),>0 est une chaine de Markov dont la loi initiale est
donnée par le vecteur ligne x, alors, la loi de X,, est donnée par le vecteur
ligne zP™, ou P est la matrice de passage.

Indication 2 1. Revoir le cours.
2. Découper l'intervalle [0, 1] en morceaux de différentes longueurs.
3. Utiliser le (a).

4. Recoller les morceaux.
Indication @3 On pourra remarquer que {X, = a} C {T' < n} et que
{T <n}\{X,=a} C{Ik <n; Xy =aet Xy #a}.

Indication @@ Si on pose B = {u € RY;3n > 0;u, € A}, on peut remar-
quer que pour z € A, on a P*(X € A) = P*((Xp41)n>0 € A) et utiliser la
propriété de Markov.

Indication 73 Il y a plusieurs méthodes possibles. Le plus simple est sans
doute de se ramener au cas ou (X, ),>o est donnée par la représentation
canonique Xn+1 - fn-I—l (Xn) ou Xn-I—l - g(Xm Zn—i—l)'

Indication @8 Si E, = {X,, — z}, alors E, = Un>1 N>y { X, = 2},
donc pour montrer que P(E,) = 0, il suffit de montrer que pour tout n,
P(Np>n{X, =2}) =0.

Indication 7 1. On peut établir que S, = S}, + Lyt g{—b,a}} Xnt1-
2. Comme dans l'exercice 4, on utilisera la propriété de Markov.

3. On rappelle que les solutions d’une récurrence linéaire forment un
espace vectoriel.

4. Comme dans l'exercice 4, on utilisera la propriété de Markov.

(n+1)°+(n=1)?

5. On peut remarquer que n? =1 + 5

Indication @8 On peut montrer que {7" = 400} = Ny>1G°.

Indication @9 Raisonner comme dans |’exercice 4 et résoudre le systeme
linéaire.

Indication RO Relire les définitions.



184 ANNEXE A. INDICATIONS

Indication BT On pourra remarquer que si P(3°}_; Dy = (0,0)) > 0, alors
il existe 7, j positifs ou nuls avec i + j = n, ali et b|j.

Indication A t fixé, on pourra remarquer que P(IyF((X,)ns1 > t) =
P(A, F((Xn)n>1 > t) et appliquer la propriété de Markov.

Indication Pour z € {1,2,3}, on a E*F(X) = f(z) + E*F((Xpn41)n>1)-
On peut alors appliquer le résultat de I’exercice précédent.

Indication B4 1. Lasuite (Y1, Y02, ..., Ya2on)n>1 st une suite de vec-
teurs aléatoires indépendants de méme loi que 'on peut utiliser pour
obtenir une représentation canonique.

2. Se ramener a ’étude d’'une somme de variables de Bernoulli.

3. Il'y a plusieurs méthodes. On peut par exemple calculer [Ex, . |o(X7,. ..

ou utiliser des techniques générales sur les chaines de Markov dont
Iespace d’état est fini et qui possedent des points absorbants .

4. On pourra remarquer que la suite (EX,,),>; est constante.

Indication B3 On peut commencer par montrer que (X, Y, ),>0 est une
chaine de Markov, puis utiliser ’exercice précédent.

A.11 Exercices sur la récurrence et les me-
sures invariantes

Indication B8 On pourra éventuellement utiliser le théoreme B3.
Indication B4 Considérer P#(X,, = j), avec n bien choisi.

Indication BY 1. Pf(j) peut s’interpréter comme une intégrale.

2. Le premier point ne pose pas de difficulté particuliere. Pour le second
point, on pourra remarquer que les fonctions (0;);cs engendrent un
sous-espace dense de £*(p).

3. On commencera par chercher des conditions nécessaires.

4. Le point délicat est de montrer que E[f(Xy)|Xki1, .., X, ne dépend
que de X, 1. A cet effet, on pourra utiliser la représentation canonique
dynamique des chaines de Markov.

5. Combiner les questions précédentes.

Indication 1. Penser a utiliser la propriété de Markov forte. On
peut remarquer que 7 = inf{n > 1;3}_; 1x,ca > m}.
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2. On pourra commencer par calculer P*(Xpm+1 = y|Fpm).
3. Remarquer que T, = Y020 (Th — TH)1igopy, ot S = inf{n > 1;Y; =
Indication 90 1. (a) On pourra remarquer que f(X, r) — f(Xo) =
Yt Liiiery (f (X)) — f(Xio1))-
(b) Ne pas oublier que f est positive.

2. (a) Si E[f(Xy)] = 400, il n’y a rien a montrer. Sinon, commen-
cer par montrer que pour tout ¢, f(X;)Ly_1<ry est intégrable et
Elf(Xo)Lg—1<my|Fica] = (PF)(Xic1)Liimi<ry-

(b) Appliquer le 1.(a) a M’ = M U{z € F; f(z) > n}.

(c) Faire partir la chaine d’un point x € M.

Indication 91 1. Il y a plusieurs manieres de montrer que 7} est un
temps d’arrét. On peut procéder par récurrence ou remarquer que

n—1

=0

Pour montrer que les (Tj)ken sont finis presque stirement, on peut
remarquer que T4 = Ty + F (X7, 1), ou F(z) = inf{n > 0,2, # 2o}
et montrer par récurrence sur k que pour toute mesure initiale pu, Ty
est presque stirement fini et (X, ) est une chaine de Markov de loi
initiale IP‘;(Tk.

2. On pourra calculer P(Xr, , = j|Fr,). Pour ce faire, on peut remarquer
quil existe ¥ : RY — S, avec Xr,,, = U(X7.).

Indication On remarque que si S = —b, la suite repassera nécessaire-
ment par zéro. Si ST = a, on est ramené a un probleme de lutte contre un
joueur inruinable.

Indication 1. On discutera suivant la parité de d.
2. On pourra exhiber une mesure invariante.

3. Si X est pair, la suite (Xa,)n>0 ne prend que des valeurs “paires”.

Indication 94 1. Utiliser la représentation canonique.
2. On remarque que Y, = Y, + (—1)HXn(Var1)=1},
3. Commencer par étudier le cas ou 7 est une masse de Dirac.

4. Calculer la probabilité de chaque N-uplet.
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5. Utiliser les questions précédentes.

6. On pourra montrer que la chaine est réversible.

Indication 98 Si 'on note D,, 'indicatrice de 1’événement “la société est
disponible le lundi de la semaine n”, alors on a

— pour la stratégie A : D,y =1 — D, (1 — A,)B,.

— pour la stratégie B : D,,1 =1— D, B,,.
Quant au gain des travaux commencés a la semaine n, il est

— pour la stratégie A : G, = D,,(200A4,, + 360B,, — 360A,,B,,).

— pour la stratégie B : G,, = D,(2004,, + 360B,, — 2004, B,,).
On peut remarquer que (Dy,),>0 €t (An, By, Dy)n>o sont des chaines de Mar-
kov.

Indication 98 Utiliser le théoreme ergodique des chaines de Markov

Indication 97 1. C’est fait dans le cours!

2. De maniere plus générale, on peut remarquer qu'une marche aléatoire
symétrique sur un groupe fini admet toujours une probabilité réver-
sible tres simple.

3. Si p est une mesure réversible et que x et y sont deux voisins, on a
% = %, ou d(x) est le nombre de voisins de z.

Indication 8 On peut représenter 1’état du systeme au temps n par un
vecteur (z(1),z(2),...,2(2N)), ot x(i) est le numéro de 'urne (0 ou 1) ou
est la boule i. On peut supposer que les boules numérotées de 1 a N sont
noires. Pour passer du temps n au temps n + 1, on choisit un “1” au temps
n que 'on remplace par un “0” et un “0” au temps n que 'on remplace
par un “1”. X, est une chaine de Markov irréductible a valeurs dans {z €
{0,1}2N; 22N 2, = N'}. Si deux états communiquent, la probabilité de passer
de I'un a Pautre est 1/N2.

Indication 1. Utiliser la propriété de Markov forte.
2. On pourra noter que {7, =k} = {Sk_1 =n— 1, X = 1}.

3. Utiliser la premiere question.



Annexe B

Solutions des exercices corrigés

B.1 Solutions des exercices corrigés sur les
variables de Bernoulli

Solution M@ Si p = 1, on a presque stirement X = 1, donc 14 = §; qui
n’a pas de densité par rapport a la mesure de Lebesgue. Supposons donc
p € [0,1]). Posons A, (z) = r(|2"x],2), ot r(n,2) est le résultat de la division
euclidienne de n par 2, puis E, = {z € [0, 1[; lim, % Sy An(z) = p}.
On a

1 n
v(E,) =P(X € E,) >P(X € E,, lim — Y wy(x) = p)
k=1

n—+oo N,

1 n
>P(Vk>1 Ap(X)=wy lim — ) wy(z) =p)

n—-+oo n, —1

=P( lim lzn:wk(m):p):l

n—+oo n, —1

ou la derniere égalité provient de la loi forte des grands nombres. L’avant-
derniere égalité provient de l'identité

n——+oo n, n—-+oo n

{Vk>1 Ag(X)=wy; lim 1kznjwk(x) =p)}={ lim lkzn:wk(q:) = p},

qui mérite sans doute quelques mots : soit (wy,),>1 une suite a valeurs dans
{0,1} telle que 373, wi(z) — p.
Pour n > 1, on peut écrire

n—1 +o0 Wi
"X =Y 2" Fup tw, Y —
k=0 k=n+1 2

187
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On a pour tout £k > n, 0 < w, < 1, dou 0 < ZZ{SLH sien < 1. Ce-
pendant, il existe au moins un £ > n + 1 tel que w; < 1, sinon on au-
rait limn_>+oo%22l:1 wi(x) = 1. Ainsi, on a Z;;’ZH st < 1, d’olt comme

Z’,;‘;[l) 2"k 4+ w,, est entier :

n—1
12" X ] =" 2" Fwy + wy,.
k=0
Mais Y770 2" Fwy, est pair et w, € {0,1}, donc w, = r(|2"X|,2) = A,(X).
Pour g # p, v4(Ep) = vo(Ey N Eg) + v4(E, N EY) < v4(D) + v4(EY) = 0,
soit v,(E,) = 0. E, est de probabilité 1 sous v,, 0 sous v, si ¢ # p : ces
mesures de probabilité sont étrangeres deux a deux . En particulier pour
p # 1/2, p est étrangere a 14/, qui est la restriction a [0, 1] de la mesure de
Lebesgue. Finalement, v, a une densité par rapport a la mesure de Lebesgue
si et seulement si p = 1/2.

B.2 Solution des exercices sur I’équi-intégrabilité

Solution On a
X, log(1+ X,,)
log(1+ M)

Xolix,>my <

Donc
sup E[X, 1 | < sup,,>; E[X;, log(1 + X,,)]
nzll) n X2 Myl = log(1+ M) ’

qui tend vers 0 quand M tend vers l'infini.

Solution 1. D’apres la loi forte des grands nombres % converge
A _r1 1 X2+..x2
presque strement vers E[Xi] = [yazdx = 5 et === converge

presque sfirement vers E[X?] = [J 22 dz = 1. En faisant le quotient,
on a le résultat.

2. Comme les X; sont entre 0 et 1, on a Z2 < n?(X? + ... X2)™2
— Si N, >n/3, alors n*(X? + ... X?)™? < 144,

— sinon, on a n*(X7 + ... X2) 72 <n*( X7+ ... X3) *Lin,<n/3}-

3. EQ?\/ = f[O,l]N mdﬂfl ...... dCL’N < QLNIB(O,\/N) md:cl .. .de,
ou la derniére boule est une boule pour la norme euclidienne de R”.
D’apres le théoreme d’intégration des fonctions radiales , on a
fB(O,\/N) mdxl oodey = Uy fo\/ﬁt*8NtN*1dt, ou Vy est le volume
de la boule unité de dimension N. Ainsi pour N = 9, on a bien
I'intégrabilité.
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4. En prenant N = 9 dans l'inégalité de 2. et en appliquant 1'inégalité
de Cauchy-Schwarz, on a pour n > 9

E(Z?2) < 144 + n?||Qqll21/P(N,, < n/3). Ainsi pour voir que E(Z?) est
bornée, il suffit de remarquer que P(V,, < n/3) décroit exponentielle-
ment vite. On peut utiliser par exemple l'inégalité de Hoeffding :

P(N,, <n/3) <P(|N, — EN,| > n/6)
Lyl

— 2exp(——2),

<2
= 2o 18

mais n’importe quelle inégalité de type “grandes déviations” convient.
Ici, on peut facilement les retrouver “a la main” : soit # > 0. On a

P(N, <n/3) < P(e % > =0/3)
1+e?

< e@n/?,E(efHNn) _ ef)n/:}( 5

)" =Gy,

avec Cp = 2(e”3 + ¢729/3). Je choisis § > 0 tel que /3 = 1,5 : jai
alors Cy = 5(3 + §) < 1. La suite Z, est bornée dans L?, donc équi-
intégrable. La convergence presque stire ajoutée a 1’équi-intégrabilité

entraine la convergence dans L.

Solution @ Comme (X, ),>x est a valeurs positives™ pour montrer que
(X,)n>a est bornée dans L3, il suffit de majorer EX? indépendamment de n.
— Méthode 1.
SiYi,...,Y, sont des variables de Bernoulli de parametre A/n et que
I'on pose Zp, = Yy — A/n, puis Sy = Z; + - -+ + Zi, on a

E(X2) = E(Sp+A)? = E(S2)+A*+3AE(S2)+3NE(S,) = E(S2)+X*+3XE(S2).
On a ES? = Var S,, = Var X,, = nA\/n(1 — \/n) < \.
Comme S}, = S} + Zp + 35iYys1 + 3254152, on a par récurrence

sur k <n:ES} =% E(Z?), dol en particulier

ES? =nEZ} = n(A\/n(1 —A/n)> + (1 —X/n)(0 — \/n)?)
= nA/n(1 = X/n)((1 = A/n)*>+\/n) <A

Ainsi EX? < XA+ A3 +3)\% donc (X,,) est bornée dans L3,

1. L’oubli de cette vérification est une source classique d’erreurs. Ainsi, si X,, suit la loi
uniforme sur [—n,n], EX? est identiquement nulle, mais (X,,) n’est pas bornée dans L3.
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— M¢éthode 2.

Si By,...,B, sont des nombres valant 0 ou 1, le nombre de triplets
(i,5,k)aveci < j < ket B; = Bj = By = 1, vaut >y, j <<, BiB; By
Mais c’est aussi le nombre de parties de cardinal 3 de ’ensemble des
i tels que B; = 1. Comme il y a exactement S,, = By + --- + B, tels
i, on a

S = S5 =D -2)

1<i<j<k<n 6
C’est un raisonnement purement déterministe. Maintenant, si By, ..., B,
sont indépendants suivant la loi de Bernoulli de parametre p, .S, suit
alors la loi binomiale B(n, p) ; par ailleurs, par linéarité de I'espérance,
on a

1

Ainsi E(X,(X,, — 1)(X, — 2)) = (A/n)*n(n — 1)(n — 2) < A3, Pour
tout x > 3, on a

9
S—a(r— (@ —2)———— < “a(e—1)(z —2).
P = e -2) T < D )@ - 2)
On en déduit que pour tout k € N, 2* < 8 + Jz(z — 1)(z — 2). Ainsi
E(X3) <8+ JE(X, (X, —1)(X,—2)) <8+ 3N (X,) est donc bornée

dans L3.

Soit X} une variable suivant la loi de Poisson de parametre A. X,, est

bornée dans L3, donc équiintégrable, et converge en loi vers X, donc EX,,
converge vers E(X}). Comme EX,, = A\, E(X3) = A. X,, est bornée dans
L3, donc X2 est bornée dans L3/2, donc (X2),>; est équi-intégrable. (X2),5
converge en loi vers X, donc EX? converge vers E((X3)?). Comme la va-
riance est 'espérance du carré moins le carré de 'espérance, la variance de
X} est la limite de Var X,, = nA/n(1 — \/n), soit A.

Solution B Soient (X,,),>1 une suite de variables de Bernoulli de parameétre
1/2. On pose S, = X7 + ... X,. Si 'on pose p(z) = x4, on a

n

E@(Son —n) = Y P(Sy, —n = k)p(k)

k=—n
= > P(Sy—n=k).0+> P(Sy, —n=k).k
k=—n k=1
L 2n
=) 27 k
kgl (n + k:)

—2n
= 2""u,
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On a E(Sy,) = 2n x % =n et Var Sy, = 2n Var X7 = n/2. Ainsi

/ SQ - 2n)
— 22nE S . — — 22n ]E n .
P52 = 1) ( v/ Var S, )

Soit Z suivant la loi normale N (0,1), d’aprées le théoréme central limite, la

suite %V;riEs(fm tend en loi vers Z.
Comme ¢ est continue, la suite Y,, = gp(%lf(;n)) converge en loi vers ¢(Z).
On a Y2 < % dot E(Y?) < (52%%(2"))2 = 1. (Y,) est bornée

dans L? donc équi-intégrable. Comme elle converge en loi vers ¢(Z), E(Y,,)
converge vers Ep(Z). On a

Ep(Z ze " dy

):\/12_77-/-%00

- 1 /M —12/2d
_MLI?OO\/% re T

- Mligloo 127r (1 B 6_M2/2) -

1
\ 2T

Uy, ~ 22"\ /n)2Bp(Z) = 22"t /n/T.

B.3 Solutions des exercices sur l’espérance

Finalement

conditionnelle

Solution IO 1. La condition est évidemment nécessaire d’apres la défi-
nition de l'espérance conditionnelle car {N = n} est o(NN)-mesurable
Si A est o(N)-mesurable, A s’écrit A = {N € B}, ou B est un bo-
rélien de R. notons que comme N est a valeurs dans N, on a presque
stirement 14 = Iynepnny. On a

X1y = X1inepnny

“+o0
= L Xliyon = 1 LnepX1in=p
nz:% €B {N=n} NEEOOZ €B {N=n}

Comme | 30 1,e5XT{n=p}| < X, avec le théoréme de convergence
dominée, on a E[X1,] = limy_, o0 3072 LnepE[X 1{y—y]. Les mémes
arguments donnent E[Y14] = limn_, 400 3120 L sE[Y 1n—py]. Comme
EX1{n=n}] = E[Y1{n=p], on a finalement E[X1,] = E[Y14], ce qui
donne le résultat voulu puisque Y est o(V)-mesurable.
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2. E(Uln=pny) = E(Xq+- -+ X)Iy=p) = E(X i+ -+ X,)E(Ly=y,) par
indépendance. On a donc E(Ul{n—n}) = nE(X;)E(1y=y) = E(X1)E(nly—y) =
E(X1)E(Niy=,) = E[E(X;)N1y_,], ou la derniere égalité est encore
obtenue par indépendance. Avec la premiere question, on en déduit
E(U|N) =E(X;)N =¢gN.

Solution M@ On a vu que E[U|T] = E[X;|T = ¢T'; on en déduit E[U] =
EE[U|T]) = E(¢qT) = qE[T] = q(5; — 1), car 1 + T suit un loi géométrique
de parametre p.

1 _
P

ET]l{U:k} o ank HP(U = k, N = n)
PU=k) YuixPU=kN=n)
Sazenp(1=p)"(1)d" (1 — g
Suzkp(L =) (7)ab (1 — g)n*

E[T|U = k] =

m avec r = (1 —p)(1 —q)
_ Ssk(n + 1)9(:”(2) - Yk + 1)(71;:) 1
Sk 2" (Z) 2in>k (k)x
PP DIEYS (36) LA
Snzt (1)

On fait une transformation d’Abel : on pose r,, = Z 2", ainsi que ¢, = (Zﬁ)
k>n

pour n > ket c, =0 pourn <k :

Alors
n+1
3 <]<; 1)1:” = ca(rn —Tnt1) = D Cun — > CaTns1
n>k + n>k n>k n>k
= Z CnTn — Z Cn—1Tnp = Z CpTpn — Z Cn—1Tn
n>k n>k+1 n>k n>k
- Z — Cp—1 rn
n>k

Pourn:konacn—cn,l:ck—ck,l:ckzlz(Z).Pourn>k,ona

_ (n+1) n _(n . _ oz T
Cp — Cp1 = (kz+1> <k+1) = (k) Par ailleurs r,, = = Finalement
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sk (1) 152
E[T|U = k] = (k + 1)2'“<’“n)1 -1
on>k (k)33"
k1 | k . x
C1l-z Cl—z 11—z
Finalement E[T|U] = -U + £ = &EU
Pour mettre a I’épreuve nos calculs, on va vérifier que E(E[T'|U]) = E(T).
On va vérifier que % = E[T] ou, de maniére équivalente z = EETT_ JIFEIU :
ET -EU (;—1)(1—q)
=1
ET + 1 C-1)+1
(L-1)(1-q)
- 1
p
=(1-p)(1-q)
Solution M2 1. I est clair que Q,, , est une mesure de probabilités (c’est

une application probabilité conditionnelle).

Par construction Q,,; est a support dans {0, 1}" 1. Soit (y1, ..., Ynis-1) €
{0,131 On pose A ={Xo =v1,... Xoip = Ynib_1}-

Par définition,

Ly, Yngv-1})
fnp(X1 =1)

_ :I]'1+y1+"’+yn+b71:n}
fnp (X1 = 1)[€2,]

1y1+~~~+yn+b_1:n—1}

(X1 = 1) Q]

me(A) _ Hn.,b

On a donc

= X 1 —n
n X = . n = Yntb— — Y1+ +Ynrp—1=n l} " d
Bl o ) b (X1 = 1)[ Q) e e

Lyt typspr=n—1}

|Qn71,b|

,Unfl,b({?/la e 7yn+b*1}) =

Ainsi, la loi de (Xy,... X,4) sous Q,; coincide, & un facteur pres,
avec fin—1p. Mais deux mesures de probabilités qui coincident a un
facteur pres sont égales.
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Par ailleurs, on obtient que p,,(X; = 1) = %
x — z'({1}) établit une bijection entre Q,;, et B,({1,...,n + b}),
done [Qnp| = |Ba({1, ..., n+b})| = L soit apres caleuls,

. L’application

nlb!
n
n X = 1 = ,
% ,b( 1 ) b
qui sera utile dans la suite.
2. Notons
U, :{0,1}" —{0,...,n — 1} U {400}
(zi)1<i<n —inf{i € {0,...,n — 1}; 2,01 = 0}.
On a

\Iln+b(X17 <. 7Xn+b) = ]1{X1=1}(1 + ‘Pn+b71<X27 cee 7Xn+b))7
d’ou
]Eun,b\lln-I—b(Xh cee 7Xn+b) = Mn,b(Xl = 1)Eﬂn,b<]‘+\pn+b—1(X2) e 7Xn+b)|X1 = 1)7

Cependant, posant f = 1+ U, 1 et découpant suivant les valeurs
prises par (Xa, ..., Xp4p), On vOit que

Eﬂn,b(f(XQa s 7Xn+b)|X1 == 1)

1
= m QZ Eﬂn,b(ﬂ{(xz ,,,,, Xn+b)=y}]]'{X1=1}f(y)
m, yelln_1p

= > Pu,(Xg..., Xow) =yl X1 =1)f(y)

yEanl.,b
= Z Qn,b((X27 cee 7Xn+b) = y)f(y)

yEanl,b
= > teu({yh)f(v)

yeQn—l,b

= Eun_l’b(l + \Ijn—&-b—l(Xla cee 7Xn+b—1))

Ce qui, posant u,, = E,, _,, et b étant fixé, nous donne la jolie récurrence
TL,

Uy, (1 + un—l)u

:n+b

Sin =0, ¥, = 1y est constante égale a 0, d’ou ug = 0, et on peut
, . _n
alors montrer par une récurrence simple que u,, = 1 pour tout n > 0.
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B.4

Solutions des exercices sur les martin-
gales

Solution 23 1. Posons F,, = o(Uy,...,U,). Par récurrence, on voit fa-
cilement que X, est mesurable par rapport a F,,. Ainsi E[X,,1|F,] =
E[U,41|Fa] + X2E[(1 — Uy11)|Fn]. D'un autre coté, U,y est indépen-
dant de F,,. On en déduit que

1+ X2
E[Xp1|A] = ElUnt1] + X2E[1 — U] = 5 2 X

La suite (X,,),>0 est bien une sous-martingale.

2. (a)

X4 1 est une combinaison convexe de X2 et 1. Ainsi, si X, est dans
0,1], X2 sera encore dans [0, 1], et par combinaison convexe, X,, 1
sera encore dans [0, 1]. Ainsi, pour a € [0, 1], la suite (X,,) sera a
valeurs dans [0, 1], donc bornée dans L'. Comme (X,,),>o est une
sous-martingale, le théoréme de Doob assure que (X,,) converge
presque stirement vers une variable X*.

E[X,11] = E[E[X, 11| F]] = ]E1+2X’%. Par convergence dominée (par

1), le membre de gauche converge vers E[X*] tandis que le membre

. 1 X* 2
de droite converge vers E% On a donc

1 X* 2
EX* = ]EL
2
Mais comme X* < w, on obtient que X* = w presque
stirement, d’ou X* = 1 presque stirement.
Solution 1. (a) On procede par récurrence sur n. Pour n = 1 et

i entre 1 et S, on a Byy; = 11 = By,. Or,on a1l < U; < d,
or Bi,..., By sont déterministes, donc Byy; = By, est o(U;) =
Fi-mesurable. Supposons le résultat acquis jusqu’au rang n — 1.
Comme Bgyiyn-1)s = 1y, il s’agit de montrer que T, est F,-
mesurable. Or T}, = Zii(ln_l)s 1{v, =k} Bi. Les variables By, ..., By
sont déterministes. Si on fait variertdela Setkdelan—1,d+
(k—1)S+1i prend toutes les valeurs entre d+1 et d+(n—2)S+5 =
d+(n—1)S Comme la suite des tribus (Fy)g>1 est croissante et que
des variables constantes sont mesurables par rapport a n’importe
quelle tribu, les variables By, ..., By (n—1)s sont JF,_i-mesurables,
donc en particulier F,,-mesurables. Comme pour tout k entre 1 et
d+(n—1)S, la variable 1y, —} est F,-mesurable, il s’ensuit que 7,
est F,-mesurable, ce qui montre la propriété d’hérédité recherchée.
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(b) Comme 1 = Y4419 L, 1=k}, On &

Vn+1 = Vn + SeTnJrl = Vn + SeBUn-H

d+nS
— Vn + S( Z ]]'{Un+1:k})6BUn+1
k=1

d+nS

= Vn + S( Z ]]‘{Un+1:k}eBUn+1)
k=1
d+nS

=Vu+S() Lw,,—-kes,)

k=1
En faisant le produit scalaire par e;, on obtient

d+nS
Vi =Va+S(). Lw,..—k}(eB,, i)

k=1
d+nsS

= VTZ + S( Z Il{Un+1=k}jl{Bk=i}
k=1

(c) Comme on I'a déja noté, pour k < d + nS, By est F,-mesurable.
On en déduit que V,, et donc V), est JF,-mesurable. On a donc
avec la question précédente

d+nS
E(Vé—&-l’fn) = an + 5 Z E(]l{UnJrl:k}]l{Bk:i}‘fn)
k=1
) d+nS
=V, +5 > E(w,,,=Lip=iy| Fn)
k=1
) d+nS
=Vo+S Y Lp=aB(lw,,=x|Fn)
=1

) d+nS
= an + S Z ﬂ{Bk:i}E(ﬂ'{Un+1:k})

k=1

ou la derniere inégalité vient du fait que U, est indépendant de
la tribu F,, = o(Uy,...,U,). On a donc

‘ . S dis
E(VaalFn) = Vo + Lipy=i}
+1 d+ Sn = k
) ) 1 )

" d+Sn " d-+ Sn "
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(d)

En divisant par d + S(n + 1), on obtient

E n+1 — n .
<d+5(n+1)|}—"> d+Sn’

comme dr’én est F,, mesurable et que (F,),>0 est une filtration,

Vi :
cela montre que (5% )n>0 est une F,-martingale.

Pour tout 4, la suite QX%)HZI est une martingale bornée (comme
0 < V! < d+ Sn, la martingale prend ses valeurs dans [0, 1]),
elle converge donc presque stirement. Comme ses composantes
convergent, la suite de vecteurs aléatoires (drﬁ)nzl converge presque
stirement.

_ Vi Vi
Soit n > 0. On a 17, ,—; = 5, d’'ou
E(lr,. -y | Fn) = B(- 2| F,) = —2—,
( {Tn+1—}| TL) ( S | n) d+Sn
d’aprés lc. En réintégrant, on a IP’(TnH‘ = 1) :‘]E(d}:’;n). Or,
(%)nzo est une martingale, donc E(dﬁ,n) = ]E(%) = 4 Ainsi,
pour tout n > 1, P(T), = i) = 4.

Les événement {U,, = k}, ou k varie de 1 & d + (n — 1)S forment
une partition de ’espace. On a donc

d+(n—1)S

Liry=ty,... Ta=tn} = Z Liry=ty,... To=t} LU=k}
k=1

d+(n—1)8
- Z :H-{T1=t1,...,Tn_1:tn_1,Bkztn}ﬂ-{UHZk}
k=1
Donc, comme {17 = t1,..., T4 = ty_1,Br = t,} € F,_1 et que
U, est indépendant de F,,, on a

d+(n—1)S
E(]]-{letl,...,Tn:tn}|‘F’I’L—1 = Z :H‘{T1=t1,...,Tn—1=tn—1,Bkztn}]P)(U" - k)
k=1
d+(n—1)S
= Z :I]'{letl,~~-»Tn71:tnfl}ﬂ'{Bk:tn}]P)(Un - k)
k=1
tn 1
I]-{letl7...7Tn—1:tn—1}vn_1m

dy, + Sa}™!
= Jl{letl,...,Tn_I:tn_ﬂm
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En réintégrant, on obtient

dy, + Say!
]P)(Tl == tl;- .. 7Tn = tn) == P(Tl = tl;- .. 7Tn71 - tnil)d:—(n——tln)‘s‘

Montrons la formule demandée par récurrence.

d . .
Comme P(Ty = t;) = =, la formule est vraie pour n = 1. Si elle
est vraie au rang n — 1, on a alors

P(Ty =ty,..., T, =t,)
T di(di 4+ S) . (ds 4 (af = 1)8) y dy, + Sap™!

dd+9S)...(d+ (n—2)S d+(n—1)S
TP didi+S) . (ds 4 (af = 1)8)
n d(d+S)...(d+ (n—1)5)

Pour i € {1,...,m}\{t,}, on a a? ™' = a2, donc

di(d; + S) ... (d; + (@ = 1)S) = di(d; + S) ... (d; + (a? — 1)5).

Pour I'unique i tel que i = t,,, a/'

(dtn —+ S&Z:l)

=a] — 1, donc

di(d; +S) ... (di + (a?™t = 1)) x (dy, + Saf™")
=di(d; + 5) ... (d; + (a* — 2)S) x (d; + S(a? — 1)),
ce qui donne
R(T; =T =) = B S
En divisant le numérateur et le dénominateur par S™, on obtient
™ (di)S)(di)S +1)...(d;/S + (a® — 1))

Pl =t,...T,=t,) = d/S)(d/S+1)...(d/S+(n—1))

L+l of en simplifiant les produits apparaissant,

I'(z)
on obtient (d;/S)(d;/S +1)...(d;/S + (al — 1)) = % et
(d/S)(d/S +1)...(d)S+ (n—1)) =TSt " qoy

En écrivant z =

I'(d/9)
_ o T/S) F TS +ap)
P(Tl_tl"“Tn_t")_F(d/s-i-n)i:l_[l F(di/s)

_ (T2, T'(ds/ S + af))/T(d/S + 1)
(T T /8))/T(d/S)

_ B(d/S +a)

-~ B(d/S)
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ce qui donne le résultat voulu compte tenu des résultats admis sur
les lois de Dirichlet.
(b) V,, —d = Z?*Zl‘fl ep; = Sp_y Y CByrnns = b=t Ser,, donc
VnS Zk 1 €Ty et
V,—d "
nS = (a1,...,am)) =P _er, = (a1,...,an))
k=1

> BT =th.....T =)
teA(a)

P(

ot A(a) est 'ensemble des applications de {1,...,n} dans {1,...,m}
prenant a; fois la valeur <. Or, d’aprés la question précédente
P(Ty = t,...,T,, = t,) = E([I2, V") pour tout t € A(a), On
en déduit

]P’(V”S_ (o am) = |A(0)|E (f[l Y) = <a1 m) HlY

(¢) Posons W, = Y24 D’apres le théoréme de transfert
E(exp(i(W,,u))) = Z P(W,, = a) exp(i{a, u))
ac{l,...,m}m
n m m
= Z ( >E[H Yaz] H 1aE UL
ac{l,.myn \@1 -+ 0m/ iy k=1
n s ag N ug\a
- ¥ | Jef e e
ac{l,myn \@ -5 Am/ 2y k=1
S SN R 11 G
ac{l,....m}m ar, » Am k=1

o "
—F Z }/}ein 7
j=1
ou la derniere égalité vient de la formule du multindéme.

(d) On commence par montrer que ” 4 — Y. D’aprés le théoréme
de Lévy, il suffit de montrer que pour tout u € R™,

EeXp(i<VnS;d7 u)) = pp(u/n) = (ZYe“W”)
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converge vers E exp(i(Y, u)). Or, pour tout w, le vecteur (Y3 (w), ..., Y (w))
est un vecteur de nombres positifs de somme 1 : on a donc

Y Ve < Y e =YY =1,
j=1

J=1 J=1

Z Y}eiuj/n
j=1

Comme 1 est intégrable, il suffit de montrer que si y; ..., y,, sont
des réels positifs de somme 1, la suite (7, yre™™/™)" converge
vers exp (Y pe tykuy) lorsque n tend vers l'infini. Le théoreme de
convergence dominée permettra alors de conclure. Si je pose z, =
S R/ et 2 = exp(X7 dypug/n), on a |z,| < let 2] <1,
donc |27 — 2/"| < n|z, — z.|. Cependant, pour tout k, on a e™+/" =
1+ i 4 O(), donc

<1

Zykem’“/" Zyk 1+Z*) +0(— )
k=1 k=1 n?

, 1
—1—|—n2ykuk —|—O( ) :Zn—i_O(E)

k=1

Ainsi |2]' — 2| < n|z,—z/| = O(1/n), ce qui donne la convergence
voulue. Ceci acheve la preuve analytique.

Alternativement, on peut considérer une suite (R,) de variables
aléatoires indépendantes de méme loi Y}, yid,,. D’apres la loi
faible des grands nombres, (Ry+- - -+R,,) /n converge en probabilité
vers E(Ry) = Y1, yrug. Elle converge donc en loi vers Y-3_; yrux,
donc la fonction caractéristique de (R; + -+ + R,)/n converge
vers la fonction caractéristique de la variable constante > _; yrus.
En particulier, il y a convergence au point 1, et il est aisé de de
constater que Q(g, 4.t rn)/m(1) = (7 yee™/™)", ce qui donne le
résultat voulu.

On sait donc que Yz-¢ — Y Comme d/(Sn) tend vers 0, le

lemme de Slutsky entraine que n =Y. Comme

S+d

1, le lemme de Slutsky entraine encore que 5 + y

Sn +d
stire entraine la convergence en loi, donc Sn v = W. D’apres la

question précédente, W a la méme loi que Y, a savoir la loi de
Dirichlet de parametre d/S.
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B.5 Solutions des exercices sur les complé-
ments

Solution B3 Comme les fermés engendrent la tribu borélienne B, il suffit
de montrer que 'image réciproque d’un fermé est dans F. Soit F un fermé. A
x fixé, x — d(z, F) est 1-lipschtzienne, donc continue : on a donc d(X, F) =
lim,, 1o d(X,, F'). Comme F est fermé, on a donc

{(X e F} ={d(X, F) = 0} = {d(X,,, F') = 0} = Npz1Unz1Mkon{d(Xi, F) < 1/p}.

Comme z — d(z, F) est continue, elle est borélienne ; par composition, I’ap-
plication w +— d(X,(w), F) est borélienne, et donc {d(X,,F) < 1/p} € F.
Comme on effectue ensuite des opérations d’union et d’intersection dénom-
brable, on reste dans F et {X € F} = X }(F) € F.

Solution B4 Fixons yy € Y et posons H(z) = Z(z,yo). L'application =
(z,90) est (R, B(R) — (R?, B(R?) mesurable et 'application (z,y) — Z(z,vy)
est (R?, B(R?) — (2, F)-mesurable, donc par composition, H est (R, B(R) —
(2, F) mesurable. Reste a voir que Z = H(X). Soit (z,y)*> € R?. On pose
u=Z(z,y). Comme {u} € F, Z7'({u}) € o0(X) car Z est o(X)-mesurable.
Or o(X) ={B xR; B € B(R)}, donc il existe B tel que Z~'({u}) = B x R.
Bien stir (x,y) € Z '({u}), donc x € B, ce qui entraine que (z,yy) €=
B xR =Z"1'{u}), dou Z(z,y9) = u= Z(x,y), soit H(X(z,y)) = Z(z,y).

Solution B3 1. Soit n € N. Pour k entre 0 et n, on a
P(X =k Y =n—k)
PX =klX+Y =n)= ’
X =MX+Y =n) == v =
B P(X =k) B P(X =k)
P X =0 Y=n—i}) SEPX=iY=n—1)
n—k n n— n n—
_ e_/\e—WI\TI!C (l:z—k)! _ (k) /\kﬂ g _ (k) )‘kﬁb b
P e D () DU B U D

- @ (Aiuy (Ah)

Comme X < X 4+ Y, les autres coefficients sont nuls : la loi de X
sachant X +Y = n est la loi binomiale B(n, ﬁ)

2. L’espérance du carré, c’est le carré de 'espérance plus la variance.
Pour une loi binomiale, ces quantités sont bien connues. On a donc

E[X2|X +V = n] = 2 2+nA7“
0\ My A+ p)?’
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AX +Y)) Al

B.6 Solutions des exercices corrigés sur les

inégalités
Solution 1.

ho.x)(i) = [{j € {1,....n}, 2o(j) < 2o}
= ’{]/ € {17 s ?n}’x]" < xU(i)H
= [h(2)](o(4))

2. On a {X ¢ 0,} C Ujyjcn{Xi = 75} Mais X; — X est la somme
de deux variables a densité : elle est a densité, donc sans atome : on
a donc P(X; — X;) = 0 d'ou P(X & 6,) = 0. Ainsi g, = h(X) est &
valeurs dans &,,. Comme 0.X a méme loi que X, 0, a méme loi que
h(0.X) = h(X) o 0. Ainsi, pour toute permutation o,

ce qui montre bien que toutes les permutations ont la méme masse.
3. Quitte a changer d’espace de probabilité, on peut supposer que o,
s’écrit o, = h(Xy,...,X,), ou Xy,..., X, sont des variables aléa-
toires indépendantes suivant la loi uniforme sur [0, 1]. On veut alors
appliquer le principe de Maurey a f = g o h. Soient (z1,...,x,)

et (z1,...,7,) tels que x; = 2} pour j # idp. Posons o = h(z)
et o' = h(z). On a zy-10) < ...Tp-1 et g0y < ...z S
Ti €]To1(a(ig)-1)s To—1(o(in)+1)[; On a simplement o = ¢’. Sinon, si

Tl < To-1(o(ig)-1), 0" est de la forme

1 i i+1 i+2 i+1 i+k+1
(0*1(1) oo oY@ oTMNi+k) oTMi+1) ... oTMNi+k—1) oTl(i+k+1)
soit
o1 = g1 1 ... ¢ 14+1 242 ... 141 i+k+1

n 1 ... ¢ a4k i4+1 ... 1+k—1 i+k+1

cest & dire 0/ = Y1144k 0 0. On en déduit que |f(z) — f(2')] =
lg(0) — g(0’)] £ M. Le cas ol T}, > Ty-1(s(ip)4+1) S€ traite de manicre
analogue. Il suffit alors d’appliquer ’hypothese sur g et le principe de
Maurey pour avoir le résultat voulu.
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4. On numérote les boules de 1 a n = b+, les boules rouges étant numé-
rotées de 1 a r. Ordonner de maniere aléatoire uniforme les n boules
et ne garder que les k premieres est la méme chose qu’en prendre £
sans remise. On pose donc g(o) = |o(1,...,k)N{L,...,r}. Ainsi g(o)

alaloide X.Onag(o) =%F, Lio(k)e(t,...r}, d'olt
k r kr
E[X]=E[g(o)] = ;P(a(lﬂ) e{l,....r}H) = ; e
g vérifie ’hypothese de la question précédente avec M = 1, d’ou le
résultat.
Solution A0 L. On a immédiatement X' = 37 1yy, =13 Comme

Njp est une somme de k variables de Bernoulli indépendantes de pa-
rametre 1/n, Ny, ~ B(k,1/n) et

k)1 1 k 1
E[liy, -] =P(Ny, =1) = —(1— )t =21 = )R
[Lin,,=13) = P(Nip = 1) <1>n( ) =)
et par linéarité, on a E[X}'] = n%(1 — L)k
2. 0na
1 1 1
1— )" =n'1-EX" <n Y1- ),
(1= ) =71 = JEXG) <07l (1= o
k 1\*
:maX0<k<Ln3/2Jn(1_n>

k
< MAX( < |p3/2) o eXp(—l/n)k

< sup zexp(—x)
TeR L
Comme log(1 —1/n)" = nlog(l —1/n) ~ n(—1/n) =1, on a classi-
quement lim, ,, (1 —1/n)" = e~!. D’autre part, une petite étude de
fonction montre que sup,cg, ¥ exp(—x) = exp(—1), donc par compa-
(1 —2)v, = 1/e, dou lim n~tv, = 1/e, soit

raison lim

n—-+00 n——+00

Up ~ T
3. Soit N tel que (1 —1/n)"*>1—¢/2et % <14e/2pourn>N.
On a alors pour n > N :

]P’(X*<n—5>

| /\

| /\
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D’autre part

P(X; 200 +2)) = B (UL X8 2 0l +2)})

|n3/2) % 1

<D P (Xn > n(g + s))
B

<), P (Xf,f > (v, + n€/2))
[n?/2]

<30, P (X 2 E[Xf]+ne/2)

En additionnant les deux majorations, on obtient 'inégalité voulue.

4. Posons, pour y € {1,...,n}*:

er(y) = UZ:; Lo 1,y

On a ainsi X? = o((Y;)1<i<k). Si y et ¢/ different au temps t < k
et seulement a ce moment la, mettons que la boule au temps t est
mise en ¢ dans la configuration y, alors qu’elle est mise au temps ¢ est
mise en i dans la configuration 1’'. Au temps k, seuls les effectifs des
effectifs des boites u = i et u = ¢’ differeront, donc la différence entre
©r(y) et vr(y') ne peut excéder deux unités. On peut donc appliquer
le principe de Maurey avec k; = 2. Avec le principe de Maurey, on a

B} ~ EIXE]| > /20) < 2050 (~ T

de sorte que pour k < n2, on a

2

P(|X* — E[X¥)| > ¢/2n) < 2exp(—§—2\/ﬁ).
Ainsi, finalement, on a

P(IX}nx —e™!| > &) < 2% exp(— V),
ce qui entraine que X" /n tend en probabilité vers e~ 1.

5. On a

{Nss2)0 > 2} C{VE > [n*?]; Nipu > 2}
C {Vk > [n*?|; 1, .1} = O},
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donc

Mo_y Nipsrz) > 2} C {Vk > [n*?]; X} = 0}
<U{X" =X}

En passant au complémentaire, on a I’inclusion
{Xn #* X:f} C UZ:l{NLn3/2j,p < 2},
6. On a alors

P(X™ # XT) < nP(Nipsz) 1 < 2)
= nB(|n*?],1/n)({0;1})
=n((1—1/n)"" + [n*2](1/n)(1 — 1/n)""I7)
< n(|n*?] +1)(1 — 1/n)l"*"
< Kn®?(1 — l/n)"g/2 < Kn®? exp(—y/n)

Comme pour tout € > 0,
P(|X"/n—1/e| >¢) <P(|X]}/n—1/e| > ¢e) + P(X" # X)),

et que les deux termes de la somme de droite ont une limite nulle
quand n tend vers l'infini, | X™/n tend en probabilité vers 1/e.

7.0na0< X"/n<1. Pxn, tend en loi vers d; . et est équi-intégrable
car bornée dans L, donc la suite des moments converge vers 1/e

8. Pour se ramener au probleme précédent, il suffit de considérer que
chaque numéro tiré est le numéro d’une pilule. Si on tire un numéro
d’une pilule pas completement mangée, on en mange la moitié, sinon
I’essai est en échec et on retire un numéro jusqu’a atteindre un numéro
correspondant a une pilule pas complétement mangée ou qu’il n’y ait
plus de pilule. On a donc le résultat voulu avec K = 1/e.

B.7 Solutions des exercices sur les statistiques
exhaustives

Solution @4 1. D’apres le théoreme de factorisation de Neyman, Py a
une densité fp par rapport a m. Pour ¢ mesurable bornée, on a alors
Eo(o(Z2)) = [@(Z) fo(T) dm. Comme Z et S sont indépendantes sous
m

Eo(p(2)) = En[o(2) f6(5)] = Emle(Z)]Em[fo(S5)]
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En prenant ¢ = 1, on trouve E,,[fp(S)] = 1, d’ou

Eo(p(2)) = Em[p(2)]

La loi de Z sous Py est donc sa loi sous m, qui ne dépend pas de 0 :
Z est libre.

2. Soit ¢ mesurable bornée. Comme 7Z est libre, il existe une constante
c(p) telle que Ep(¢(Z)) = c(p) pour tout § € ©. Comme S est ex-
haustive, Eg(¢(Z)]S) est une fonction ¥(S) avec ¢ indépendante de
6. L’application 1(S) — ¢(p) est o(S)-mesurable et d’espérance nulle
sous tout Py. Comme S est complete, 1/(S) —c(¢) est nulle. On a donc
Eo((Z)]S) = (), ce qui signifie que Z et S sont indépendantes sous
Py. En effet pour tout g,

[
= Ey[g(S)Eq[p(Z)]S5]]
= Ey[g(S)c(p)]
= c(p)Eo[g(S)] = Eg(0(Z))Eg[g(5)]

B.8 Solution des exercices sur l’information
de Fisher

Solution Les lois considérées ont toutes le méme support [1, +oc[. Un
calcul simple donne W,, = i —logx. On a donc

2
I= a (;—log:v> d\(z)

[1,400[ 1

1
= ae” (= —u)? du
[0,400[ 07

On reconnait la variance de la loi exponentielle de parameétre « : ¢’est é

Z(a) = + est C" sur |0, +00], donc le modele vérifie les bonnes conditions :

on a donc E,[W,] = 0. Comme W, = é — log X, on constate bien que T est
un estimateur sans biais de 1/av.

Var, T = E,(E — E,[T])? = E,(W?) = Z(«). On note que Var,T = a2 =
g%((z); : on a égalité dans I'inégalité de Cramer-Rao. La densité f,(z) =
s’écrit aussi ¢ exp(—alog X) : on a un modele exponentiel, et on retrouve le
résultat du cours.
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Si f est un estimateur sans biais de «, on a pour tout «

1
/[1,+oo[ xaﬂf(z) d\(z) = a,

801t [l oo €~ f(€")dA(u) = a, ou encore

/ ae " f(e")dN\(u) = 1.
[0,400[

Posons g(u) = f(e"). Fixons o > 0. Pour tout o €]y, +00], on a a%e*"‘“g(u) =

—ue “g(u), d’ou
0 2
|%€_au| < ue”*g(u) < ;06_%/2”9(“)
Comme cette fonction est intégrable, on obtient sur Jag, +00] :

a —au
0&11_/[0,+m[au6 g(u)dA(u).

Comme |ag peut étre pris aussi petit que 'on veut, 'identité est encore vraie

sur |0, +-00[. Posons A = [0, +oo[zfi(z)e * dr.Ona A = [|0,+oo[zf_(x)e " dz,
donc P, = %x fre "X et Py = %x f_e ™ sont deux mesures de probabilités

sur R, . Elles ont la méme transformée de Laplace, donc f, = f_ et f = 0.
Contradiction.

Solution BT 1. C’est un calcul classique :
+oo
EX;(X;—1)= Z k(k—1)P(X =k)
k=0

+00 400 7}\)\k
= kZ:;k(k —1)P(X = k) = kZ:;k(k —De s

A\ 2+oo )‘k_Q A2 A 2
=e )\kz::Q(k_2)!:e et = A

Comme les X; ont méme loi, le résultat s’ensuit par linéarité.

2. La densité de P(\) par rapport a la mesure de comptage est n —
e = e Lexp((logA\)n) : la famille (P(A))rso est une famille
exponentielle et X est la statistique naturelle associée. Ainsi X; +
--+ 4+ Xy est la statistique naturelle associée au modele exponentiel
(P(A\)®%)ys0. Comme log(]0, +00[) = R est d’intérieur non-vide, la

statistique est complete.
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3. Laloi de Sy sous IP, est la loi de X7 sous Py : on a donc EySy(S;—1) =
EpnX1(X; —1) = (d)\)?, d’ott on déduit que % est un estimateur
sans biais de A?. Mais % est 0(S4) mesurable et S; est une
statistique exhaustive complete, donc d’apres le théoréme de Lehman-
Scheffé, % est le meilleur estimateur quadratique de \2.

4. E,étant un estimateur sans biais de A\? et S; une statistique exhaustive
complete, amélioration de Ey : Ey\[Ey4]S,] coincide a(vec l)e meilleur

S4(Sa—1
d2

estimateur quadratique de A% On a Ey[E,|Sq = , d’ott on

déduit aisément la formule voulue.

5. L’information de Fisher du modele a été calculée précédemment : ¢’est
4. Avec la fonction g(\) = A2, la borne de Cramer-Rao est
(g'(V)? (207 4X°
N d/N d

D’autre part

-1 1
VarA Sd('s;cll2) = @V&I‘)\ Sd(Sd - 1)
1

= @V&I‘n)\ Xl(Xl — 1)

On a déja vu que ExX;(X; — 1) = A2 On a aussi les identités
ExX,(X) — 1)(X; —2) = A et By X1 (X — 1)(X; — 2)(X; — 3) = A%,
On décompose alors X?(X — 1)? sur cette base :

XX -1 =X(X-2+2)(X -1)(X —3+2)

= X(X - 1)(X —2)(X = 3) +2X(X - 1)(X - 3)
+2X(X —1)(X —2) +4X(X - 1)

= X(X - 1)(X —2)(X - 3)
+2X(X —1)(X —2) —2X(X — 1)
+2X(X —1)(X —2) +4X(X - 1)

= X(X - 1)(X —2)(X —3)
+4X(X - 1)(X —2)+2X(X - 1)

D’ou ]EAXQ(X — 1)2 = M +4)\34+2)\? et Var), X2(X— 1)2 = 4)\34+2)\2.
On a finalement

Si(Sy—1) 1 MNP 2(dN)? NP N2
A T = @Varn/\ Xl(Xl—l) = d4 = 43‘{‘2?,

qui dépasse la borne de Cramer-Rao : I'estimateur n’est pas efficace.

Var
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B.9 Solutions des exercices sur les processus

Solution 1. La loi du vecteur (Ily,...,II,) étant discrete, tout en-
semble o(Ily, ..., II,)-mesurable peut s’écrire (& un négligeable pres)

comme réunion dénombrable disjointe d’événements de la forme
A= {HQZ.To,...,Hn:ZL’n}.

Ainsi, avec le principe de partition, il suffit de démontrer 1'égalité
lorsque A s’écrit A = {Ily = zy,...,1l, = z,}, avec (zg...,z,) €
D" Sii # 2, les deux membres de I’égalité voulue sont nuls : il n’y
a rien & démontrer. On doit donc montrer que pour tout B € B(RY),
on a

P#(HQ = Xg, ... 7Hn = Ty, Q_H(B)) = PH(HO = Zo, .- ,Hn = ZEn)Pwn(B)

Bien str, si P*(Ily = zo,...,II, = x,) = 0, il n’y a encore rien a
) 0 0y y Hin n )

démontrer puisque les deux membres sont nuls. Soit C ’ensemble des

événements qui s’écrivent

B:{H0:y07"'7nk:yk}

pour un certain k : il est aisé de constater que les mesures de probabi-
lité B — PH(0~(B)|I1y = zo, ..., I, = x,) et B — P*(B) coincident
sur C. Comme C est un 7-systeme qui engendre la tribu B(RY), ces
deux probabilités sont égales, ce qui donne le résultat voulu.

2. Ici encore, il est aisé de constater que P* et > cp u(i)P* sont deux
mesures de probabilité qui coincident sur C.

3. On a
PH(01(B)) = > P'(Il =4,07'(B))

= > PH(II, = i)P'(B))

€D

= >_ u(i)P'(B))

= P(B))

Solution BA Considérons I’ application

¢:RY — RN
((@n)nzo) = ((0" 0 x))
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Comme 6 est mesurable de (RN, B(RY)) dans lui méme et ¢ (RY, B(RY)) —
(R, B(R)) mesurable, pour tout n p(6™"o X) est bien (RN, B(RY)) — (R, B(R))
mesurable, et donc 1) est bien mesurable de (RY, B(RY)) dans lui méme. Ainsi
Y = 4(X). On peut noter que ¢ 0§ = 6 o 1p. Ainsi

lP’y(Q‘l(A))Z]P’( HO7H(A)

P((00Y) " (A))

P((0 00 X)(A))

(oo X)"'(A))

(X7HO (v™H(A))
x(071(¥H(A))

x(VTHA) =P(X (¥ (4))
(Yo X)~ 1(A))

(Y7H(A)) =Py (4)

Solution 1. 11 suffit de montrer que pour tout n, (Xi,..., X,) et
(Xo,...,Xpns1) ont méme loi. Or si on consideére la permutation cy-
clique de S;,41 : 0 = (1 2...n+ 1), lhypothese d’échangeabilité en-
traine que (X1, ..., Xy, Xp1) améme loi que (Xo(y, - - ., Xom), Xomt1) =
(Xa,...,Xnt1,X1). Par projection sur les n premieres composantes,
(X1,...,Xp) et (Xo,..., X,11) ont méme loi.

Remarque : alternativement, on peut remarquer que échangeable —-
réversible = stationnaire.

'ﬁ'ﬁ'ﬁ'ﬁ'ﬁ'ﬁ

2. Par biléarité et symétrie
VarS, => VarX;+2 Y  Covar(X;, X;).
k=1 1<i<j<n

Par stationnarité, Var X;, = Var X; pour tout k. Pour 1 <i < j <n,
considérons la permutation de S, : 0 = (1 i)o(2 j). Par projection,
les vecteurs (X1, Xs) et (Xo), Xo2)) = (Xi, X;) ont méme loi, donc
Covar(Xy, Xs) = Covar(X;, X;), d'ou

VarsS,, = nVar X; +n(n — 1) Covar(Xy, X5)
En divisant par n?, on a
0 < (Var S,)/n* = (Var X;) + (n — 1) /n Covar(X1, X3).

En faisant tendre n vers l'infini, on obtient 0 < Covar(X;, Xy) =
Covar(X;, X;) : les X; sont positivement corrélés.
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3. Soit (X,),>1 un processus gaussien échangeable. D’apres ce qui pré-
cede, il existe m tel que E(X;) = m pour tout 7 (stationnarité), o* > 0
tel que Var X; = o2 pour tout 4, et ¢ tel que Covar(X;, X;) = ¢ pour
i # j. Evidemment ¢ = Covar(Xy, X») < y/Var X Var X, = 0% Ré-
ciproquement, supposons que nous sont donnés des réels m,o? > 0
et ¢ avec ¢ < 2. Soient a, b réels, (Y;);>o un bruit blanc. Si 'on pose
X; = m+aYy+0bY;, (X;)i>1 est un processus gaussien. On a E(X;) =m
et Var X; = a? Var Y, + b? Var Y; = a® + b?, tandis que pour i # j

Covar(X;, X;) = Covar(aYy + bY;, aYy + bY;)
= a* Var Yy + ab(Covar(Xy, X;) + Covar(Xy, X;)) + b* Covar(Y;, Y;)

=a’VarYy = a?

Ainsi, si on prend a = /c et b = Vo2 — ¢, le processus (X;);>1 aura
bien la fonction d’espérance et la famille des covariances espérées.
Comme la fonction d’espérance et la famille des covariances caracté-
risent les processus gaussiens, on a construit le processus voulu.

4. Traitons d’abord le cas ou le processus est construit, comme précé-
demment, a partir d’un bruit blanc : X; = m+aY,+ 0Y;. Dans ce cas,
la loi forte des grands nombres entraine que %(X 1+ ... X,) converge
presque stirement vers Z = aYy. Sia = 0, il n’y a rien a démontrer car
les X; sont alors indépendants. Soit ¢, ..., ¢, des fonctions bornées.

Comme Z est indépendant de Y7,...,Y,

E(p1(X1)pa(Xa) ... on(Xn)|Z) = E(p1(Z + bY1)p2(Z + bY3) ... o (Z + bY,)|Z)
=(Z),

U(2) = E(pr(z 4 0Y1)p2(z +bY2) . on(z + BY7))

i=1

De maniere similaire, on montre que E(p;(X;)|2) = 1;(Z), avec 1;(z) =
E(pi(z+ bY71)). Ainsi

Elon(X)g2(X2) - pul(X)|Z) = H E(pi(X,)|2),

ce qui donne l'indépendance voulue.
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Passons au cas général. On peut toujours définir Z = lim+ (X4

X,,). On veut montrer que sachant Z les X; sont mdependants, autre-
ment dit, pour tout n, la loi conditionnelle de (X, ..., X,) sachant Z
est une loi produit. Or, la loi conditionnelle de (X, ..., X,,) sachant
Z est completement déterminée par la loi de (X, ..., X, Z), qui elle-
méme est completement déterminée par la loi du processus (X,)n>1,
puisque c’est la loi image de Px par w + (wy, . .., wy,, im(wi+. .. wi) /k).
Comme on peut toujours construire un processus X/ sous la forme
X! =m+ aYy + bY; avec Px = Px/, le résultat s’ensuit.

Solution 57 1. Pour tout y = (y1,...,yn) € B(x), il existe i tel que
Yn—1 = ;. Cet entier ¢ est unique, car s’il existait deux tels entiers
t et 7, on aurait x; = x;,1, ce qui est impossible car z est propre.
Notons le i(y). On peut alors poser B;(z) = {y € B(x);i(y) =i}. On

a évidemment
n

= |Bi(z

=1

Or 'application y + (y1, ..., y,—1) réalise une bijection de B;(x) dans
B(#;), d’ou la formule voulue.

2. On va procéder par récurrence sur n. Si n = 0, chaque terme de la
somme de gauche est égale 1 et le second membre vaut by(q) B(&) = ¢ :
I'identité est vérifiée. Supposons la propriété acquise au rang n et
montrons la au rang n + 1 Si z n’est pas un mot propre, l'identité est
évidente car les deux termes sont nuls. Sinon, on peut remarquer que

D BEal =32 o o IB(ra)
Y ((ij |B(ii.a)|> + B@))
= _Z B+ e (2; |B(% ) (¢ —1)B(x)
= —|B(z) |+an @) B(#:)] + (¢ — 1)[ B(2)]
= (bn-1(q) + ¢ = 2)[B(x)| = bu(q)|B(x)],

ce qui montre I'hérédité.

3. Tous les mots a n + 1 lettres s’écrivent x.a, ou x est un mot de n
lettre et @ € {1,...,q}. Ainsi, les B(x.a) forment une partition de
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I’ensemble des immeubles propres de hauteur n+ 1 : on a

S(n+1,q) = er{l 77777

= Zm{l ,,,,, 4 0n (@) B(2)]
= b,(q)S(n,q)

4. m, est une mesure positive. On a

m({1,...,q}") = er{l ..... q}nwn(x)

-----

ce qui donne le résultat

5. On a
(@ m) b x AL gD =3 e ({( o a,a))
=2 et sﬁg ;mq)
= TS St B
b, (q)| B(x)|

bu(q)S(n, q)
= ﬂn({(l‘l, . wrn)})

11 suffit alors d’appliquer le théoreme d’extension de Kolmogorov.

6. Si on note x = (x1,...,2,) et T = (z,,...,x1), application y =
(Y1, -+ Yn) = (U1, - .., Un) réalise une bijection entre B(z) et B(Z), ce
qui entraine immeédiatement le résultat voulu.

7. Soientn > letx € {1,...,¢q}". En appliquant deux fois la réversibilité
puis le principe de partition, on a

Pq(lexl,...,Hn:xn):P (H1:$n,...,Hn:$1)

s}

I
M=

]P)q(Hl = Tpy--- 7Hn = $1,Hn+1 = a)
1

S
I

I
M=

2
I

—

q Wgle,...,ﬂn:xl,HnH :.’L'n),

ce qui donne l'invariance par le décalage.

]P)q(Hl =,y = T1,y... 7Hn = $1,Hn+1 = l’n)
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On va construire ¢, , par récurrence sur n + p. Pour n +p = 0,
il est facile de voir que la formule est vérifiée avec coo = ¢ = 4.
Ensuite, on a

q

> |B(z.ay)| = Za#xn’a¢y1|B(x.a.y)|

a=1
n D
- Za#xma#yl (Z |B(#;.a.y)| + B(z.y) + > |B(xagjl)|>
i=1 i=1
n p
=D s, 2 1B@Eay)+3 > |B(z.aj)
i=1 i=1
+(¢ =2+ L{g,=p}) B(z.y)
On a alors

Za#n SO |B(Eiay)| = = |B(&ixny)| + Zae{l 7777
i=1

i=1 =1
= —B(x.y) +>_ cn-1,|B(:)|.1B(y)|
i=1

= —B(z.y) + cu_1,|B(x)]| B(y)]

En effet, dans la premiere somme, seul le terme pour ¢ = n est
non-nul. La deuxiéme somme est identifiée par I’hypothese de ré-
currence.
De méme

p
D sy, 2o 1B(w.a-4i)] = =B(z.y) + capa|B(x)]|B(y),
i=1
d’ou

Xq: |B(z.a.y)| = (en1p + np-1)| B)[[By)] + (¢ = 4+ Liz,=y}) | B(z-9)]|

a=1
= (cn-1p + Cnp-1)|B@)| | BW)| + Lzn=y} | B(z.y)]
= (Cn—l,p + Cn,p—1)|B($)|'|B(y)|a

ce qui donne le résultat voulu en posant ¢, , = cp—1p + Cpp-1.

En sommant 'identité précédente sur tous les (z,y) € {1,...,¢}"?,
ona S(n+p+1,4) = ¢,,5(n,4)S(p,4). En divisant I'identité de la
question précédente par les deux membres de la nouvelle identité,
on a

|B(z.a.y)] —_ |B(x)| |BW)

Sn+p+1,4)  S(n,4) S(p,4)’

S
I
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, S0it

q
Z ]P)q(ﬂ_l =T1,Tn = Tn, Tptl = @, Tp42 = Y15+ -+ Tpgp+1l = yp)
a=1

= ]P)q(Hl = T1y-.. 7Hn = an)]P)q(Hl =Y, .- ,Hn = yp)a
soit enfin en utilisant une partition et la stationnarité :

P, (71 = &1, Tp, = Ty T2 = Yo -+ s Tpt1 = Yp)

= ]P)q(Hl = T1,... ,Hn = In)Pq(Hn+2 =Y, .- 7Hn+p+1 = yp)

B.10 Solutions des exercices sur les chalnes
de Markov

Solution On choisit comme espace d’états 'ensemble F = {*[J, %6, 66 }.
(Il faut penser que * représente un chiffre quelconque, O un chiffre différent

de 6.)
On a le graphe de transition probabiliste suivant :

3
6

Je note x = (z,,),>0 une suite possible d’éléments de F, et
T(z) = inf{n > 0;z, = 66'}.
Il est facile de voir que si xy =' 66', alors T'(x) = 0, sinon
T(x)=1+T(0x),
ou Az est la suite obtenue par décalage :
VYn >0 (0x), = xpe1.

Jusquici il n’y a pas de probabilités. Notons maintenant X = (Xi)i>o0 la

suite des états obtenus, et P’ (resp. E') la probabilité (I’espérance) sachant

que le systéme part de I'état i (Xo = 1) et posons z; = E[T(X)]. Evidemment
xg6 = 0 et pour ¢ # 66, on a
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z; = E'[1 + T(0X)]
=1+ E'[T(0X))]
=1+E[D 1x,-;T(0X)]

jEE
— 14 Y By, -, T(0X)]
JjEE
Maintenant la propriété de Markov dit que pour toute fonction F' de la
trajectoire, on a

E'[Lx,; F(0X)] = P'(X, = j)E[F(X)].
J'obtiens alors le systeme
Teg — 0

Tee = 1+ 50 + G Vo6

5 1
Ty = 1+ 61‘*[! + éx*ﬁ

On résoud et on trouve z,.0 = 42 et x.5 = 36.
Le probléme initial pouvant étre représenté avec un départ en *L1, le
nombre moyen de lancers nécessaires est donc x,n = 42.

Solution B7 Comme la chaine est irréductible et que le complémentaire de
A est non-vide, pour tout x € A, il existe n, tel que P,(X,,, & A) > 0.

Ainsi @ = min{P,(X,, € A);x € A} > 0 et, comme A est fini, n =
max{n,;x € A} < +oo. Pour tout x € A, on a P*(T' < n) > P*(X,, & A) >
a. Maissiz € A, on a P*(T <n) >P*(T =0) =1> «a, donc finalement

Vee S PYT <n)>a.
Posons uy = P*(Vi < nk, X; € A). Avec la propriété de Markov, on a

P*(Vi < n(k+1),X; € A|X,) = P*(Vi < nk, X; € A)P* (Vi <n, X; € A)
<PY(Vi <nk,X; € A)(1 — ),

d’ott en réintégrant ugy 1 < (1 — a)ug, et, par récurrence uy < (1 —a)*. Ainsi
P*(1 = +o00) < P?(7 > kn) < (1 — )", donc en faisant tendre k vers l'infini,
P*(7 = +00) = 0. Mais en fait, on a un peu plus,

P*(r > k) < P*(1 > nlk/n]) < (1 — )"/ < (1 —a)k™,

donc la variable aléatoire 7 a une queue sous-exponentielle.
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Solution De trois choses 'une :
— Si XO = O, alors (X(),Xl,X2> = (O 0) et (
— Si X =1, alors (Xo, X1, Xs) = (1,1,1) et (Yo, Y1, Y5
— Si Xg = 2, alors (X, X1, X3) = (2,0,0) et
En particulier P(Yp = 1,Y; =0) > P(X, = 2) > 0, donc P(Y; =0[Yp = 1) >
0. De méme P(Y; =0,Y2 =0) > P(Xy, = 1) > 0, donc P(Y; =0|Y; = 0) > 0.
Si (Yn)n>o0 était une chaine de Markov, on aurait P(Yy = 1,¥; =0,Y> =0
P(Yy = 1,Y; = 0)P(Ys = 0]Y; = 0) > 0. Or P(Yy = 1,Y; = 0,Y; = 0) = 0,
donc (Y,,)n>0 n’est pas une chaine de Markov.

~—

Solution Soient z et 2z’ dans F. Comme 1) est surjective, il existe zy €
E 9(x9) = z. On pose alors ¢... = P*(y)(X;) = 2’). D’apres I'hypothese
particuliere faite sur f, on a ¢, = P*(¢(X;) = 2/) pour tout x € E tel que
(x) = z. D’apres la propriété de Markov, on a pour tout n,

]P)(Yn == Z/’XQ, c. )Xn—l) = P(Xn € ¢_1(Z/)‘X0, e ;Xn—l)

= PR (X € 0())

= B (y(X) = 7)

= Qy(Xn—_1),2" — 4Y,_1,2
Comme o(Yp,...Y,_1) est une sous-tribu de o(Xy, ... X,,_1), on obtient que
P(Y, = 2'|Yy,...,Yn1) = qv, , ., ce qui montre que (Y},),>0 est une chaine
de Markov de matrice de passage q.

Si la chaine (X,,) est invariante, soit (X,,) une chaine partant sous la loi

invariante. On a P(Y; € A) = P(X; € v HA)) =P(Xo € v H(A)) =P(Y, €
A), donc (Y;,) est invariante, et la loi de Yj est la loi image de Px, par .

Solution Bl Quitte a échanger a et b, avec Bezout il existe u et v positifs
avec au — bv = 1.

nu  nu au — bv n
b a " ab ab = 7’

donc il existe p entier avec %5* > p > =*. On a alors I'écriture

a(nu — bp) + b(ap — nv) = n.

B.11 Solutions des exercices sur la récurrence
et les mesures invariantes

Solution BA On peut aller en un coup de 3 vers 2, de 2 vers 1, de 1 vers 3 :
la chaine est donc irréductible. Par ailleurs on peut aller en un coup de 1 vers
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1, donc la chaine est apériodique : il y a donc une unique mesure invariante,

1 1
qui est donnée par u(y) = H?El[[];f}]. Sous P!, on a Ny = 1, Ny = Lyx, 213,
N3 = Lix,=3 et Ty = Xj, ce qui nous donne E'[N'] = 1, E'[N?] = 2/3,

BN = 1/3, [E[T}] = 2 puis ju(1) = 3. u(2) = 3. u(3) = .

Solution B7 Soit P = (p; ;) la matrice de la chaine. Comme i — j, il existe

n entier naturel tel que p;’}) > (. Comme la mesure est invariante, on a

u(j) = PH(X, = §) 2 PH(Xo = i, X = 5) = p(i)pl3) > 0.

Solution 1. La quantité > s pi;|f(j)| est toujours bien définie,
éventuellement infinie. C’est U'intégrale de la fonction j — |f(7)| par
rapport a la mesure de probabilité qui affecte la valeur p; ; au point

j. On a donc

(Zpi,j’f(j”) <> pislf I,

JjeS JjeS

p(2) (sz‘,j|f(j)|) < > pign()f ()1

jes jes
et en sommant

> u(i) (Zpi,jlf(jﬂ) <22 pigp@fG)P,

ies jeSs i€S jes

D’apres le théoreme de Tonelli des séries,

Zgzgpi,ju(j”f(j)’Q = Zq (2;101-,3'#(2')) FG)I* = zgu(j)!f(j)IQ = |13, < +oc.
En particulier, pour tout i € S, on a (i) (ZjeSpi,j‘f(j)DQ < +o0.

Si pu(i) > 0, cela entraine que la série de terme général (p;;f(J));
converge absolument, donc converge, ce qui montre que (Pf)(i) est

2
bien défini. On a bien str [(Pf)(i)]? < (Zjespi7j|f(j)|) , d’oil en
combinant avec les inégalités ci-dessus : [|[P(f)|l5,, < [fII5,.-

2. Pour tout j € S, on a
> pli)pig = 3 n(G)pian(i) Do p()n()-1 = n(j),
i€S i€S i€S
donc P laisse p invariante. De méme, pour tout j € S, on a

S u@)agig =Y p()pjan(d) D pu(d)p(i)-1 = p(j)

€S 1€S €S
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et () laisse p invariante. D’apres la question précédente, Pf et Pg sont
des éléments de ¢*(p1). Comme le produit de deux éléments de ¢2(u)
est dans ¢*(u), les intégrales considérées sont bien définies.

(f.9) = [ F@)Pg(a) du(a)

est une forme bilinéaire sur ¢%(;1). C’est aussi une forme continue car,
d’apres Cauchy-Schwarz,

I/f(l’)Pg(l’) dp(@)| < [ fll2ull Pllan < 1 ll2llgll2,0-

Il en est de méme pour (f,g) — [g(z)Qf(x) du(x). Ainsi, 'ensemble
des (f,g) € (*(p) x £3(u) tels que

[ 1@)Pg(a) du(x) = [ Qf(w)g

est un fermé de ¢%(j1) x £2(1) muni de la topologie produit. Si on trouve
une partie D de £2(p) telle que

VigeD [ f@)Py@) du@) = [Qf()g

on aura gagné car lidentité se prolongera alors A D x D = D x D =
(2(p) x 2 (p).
On a Pd;(x) = Yics Ps,i0; () = psj, ce qui nous donne

/51'(93)P5j = > 0i(x)ps i) = piju(i).

z€eS

De méme Q6;(z) = q.; et

[ 65@)Qo(@) dulw) = X 05(@)guan(x) = aja(5):
TE€S
Or par hypothese p(i)p; ; = p(j)g;qi, donc I'équation est vérifiée pour
f et g de la forme (9;);cs. Par bi-linéarité, elle est encore vérifiée si f
et g sont dans I’ensemble D des suites a support fini. Or cet ensemble
est dense dans £?(y), ce qui donne le résultat voulu.
3. Soit 7 € S. '
— Si p(j) > 0, on doit nécessairement avoir ¢;; = Z ((;)) Dij

— si u(j) = 0, comme p est invariante, on a p(j) = > p(k )p;” >
w(@)p; j, donc p(i)p;; = 0 pour tout 4, ce qui fait que pour n’im-
porte quel choix de g;;, on aura pu(i )p” =0=pu(j)g,-
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Ce dernier cas ne peut se produire si la chaine est irréductible, car alors
1 charge tous les points : il y a donc unicité de I'éventuelle solution.
On fait ici le choix de poser g;; = 6, ; si u(j) = 0. Il reste a voir qu'un
candidat ainsi construit nous donne bien une matrice markovienne.
Bien stir, les coefficients sont tous positifs. Posons S(j) = > ics ¢j.i- Si

(i) =0, p(j) = 1. Sinon,

S(j)ZZM<i> i Zu i)pi.j-

ics w7 G ) ics

Mais comme g est invariante, Y ;cq p(i)pi; = p(j), d’ou S(j) =
() = (¢i;) est bien une matrice markovienne.

. Quelles que soient les fonctions mesurables f et g, on a

E[f(Xk)g(Xk41)] = E[f (X)) Pg(X})]

—/ r) d\(x)

_/ Qf(x)g(x) d\(x)
:E[Qf(Xk—i-l) (Xk+1)]

Ce qui entraine E[f(Xy)|Xgt1] = Qf (Xky1). Soit n > gek. D’apres le
lemme de Doob, il existe une fonction F telle que E[f(Xg)| Xit1, - - -, Xu)
F(Xki1,...,Xn). Montrons que F' ne dépend que de sa premiere
coordonnée. Quitte a changer d’espace de probabilité, on peut sup-
poser que (X,,) est construite par une dynamique aléatoire X, 11 =
frnr1(X5), ot Xy suit laloi p et (f,,),>1 une suite de fonctions aléatoires
indépendantes, indépendantes de Xy. Comme (fxi2,..., fn) est indé-

pendant de (f(Xk), Xk+1>, on a]E[f(Xk)|Xk+1] = ]E[f(Xk>|Xk-+17 fk:+27 Ce

Mais o(Xyi1, frvo, -y fn) = 0(Xgs1, Xkao2, - .., Xp), donc on obtient
Elf(Xe) [ Xki1, .- Xa] = E[f(Xp)|[ Xpa] = QF (Xiy1)-

Si pour 0 < k < n, on pose Z; = X,,_, on a donc
Elf (Zis)| Zs - Zg) = QF(Z}),

ce qui montre que (Z},)o<k<n) est une chaine de Markov qui a le méme
opérateur de transition que (X),),>o. Comme la loi initiale est la méme,
on a l'égalité en loi entre (Z],...Z)) et (X{, X],..., X)), soit donc
entre (X, Xp—1, Xo) et (X, X{,..., X)).

Si P = (@, le systeme est alors réversible : on retrouve le fait que pour
une mesure initiale réversible, (X, X,,—1, Xo) et (X{, X7, ..., X)) ont
meéme loi.

s ful-
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5. D’apres la question 3., on peut toujours construire une matrice mar-
kovienne conjuguée a P. La question 4. donne alors le résultat voulu.

Solution 1. Notons F,,, = o(Xo,...,X,n). T™ prend a priori ses
valeurs dans N* U {+o0}. Pour tout entier k£ > 1, on a

k—1
(T =k} = {3 14(Xy) =m — 1, X, € A} € Fy,
=0

Donc T™ est un temps d’arrét adapté a la filtration (F,;,)m>0. Mon-
trons par récurrence que 17" est P*-presque stirement fini. C’est vrai
pour m = 0 et m = 1. Supposons 7™ ! < 400 P*-presque stirement.

On a
{Tm < +OO} = {Tm,1 < +00, El,n > 1;XTm_1+n c A},
donc avec la propriété de Markov forte, on a P* presque stirement

P, (T,, < 4+00|Fr,.) =P*(Tp_y < +00)P*Tm-1(Iyn > 1; Xp 1 € A)
= 1.P*n-1 (T < 400) = 1,

et en réintégrant P*(7,, < +o00) = E*[P, (T}, < +o0|Fr,, )] = 1, ce qui
montre par récurrence la propriété voulue. Enfin, pour tout borélien
B, on a

{Xrm € B,T" <n} =U" {X; € B}n{I™ =1i}.

Mais pour tout i entre 1 et n, {X; € B} nN{T™ =i} € F;, C F,,
donc {Xrm € B,T™ < n} € F,, ce qui montre que {Xym € B} €
Frm. Comme c’est vrai pour B borélien quelconque, X7m est Frm-
mesurable. On a vu en cours que T™ était Frm-mesurable. Mainte-
nant, si k < m, comme T% < T™, on a l'inclusion Fpx C FpuFpm, ce
qui entraine que pour k < m, T* et X;« sont Fpm-mesurables.

2. En utilisant la propriété de Markov forte, on a
“+oo

n=1

400
=Y P¥"(inf{i > 1; X, € A} =n, X, =y)
n=1

=P* (X =)
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Ainsi, si on pose ¢, = P*(Xp1 = y), on a P*(Xpmt1 = y|Frm) =
Ixpmy- D’apres la question précédente, o(Xqo, ... Xrm) est une sous-
tribu de Fpm, donc

Pm(XTerl = y'O'(XTO, e XTm>> = ]Em(]PI(XTm+1 = y|]:Tm)|O'(XTO, C XTm))
= Ex(qXijy‘O'(XTO, e XTm)>

= qXTm Y

. Comme les (T]"),,>1 sont tous les moments ou (X,,) passe dans A, le

premier moment (s’il existe) ou X, vaut z est un T}, d’ou
R k
T, = Z(TA+ - TA)H{S>k}7
k=0

ou S =inf{n > 1;Y,, = x}. Comme les termes sont positifs, on a

+o0
E*(T,) = > E* (T4 — TH) sk,
k=0
{S >k} =N {Xr, #a},

donc {S > k} est Fpr mesurable, comme intersection d’événements
Frx mesurables. On a donc

E*[(ThT — Th)Lissiy [ Fr) = Lissmy B (Th — TH)|Fr, -

Mais Th™ — T% = inf{n > 1; Xrhin € A}, donc avec la propriété de
Markov forte, on a

E*[(T% — T5)|Fr] = E ™ inf{n > 1, X, € A} = E 74T,

Ainsi, si on pose a = max{E*(T");x € A}, on a E*[(Th™ —T5) 1 521y | Fr,] <
algs-yy, et en réintégrant

E*[(T5™ — Th)Lissiy] < oP(S > k),

d’ot en faisant la somme E*(T7) < 372 aP*(S > k) = oE*(S). Mais
S est le temps de retour en x pour une chaine de Markov irréductible
sur un espace d’état fini : il est donc intégrable, car une chaine de
Markov irréductible sur un espace d’états fini est toujours récurrente
positive. On a donc E*(T}) < 400, ce qui montre que la chaine (X,,)
elle-méme est récurrente.
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Solution 90 1.(a) On a

T

f(Xonr) = f(Xo) = 3 (f(Xi) = f(Xin))

1

3
>

<.
Il

I
M=

Licry (f(Xi) = f(Xim1))

i=1

-
I

[M]=

Timrery (f(Xa) — f(Xiz1))

1

-
I

En prenant ’espérance, on a

E(f(Xanr) = F(X0)) = DB (Lgiorery (F(X0) = £(Xi)))

@
I
—

|

@
I
—_

E (E (]]-{z‘—1<T}f(Xi> - f(Xifl)‘]rifl)) ;
ou l'on a posé F,, = 0(Xo, ..., X,). Mais

E (Tio1ery (f(X0) = F(Xi1)|Fict) = Limien B (F(X0) = F(Xio1)| Fich)
< —elgoi<ry,

ce qui en réintégrant donne I'inégalité voulue.
(b) On a pour tout n > 1,
n

ZIP’(T>@'—1):iOIP(T/\(n—l)>z’—1):E[T/\(n—1)],

i=1 i=1
dou eE(T' A (n—1)) <Ef(Xo) — Ef(Xran) < Ef(Xp), soit

E(T A (n—1)) < Ef(gXO).

En faisant tendre n vers l'infini, on obtient par convergence mo-
notone E(7) < %.

2. (a) Onsuppose E[f(Xp)] < +00. On montre I'intégrabilité de fas(X;)Ly—1<7y
par récurrence sur ¢. Pour ¢ = 0, ¢’est évident Posons fy; = f A M.
Avec le théoreme [0, on a

Elfm(Xi)Lgim1<ry | Fio1] = Lo« B ar (X5) | Fia] (B.1)
= Li1ery (P far)(Xiz1) (B.2)
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On en déduit

Elfar(Xo)Lgm1<ry | Fie1] < Lgmiery (P far) (Xizh)
< f( X)) Liciery < f(Xic)Lpi—a<ry,

d’ou en intégrant E([.fM(XZ):[L{7471<T}) S E[f(Xi—l)]l{i72<T}]- En
passant au sup en M, on obtient

E([f(Xi)]l{i—1<T}) < f(Xi_l)]l{z;2<T} < +00.

Avec le théoreme de convergence dominée conditionnel,(BT) en-
traine E[f(X;)Lgi—1<ry|Fic1] = (Pf)(Xiz1)L—1<7y. Par linéarité,
on a alors

E (Lo1ery(f(X0) = F(Xim1)|Fict) = Limiery (PF(Xim1) = F(Xim))
< —elygio1<mys

et la preuve de 1) et 2) se poursuit sans modification notable,
puisqu’on a vérifié les intégrabilités plus subtiles.

(b) Soit N > max(f(x);x € M). Si T} est le temps d’entrée dans
M =MU{x € E: f(x) > N}, le 1.(a) nous donne pour tout n :
E(f(Xnrry)) < Ef(Xo), dou

NP(ry < T, Ty < n) = E(f(Xoprr)Liry<r1y<ny)) < Ef(Xo)

T’ est le temps d’entrée d’une chaine irréductible dans le com-
plémentaire d’un ensemble fini : il est presque siirement fini. En
faisant tendre n vers l'infini, on obtient NP(ry < T') < Ef(Xj).
Maintenant

P(T = 400) = P(T = 400, Thy < +00) < P(ry < T) < (Ef(X,))/N.

En faisant tendre N vers I'infini, on obtient P(T' = +o00) = 0.

(c) D’apres la premiere question P*(T)y < 4o00) pour tout z € M,
donc pour x € M, on peut faire partir une chaine (X,) de x et
construire avec 'exercice précédent la suite (V) des sites de M
successivement visités. (Y;,) est une chaine de Markov irréductible
d’un espace d’état fini : elle est donc récurrente et passe une infinité
de fois en x. Par suite, la chaine (X,,) elle-méme passe une infinité
de fois en x et donc I'état x est récurrent. Si € > 0, on a pour
tout x € M, E*T); < 400, et donc avec ’exercice précédent x est
récurrent positif. Comme la chaine est irréductible la récurrence
(ou la récurrence positive) d'un état entraine celle de la chaine
elle-méme.



Annexe C

Problemes

C.1 Probleme 1 : nombres de Stirling

Partie I Soit X, une variable aléatoire a valeurs dans N, (U,,),>1 une suite
de variables aléatoires indépendantes suivant la loi uniforme sur [0,1]. On
suppose de plus que X est indépendante de (U,),>1. On définit une suite
de variables aléatoires (X,,),>0 par la donnée de X et la récurrence X, 11 =
Ent(U,X,).

1.

Montrer que I'on obtient ainsi une chaine de Markov.
Dans la suite, on notera PV la loi sur I’espace canonique de la chaine
de Markov associée a cette dynamique qui vérifie PN (X, = N) = 1.

2. On note T' = inf{n > 0; X,, = 0}. Montrer que P¥(T < +o0) = 1.

3. On note ¢, la fonction génératrice de T sous la loi P, c’est a dire

on(z) = E*[z"]. A l'aide de la propriété de Markov, établir la formule
de récurrence

T n—1
pn(z) = = > wi(2).
" i=o
Montrer que
Vn>0 Vzel0,1] ¢u(z)= P,(x),

ou la suite de polynomes (P, ),>o est définie par Py = 1 et P,(X) =
X(X+1)...(X+n—1)

n!

pour n > 1.

n

k] par 'identité

On définit les nombres de Stirling de premiere espéce [

X(X—1)...(X—n+1):§jlmx’f.
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Montrer que

PYT = k) = W[ﬂ

6. Montrer que pour tout n > 1, on a

wm:§

| =

Partie II On a N cartes avec des chiffres numérotés de 1 a N. On tire
au hasard une premiere carte et on la garde. Ensuite, on tire au hasard les
cartes, et si le chiffre est inférieur a la premiere carte, on la garde, sinon, on
la jette. Et ainsi de suite, on jette toute carte de valeur supérieure a la plus
grande des cartes tirées précédemment, jusqu’a épuisement du paquet. On
s'intéresse au nombre final F' de cartes gardées.

1. Montrer comment on peut modéliser le probleme a 'aide de la loi

uniforme sur &(N), avec

Flo)={ie{l,...,N}hj<i=0(i) <o(jy)}

2. On définit une suite (Z,),>0 par récurrence comme suit :
On pose Zy = N et pour k > 1,
Zr =min(o(1),0(2),...,0(k)) — 1,
avec la convention (i) = +oo pour ¢ > N.
Montrer que Vn € N* Vj € {0,..., N}
. 1 N-—-n—2,
P(Zpt1 =jlo(1),...,0(n)) = N oM<z T Ty o, Mi=za)
En déduire que (Z,,),>0 est une chaine de Markov.
3. On définit la suite (Ty)gen par récurrence comme suit : on pose Ty = 0
et
Tir1 = Ty + Lzy, >0y min{n > 0, Zry 1 # Z7, },
avec la convention 0.0o = 0. Montrer que la suite (Z7, )x>0 a la méme
loi que la suite (X,,),>0 étudiée en I sous la loi PV,
4. Montrer que F' = inf{k > 1; Z;, = 0}.
5. Montrer que {F = k} est en bijection avec les éléments de G(N)
possédant exactement k cycles.
6. Démontrer alors I'interprétation combinatoriale des nombres de Stir-

n+k

ling de premiere espece : (—1) Z] est le nombre de permutations

de n objets ayant exactement k cycles.
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C.2 Probleme 2 : théoreme d’Erdos, Feller et

Pollard

Processus de renouvellement
Soit (U,)n>1 une suite de variables aléatoires indépendante suivant la loi p.
On suppose que pged(n > 1;u(n — 1) > 0) = 1. Soit v une loi quelconque
sur N. On définit une suite (X,,),>o par la donnée de X, suivant la loi v et
indépendante de (U,),>1, puis, pour n > 0

X, —1 sinon

U, i X,=0
Xn+1 = { i ”

Montrer que (X,,)n>0 est une chaine de Markov de loi initiale v. Ecrire
sa matrice.

2. Montrer que la chaine est irréductible et apériodique.

3. La chaine est-elle transiente, récurrente ?

4. Montrer que

VkeN P(X;=k)=uvk+1)+v0)uk).

Montrer que si v(0) = 0, alors la chaine n’est pas stationnaire.

6. Pour k£ > 0, on note

10.

Ty = inf{n > 1; X,, = k}.

Montrer que sous P, Ty et 1 + X; ont méme loi.

En utilisant les questions précédentes, montrer que si la chaine admet

une mesure invariante, alors g admet un moment d’ordre 1 et on a la
. _ 1

relation v(0) = TR

Réciproquement, montrer que si 4 admet un moment d’ordre 1, alors

la chaine admet une mesure invariante.

Indication : on pourra considérer la mesure v définie par
P(U, > k)
v(k) = ————.
(k) 1+ E[U4]

1

Montrer que si p admet un moment d’ordre 1, la suite 1 377} X,

converge presque stirement vers une limite que I'on déterminera.
On pose p}, = P°(Ty = k) et g, = P°(X; = 0). Etablir la récurrence

Gw=letVn>1 ¢, = pidy s
k=1
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11. Démontrer le théoreme de renouvellement, appelé également, en ’hon-
neur de ses auteurs, théoreme d’Erdos, Feller et Pollard :
Soient Xi,...,X, ... des variables aléatoires indépendantes identi-
quement distribuées avec P(X; = k) = pg. On suppose que 0 <
E[X;] < 400 et que le pged des éléments du support de X est 1.
On note

S,=X1+Xo+--+ X, et N, = Z::]l{sn:k}.

Alors, si on pose

+o0
Vz € Bp(0,1) P(z) = p,2"
n=0
1 +o00

et Q(z) = 1= P0) = Oann,

on a E[Ny] = ¢ et lim,_, . g = m.

C.3 Probleme 3 : théoréeme de De Finetti—
Hewitt—Savage

Soit Q = RY" I’espace canonique. Pour n € N*, on note X}, la projection
de Q sur la k-ieme coordonnée : Xj(w) = wg. On note S, 'ensemble des
permutations de N* qui laissent invariants point par point les éléments de
{n+1,...,}. Pour o € S, et w € Q, on note T5(w) = (Wo(k))r>1 €t

Z,={AeBQ);Yo eS8, T,(A)=A}
On note enfin
IT=N,1Znet §=U,5S.
On dit qu’une mesure P sur (£2, B(2)) est échangeable si

Vo € S ]P)Tg =P (Cl)

On dit d’une famille de variables (X,,),,>1 définies sur un espace (€2, F,P)
quelconque qu’elle est échangeable si pour tout n et pour tout o € S, les
vecteurs (X1,...,X,) et (X,q),..., Xom)) ont méme loi (sous PP).

1. Vérifier que la famille de variables (Xj),>1 est échangeable si et seule-
ment si sa loi est échangeable. Des lors, pour étudier les propriétés des
familles de variables échangeables, il suffit d’étudier les propriétés des
lois échangeables sur 1’espace canonique.
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2. On se donne donc une mesure de probabilité échangeable sur 1'espace
canonique 2 = RY. On se propose de montrer que, conditionnellement
a la tribu Z des événements invariants par les permutations a support
fini, les variables X; sont indépendantes, c’est a dire que pour tout p,
si fi,..., [, sont des fonctions mesurables bornées de R dans R, on a

B AT = [ B

(a) Montrer que (Z,),>1 est une suite décroissante de tribus.

(b) Soit n > 1, F une fonction (2, B(Q2)) — (R, B(R)) mesurable telle
que FoT, = F pour tout o € S,,. Montrer que F' est Z,,-mesurable.

(c) Soit n un entier naturel non nul et f une fonction bornée de R
dans R. Montrer que pour tout A € Z, et tout k entre 1 et n,
E[14af(X1)] = E[14f(Xk)]. En déduire que pour tout i entre 1 et

n?
n

1
E[f(X)|Za] = = > f(Xe).
=1
(d) A T'aide d’'un théoréme de martingales, montrer que Ly f(Xk)
converge presque stirement vers E[ f(X;)|Z], qui coincide avec E[f(
pour tout entier naturel non nul .

(e) Soient fi,..., f, des fonctions mesurables bornées de R dans R.
Pour n > p, Notons I,,, I'ensemble des injections de {1,...,p}
dans {1,...,n}. Montrer que

i=1 n,p g€ln pi=1

et étudier le comportement asymptotique lorsque n tend vers 'in-
fini.

(f) Comparer ﬁzggw i Ji(Xg) et %deg ,,,,, n}p IT-1 fi(Xg0))-
En déduire que

p

> Hfz o) = [T E(fi(X1)|T).

GIn D =1 =1

n%Jroo |]n

(g) Montrer enfin que

BT A = TTBG(

X))
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(h) En suivant les notations introduites dans le théoreme BB, pour
w € Q, on note PZ la valeur au point w d’une loi conditionnelle de
P sachant la tribu Z. On note alors M, = ((PZ)x,)®"". Montrer
que pour tout A € B(Q2), A +— M, (A) est mesurable et que

P(A) = [ M.(A) dP(w),

Ainsi, la mesure P apparait comme un mélange de mesures pro-
duits.

3. Retour sur l'urne de Pdlya
On suppose maintenant que P est la loi du processus des tirages (7;)
dans le modele d’'urne de Pélya vu a I'exercice 24.

(a) Vérifier que P est échangeable.

(b) Montrer que sachant Z, les variables aléatoires (7;);>1 sont des
variables aléatoires indépendantes dont la loi est donnée par le
vecteur de probabilité .



Annexe D

Solutions des problemes

D.1 Solution du probléeme 1

Partie I

1. La récurrence s’écrit X1 = F(X,,U,), avec (Uy,),>0 iid et indépen-
dant de Xy, avec F'(x,y) = Ent(z,y)

2. Si X,, > 0, on a presque strement U, X, < X, or X,, est entier, donc
Xp = Ent(U,X,) < X, < X, —1,douT < Xy = N et on a bien
PY(T < +00) = 1.

3. Pour tout n, on a P"(0 < X; < N) =1, donc

E"[z"] = Z "[Lix =]
= Z Rtk
= Z [(Lgx,=iy@)x Tof)
= ZE” 1ix,—iy2|E[27]
= Z i)pi()
IE —1

= ﬁ ~ vi(z)

4. Preuve par récurrence.
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5. Pu(z) = pn(z) = E"[2T] = 7 PY(T = k)z*, donc P*(T = k) est le

coefficient en z* du polynéme P,(z). Mais comme

X(X—1)...(X—n+1):é[2]xk,

par substitution

n

(—X)(~X-1)...(-X —n+1) = ]; m (—1)kX*,

n .

et en multipliant par (—1)
X(X41) . (X4n—1) =3 m (1),
k=1

ce qui nous permet d’identifier le coefficient voulu et donne bien

PT = k) = (_ZM m

6. D’apres les propriétés de la fonction génératrice, on a

E"[T] = ¢, (1) = P)(1). O

P/ n—1 1 P/(l) n—1 1 n o
_n = _ d n et = —
P, =X+i O R() ;1+i ,;k
Comme P, (1) = 1, on a donc finalement
n - 1
k=1

Partie 11
1. F(0) est le nombre de “records” descendants de la permutation o.
2. Ona

Plo(n+1) = apta|o(l) = a1,...,0(n) = a,)
{oeSy:0(l)=a,...,o(n+1) =ap1}|/N!
{oeSy:o(l)=a,...,0(n) = an}|/N!
_ (N —(n+ 1))!1
(N - n)‘ {any1¢{a1,....an}}

1
- 1 a ai,...,a
N —-n { n+1€{ EARER) n}}
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Notons m = min(ay,...,a,). Si j =m — 1,

P(Z,1=jloc(1) =ay,...,0(n)=ay)
= P(X,41>m|o(l) =aq,...,0(n) =ay)
= > P(X,1 = alo(l) = ay,...,0(n) =a,)

a>m,a¢{ai,...,an}
N-m-(mn-1) N-n—j
N —n ~ N-n

etsij<m—1,ona

P(Z,1 = jlo(1) = aq,...,0(n) = ay)
= ]P(XnJrl =J+ 1‘0(1) =day,. .. 70(”) = an)
1
N-—n’

ce qui donne l'identité

N-—-n—2,

. 1
P(Znyr =jlo(1),...,0(n) = 5 Lgezy + — —— L=z}

N —n
La tribu F,, engendrée par Zi,... 7, est une sous-tribu de la tribu
engendrée par o(1),...0(n), donc

PlZni1 = jlFa]l = E[P(Znyr = jlo(1),...,0(n))|Fn]
N-—-n—2

1 n
= El—1g<z,) + L=z ]

N —n N —

1 1 n N —n— Zn]1
N —n {i<Zn} N —n {i=2n}
pZn,j7

avec p;; = ﬁﬂ{jg} + N];f;i]l{j:i}, ce qui montre que (Z,)n>0 est

une chaine de Markov.

3. 0 est l'unique point absorbant de la chaine (Z,)n,>0. Y = Z7, est
la suite (Z,)n>0 observée quand elle bouge ou est morte (voir exer-
cice Ol). Ainsi, (Yx)r>o0 est une chaine de Markov de matrice (g; )
donnée par

5073' sit=20
Qi,j: 07 Sl'L:j>0 R

pl,] .« . . .
Ll g
T Sti> 0,1#
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ce qui nous donne ici

(507]‘ sit=0
qi; = 0, Sij2i>0
I sii>0,5<i

. La chaine (Z,,) bouge losqu’elle descend : le nombre de mouvements

est donc le nombre de records descendants.

. Soient rq,79,...7 les k records de ¢ : on peut associer a ¢ la permu-

tation y=(1=mr...ro—1)(ra...73 — 1) ... (rr... N).

On retrouve les 7, et donc o, a partir de v : 7, = y(1), 1 = y(7%),
rr—2 = Y(rg_1),.... Ainsi o — 7y est injective.

Voyons la surjectivité. Je pose 1, = 1, 1,y = min{l,... N}\O,(ry),
rh—2 = min{1, ... N}\(O4(r%-1) UO,(rk)),. . .A 7 on associe la permu-
tation

(o s ™)

C’est la réciproque.

. D’apres la question 11.3., comme (X,,),>0 a la méme loi que (Y,))n>o0,

F' ala méme loi que T'. D’ou avec 1.5 :

P(F:k):PN(T:k):(_iV)]!VM[]ﬂ.

N
Donc (—1)N** [ k] est le nombre de permutations avec k records,

donc d’apres I1.5 le nombre de permutations possédant exactement k
cycles.

D.2 Solution du probléme 2

1. Silon pose fo(z) =2 — 1+ (1 — 2z + Uy,)do(x), (f.) est une suite de

fonctions indépendantes identiquement distribuées, indépendantes de
Xoetona X,y = fur1(Xn). (Xn)n>o est donc une chaine de Markov
de loi initiale Px, = v. La loi de X,4+; sachant X,, = z est d,_; si
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x > 0, p sinon, ce qui donne la matrice de passage :

2. Soit n € N*. 0 — z car PY(X; = n) = p(n) > 0. D’autre part, n — 0
car P"( Xy =n—1,Xo=n—2,..., X, = 0) = 1. La chaine est donc
irréductible. Comme la chaine est irréductible, elle admet la période
de 0 comme période, mais la période de 0 est 1 car PO(X; = 0) =
w1(0) > 0.

3. Notons A =

{3k = 0}. On a vu que pour tout n > 0,
]Pm(Xl =n-—1 X2
(4)

1; X
n— 2 , X, =0) =1 On en déduit que pour

tout n > 0 P" = Mamtenant

+o00
SOP(Xy = 33k > 1; Xy = 0)

J=0

PY(A)

“+oo
= PUX;=0)+ > P'(X;=j;3k >2;X;, =0)

=1

= P(X; =0)+ fPO(Xl = j)P’(A)

i=1

Mais on a vu que pour tout j > 0, P/(A) = 1, donc finalement

+oo
°(4) =Y PU(X, =) =1,
§=0

ce qui montre que 0 est récurrent. Comme la chaine est irréductible, la
chaine est donc récurrente. Elle n’est donc évidemment pas transiente.

4. Pour tout j ¢ {0,k + 1},
PV(XO =75X1= k) = V(j)]Pj(Xl = k?) = Vj5j—1(k) = 0.
On a donc

P'(X1=k) = P'(Xo=0,X1=k)+P'(Xo=k+1,X,=k)
= v(0)P'(X; = K) +v(k + )P (X, = k)
= v(0)u(k)+v(k+1)
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5. La chaine est stationnaire si et seulement si Py = v. D’apres la

question précédente, v est stationnaire si et seulement si

VEe N v(k)=v0)u(k) +vik+1).
Si la chaine était stationnaire avec v(0) = 0, on aurait
VEeN v(k)=vk+1),

ce qui donne par récurrence Vk € N v(k) = 0 : contradiction.

. En fait sous P°, on a Ty = 1 + X;. En effet, si X; = 0, on a Ty =

1 = 1+ X;. D’autre part si X; = k, avec k > 0, on a : Xy =
k—1,Xs=k—-2,.... Kpy=k—(k—1)=1,X3.1 =k—k=0,dou
To=k+1=Xy+ 1.

. Comme la chaine de Markov est irréductible, si elle admet une pro-

babilité invariante v, on a nécessairement v(0) = ﬁ' Mais on a vu

que si la chaine admettait une probabilité invariante v, on aurait né-
cessairement v(0) > 0. Cela impose que E°T < +o0o. Mais comme on
I'a vu, 1 + X; et Ty ont méme loi sous P°. Donc (E°T) < +00) <=
(E°1 + X;) < 400) <= E’X; < +o0, ce qui signifie que pu admet
un moment d’ordre 1. D’autre part, on a bien

1 1
EYT, 14EX;

v(0)

. Considérons la mesure v définie par

P(X, > k)

k) = .
v(k) 1+ EX,

Montrons que v est une probabilité : elle est évidemment positive et

> v(k) = ﬁm:ﬁizp()ﬁ > k)

1

“+oo
= — P(1+ X, >k
1+JEX11§]( 1> k)

1
= ———E1+X
TP ExX, )
=1
Il reste a vérifier que

VEeN v(k)=v0)uk)+vk+1),
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c’est a dire que

1

Vk € N l/(k‘):m

(k) +v(k +1),

en multipliant par E(1 + X7), on se rameéne a vérifier la condition
équivalente :

VEEN P(X; >k)=puk) +P(X; > k+ 1),
soit
VEeN P(Xy>k)=P(X;=k)+P(X;>k+1),

ce qui est évident car X; est a valeurs entieres.

Si ¢ a un moment d’ordre 1, on a vu que la chaine de Markov est
irréductible, de loi invariante v, et on peut appliquer le théoreme er-
godique des chaines de Markov : % converge presque stirement
(quelque soit la loi initiale) vers [z, x dv(z).

Si X, =0, on aTy < n. Ainsi les événements ({Tp = k} N {X,, =
0})1<k<n forment une partition de {X,, = 0}. On a donc

P(Ty = k, X,, = 0)

NE

]P)D(Xn = ]) =

b
Il
—

P(Ty =k, X, = j)

I
NE

=
Il
—

P°(Ty = k)P!/(X,,_x = 0)(propriété de Markov forte)

I
M=

e
Il
MR

On applique ici la propriété de Markov forte avec le temps d’arrét Ty.

Préliminaire : si f(z) = 3% a,2" est une série entiere de rayon de
convergence > R, alors pour tout r €]0, R[ et tout entier naturel k,
on a

1 2w . .
ay = r_k—/ f(re®)e %0 dp.
21 Jo

Cela peut étre vu comme une version simple de la formule de Cauchy;,
mais on peut aussi le voir simplement a partir de 'identité

f —zk:@ Z an r'e i(n—k)6 )
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En effet

N ) +o0
| Z rnez(n—k)0| S Z |an|,r,n
n=0 n=0

et on peut appliquer le théoreme de convergence dominée, puisque la

fonction constante 37720 |a,|r™ est bien siir intégrable sur [0, 27].

La fonction génératrice de X; est P, donc par indépendance, la fonc-
tion génératrice de S, est P(z)", soit

+oo
P(z)" =Y P(S, = k)zF,
k=0
avec la remarque précédente, pour r €]0, 1| quelconque, on a

1 2 . .
P(S, =k) = r_k—/ P(re®yre=*0 dp.
2m Jo

Avec I'inégalité triangulaire, on a
) —+00 —+00
[Pre”)] <> par™ <D pal" =1,
n=0 n=0

car p,r" < p,1™ pour tout n, mais il existe au moins un n > 1 tel que
pn # 0 et donc p,r™ < p,1™ : finalement 0 p,r™ = P(r) < 1.
On peut donc écrire :

Nl 1 271 — P(re)N _.
P(S, = k) = —ki/ 2T NrET ) ke gy
nz:% (Sn=k) =r 2 Jo 1 — P(re?) ¢

Il n’y a pas de probléme d’intégrabilité : [1—P(re®)| > 1—|P(re?)| >
1 — P(r) > 0. En faisant tendre N vers l'infini (par exemple conver-
gence dominée, ou a la main), on obtient

SRS, = k) =t [T
= " -7 21 Jo l—P(Te"G)e

1 gon o
7k27r/0 Q(rew)efzkﬂ do
= Gk

=r

Avec Tonelli, on a alors

B[N = - Eltgs,oi] = 3 (S, = K) = e

n=1



D.2. SOLUTION DU PROBLEME 2 239

Reste a étudier le comportement asymptotique. On s’intéresse d’abord
au cas ou py = 0.

Posons pour n € N, u(n) = ppyr1. On a pged(n > Lyu(n — 1) >
0) = pged(n > 1;p, > 0) = 1, donc on peut appliquer les questions
précédentes. On avait remarqué que la suite (p},) vérifie pj, = u(k—1),
donc on a en fait p) = pp pour tout k. Montrons que ¢, = ¢, pour
tout n : on a l'identité (1 — P(2))Q(z) = 1, soit Q(z) = 1+ P(2)Q(z).
En identifiant les coefficients (produit de Cauchy), on a

n = 50(”) + Zkanfk
k=0

qon(O):m: =-—=1Pourn>1ona

Gn = PkGn—k
k=1
Comme
G =D Pelnr = Y Pkp—p>
k=1 k=1

il est alors facile de montrer par récurrence que ¢, = ¢, pour tout
n. Or, d’apres le théoréeme de convergence des chaines de Markov

irréductibles,
1 1 1
lim ¢, =v(0)= = = ;
0 =0 = TR S B+ 0] B
ce qui démontre le théoreme de Erdos, Feller et Pollard dans le cas ou
Po = 0.
Passons au cas général. On pose py = 0 et pp = £ pour k > 1. Les

1-po
(pr) définissent bien une probabilité sur N, qui vérifie les hypotheses

de la partie précédente : si on pose

_ +oo B 1 +o0
Vz € Br(0,1) P(z) =) pnz" et V2 € B(0,1) Q(2) = - > "
- z n=0

n=0

on a lim, , G, = ﬁ, avec P(X; = k) = pi. On a facilement

E[X,] = ]?[_);10], d’ott lim,_,, Gr = ﬁ Cependant P(z) = po + (1 +

po)P(2), dott Q(z) = l—poQ(Z)’ ce qui entraine ¢, = ﬁc]n. Finale-
1

ment, on a bien lim, ., g = B
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D.3 Solution du probleme 3

1. Notons II, la projection canonique de €2 sur R".

Supposons que Px est échangeable. Soit n > 1 et o € §,, quelconque.
On a (X,q),. .., Xom)) =11, 0T, donc P(x, 1) X0y €St la loi image
de Pz, par II,,. Comme P est échangeable, c¢’est la loi image de P par
IL,,, c’est a dire Prx, .. x,). Comme n et 0 € §, sont quelconques, on

a bien montré que la famille (X,,),>1 est échangeable.

Réciproquement, supposons que la famille (X,,),>1 est échangeable.
On sait bien que pour identifier les probabilités Py et P, il suffit de

les identifier sur les événements cylindriques, (Xi,...,X,) € 4, oun
décrit N* et A I'ensemble des boréliens de R™. Or P((Xy,...,X,) €
A) = ]P)(Xl 77777 Xn)(A) et

PTU((Xh' .. ,Xn) S A) = ]P)((Xl, .. ,Xn) OTU S A)
= ]P)((Xo(l), c ,X(, n)) € A)

,,,,,

geabilité de la famille (X,,),>;. Cela montre le résultat voulu.

,,,,,

2. (a) C’est une conséquence de la définition de Z,, et de l'inclusion S,, C
Snt1-
(b) Soit B € B(R); pour tout 0 € S,,onac !t €S, avec T, =T,-1.
On a alors

F(B) = (FoT, 1) (B) = T,\(F(B)) = T,(F~\(B)).

o1

Comme o peut étre pris quelconque dans S,,, cela montre que
F~Y(B) € 7,,. Comme B est un borélien quelconque, F est Z,-
mesurable.

(c) Soit ¢ la transposition qui échange les points 1 et k. Comme P est
invariante par 7y,

E(laf(X1)) = E(1af(X1) 0 To) = E(14 0 T5. f(X3) 0 T5).

Or f(Xy)oT, = foXi0T, = foX, = f(Xg) et LyoT, =
1p-14) = La car A € Z,,. Finalement, E(14f(X1)) = E(Laf(Xy)).
Soitientre letn:onaE(14f(X;)) =E(1af(X1)) = E(Laf(Xk)).
En sommant pour k variant de 1 a n et en divisant par n, on a
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3\*—‘

E(1af(X; Z
Ainsi, si I'on pose F = 2377, f(Xi),on a E(Laf(X;)) = E(LaF)
pour tout A € Z,,. Si on montre que F' est Z,-mesurable, on saura
alors que F' est un représentant de l'espérance conditionnelle de
f(X;) sachant Z,.

Pour ¢ € §,, et k quelconque, on a
Xk o TU = Xo—l(k) (Dl)

Notons cette formule, qui resservira. Maintenant,

n

FOTUZiZf(Xk)OTUZ:LZf(XU1(k)):1Zf(Xk):F-
k=1 k=1

k=1
En effet, un élément de §,, induit en restriction une permutation
de {1,...,n}. Le résultat découle alors de (PH).

Soit i un entier naturel fixé. Comme la suite (Z,),>1, la suite
E(f(X;)|Z,), le théoreme de convergence des martingales inverses
entraine que la suite E(f(X;)|Z,) converge presque slirement vers
E(f(X,)|Z). Or pour n > i, B(f(X,)|Z.) = X, f(Xy), donc la
suite (£ 3731 f(X))n>1 converge presque stirement vers E( f(X;)|Z).
Par unicité de la limite presque stire, on a pour tout i E(f(X;)|Z) =
E(f(X1)|Z) presque siirement.

Soit A € Z,, et g € I,,,,. Soit o une permutation de {1,...,n}, que
I’'on étend en un élément de S,,. On a

Hfz OT—Hfz 1(g(4)) ))

On peut construire une permutation o de {1,...,n} qui envoie 1
sur g(1), 2 sur g(2),...p sur g(p). Dans ce cas, on a l'identité

p
(H fi(Xg(i)>> 0T, = H fz(X
i i=1
Comme 1,4 07T, = 14, en multipliant on a

leHfl OT—]lAHfz
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soit, en utilisant le théoreme de transfert et I'invariance de P par
T, :

MmﬁﬁMMDZMMﬁﬁm»

En sommant pour ¢ variant dans I, et en divisant par |1,,,|, on
obtient

(]]-AG :ﬂ_A H fz

ou

G=

> Hf@

unp| g€y pi=1

Comme A est quelconque dans Z,, comme précédémment, pour
montrer que GG est un représentant de ’espérance conditionnelle
de TTi-; fi(X4@)) sachant Z,, il suffit de montrer que G est Z,-
mesurable. D’apres (PH), il suffit de montrer que G = G o T, pour
tout 0 € §,,. Or pour 0 € §,,, on a

FOTa—Ii > Hfz o) =TT 2 Hfz X(o-10g)(i))
[Tl !np|

g€ln p1=1 g€l pi=1

Or g — 07 'g o g réalise une bijection de I,,,, dans lui-méme, donc

> Hfz (o-10g)())) = > Hfz | =

‘[np’gefnpz 1 ‘[np’gelnpz 1

ce qui donne donc l'identité voulue. D’apres le théoreme des mar-
tingales inverses, la suite (E (TT}—; fi(X;)|Z,)),~, converge presque
stirement vers E (TTF_; f:(X;)|Z) lorsque n tend vers U'infini.

Soit M = max([| fillcs - - - [| folloo)- Onpose A, = 3 cp  TI1 fi(
et By =Y eqr, e =1 il Xg@)-

.....

,,,,,

Ba = Al €30 s, MP = (07 = Ly )P = o{w?),

Xg(i)>
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car |Inp| = n(n —1)...(n—p+1) ~nP. Ainsi 22 = Bz 4 o(1), et
comme |1 o= 14+0(1),on a |IA"| = B4 6(1) Comme 7] converge
presque siirement vers E ([T5_, f:(X;)|Z), il en est de méme pour

B Or, on peut rééerire
n

72296{1 ..... n}PH(fl 9(%) /n Hz 1Zfz

On a utilisé ici la formule de développement d’un produit de sommes
en somme de produits.

Pour i quelconque entre 1 et p, on sait d’apres (2d) que 327, (fi(X;)/n) =
L3 fi(X;) converge presque stirement vers E(f;(X1)|Z). Fina-
lement, 22 converge vers [T_; E(fi(X1)|Z), ce qui donne le résultat
voulu.

(g) On a vu en (Ed) que pour f quelconque bornée E(f(X;)|Z) =
E(f(X1)|Z). C’est vrai en particulier pour f = f;, donc la limite de
Do ge réécrit 17—y E(f;(X1)|Z). Comme c’est aussi la limite de |Inp\

qu1 est E ([T, fi(Xi)|Z), les deux expressions coincident presque
stirement.

(h) Soit £ l'ensemble des A € B(Q2) tels que A — M, (A) est mesu-
rable, avec P(A) = [ M, (A) dP(w).

— @ € &, car w — M, (@) est identiquement nulle, donc mesu-
rable et on a évidemment 0 = [0 dP.

— Si A € & My(A°) = 1 — M,y(A), donc w — M,(A°) est
mesurable, et [ M, (A°) dP = [(1 — M,) dP(w) = [1 dP —
[ M,(A) dIP( )=1—P(A) =P(A°), donc A° € £.

— Soient (A,)n>1, une suite d’éléments de £ deux a deux dis-
joints. Si on pose A = U,~,4;, on a pour tout w a M,(A) =
limy, oo S0 M, (Ag), et donc w +— M, (A) est mesurable
comme limite d’applications mesurables. Par convergence mo-
notone, il vient

/MW(A) P= lim ZM (Ay) dP(w).
Or
[ 30 M) dBw) = 3 [ M) dBw) = 3O B(A),
k=1 k=1 k=1
d’ou

n—-+o0o

/M (A) dP = lim ZIP’ (A) = +fjolfv(Ak).
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Ainsi A € €£.

On a donc montré que &£ est une tribu. Montrons que £ contient

de R. Posons f; = 1p,. On a

p

P(C) — ]E(H FX0) = BE(LAX)IT)
:/E(i:ﬁlfi(Xi)]I) dP
_ /iﬁl/]E(fi(XiﬂI) dP, avec (Z3).
_ / 13 / E(f,(X1)|T) dP, avec (E4).

p
= /H/E@X;l(&)
i=1

) dP,

Cependant, par définition de C' et de la mesure produit infini, on
a pour tout w, Mo(C) = TIi-1(PL)x, (Bi) = TI-1(PL) (X1 (B)))
Mais on sait que PZ (X[ !(B;)) est un représentant de E(x-1 s, |Z),

donc
p

Mq(C) = [T(PE)(X(B)
i=1
est un représentant de [T7_, fIE(]lel(Bi) 1Z). Comme w +— PL)(X;(B;))
est mesurable pour tout i, w — M, (F) est bien mesurable comme
produit d’applications mesurables, et il découle de ce qui précede
que

P(C) = [ Mo(C) dP(w),

ce qui montre bien que C' € £. £ est une tribu qui contient les
événements cylindriques : c’est B(2) tout entier.

3. (a) D’apres la quesion 1), il suffit de montrer que la suite (7;);>1 est

échangeable. Soit n > 1 et o une permutation de {1,...,n}. On
a ]P)(Xg(l) = tl,...,XU(n) = tl) = ]P(Xl = tll, ce ,Xn = t;), avec
t; = t,—1(;). Le nombre a; d’apparition de 7 dans la suite ¢;,...,,
coincide avec le nombre a; d’apparition de ¢ dans la suite ¢}, ..., .

donc d’apres la formule (B22) ou la formule (B33), les probabilités
P(X,=t,....X,, =t,) et P(Xy =1],..., X, =t]) coincident, ce
qui donne le résultat voulu.
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(b) Fixons t1,...t,. Avec (Ed), P(X; = t;|Z) est la limite presque siire

de
1 n
- Z jl{Xk:ti}'

n=

Or
1 & Vo' =W*)/S
. Z Lix=t} = )
ni- n
qui converge presque stirement vers W, d’apres la question 1.(e)
de lexercice P4 sur 'urne de Pélya. Ainsi P(X; = t;|Z) = W;,. En
particulier, W}, est Z-mesurable. Maintenant, avec (2g),

p p
P(Ty =t,.... T, =t,|T) = [[P(X; = &:|Z) = [[ W,
=1 =1

ce qui montre bien que, conditionnellement a Z, les T; sont des
variables aléatoires indépendantes dont la loi discréte donnée par
le vecteur W. Comme W est Z-mesurable, o(W) C Z, et en recon-
ditionnant, on a la formule

p
]P(Tl - tl, ce e 7T'p == tp|W) == H Wt,-;
=1

qui avait été annoncée en commentaire de ’exercice sur I'urne de
Pélya.
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