UNIVERSITE
DE LORRAINE

Master 1

Probabilités et Processus Stochastiques
Examen du 15 avril 2014

durée 2h30

1. (a) @ est strictement décroissante, continue, avec Q(0) = 1 et ad-
met 0 comme limite en U'infini. Ainsi ) réalise une bijection de
R dans 0, 1].
(b) Pour tout x > 0, on a

T o1 2 T o1 2
r)=1-2 e 2 dt>1-2 ——1ldt=1— —=,
Q) /0 \ 2T - /0 \ 2T 2T

—_2
donc on peut prendre C' = NoTS

(c) Posons V = eQ~}(U). Pour z < 0, on a

P(V <z)=Ple=-1,Q ' (U) > —x)
— P(e = —))P(U < Q(—x)
1 1 T 1 2
0 1 2 0 1 2
:/_Oo\/%ez’dt—/xmeZdt
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De méme, pour z > 0

P(V<z)=Pe=-1)+Pe=1,Q ' (U) <)

1
= §+P(6—1,U>Q(x))
1
— 14 Pe= P > Q@)
1 1 1 | £2
= — —_ ]_ —_ = — T2 dt
sryi-a =g+ [
0 1 £2 | t2
— e 2 dt+ e 2 dt

Ainsi V' a la fonction de répartition de la gaussienne centrée
réduite, donc V suit la loi (0, 1).
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(f)

et V2= (eQ 1(U))? = Q71 (U)? suit la loi du x? & 1 degré
de liberté. On a donc montré que la loi image de la loi uni-
forme sur [0,1] par z — (Q~!(z))? est la loi du x? & 1 degré
de liberté. On en déduit que Q= *(U1)?%,...,Q 1 (Ux)? sont des
variables indépendantes suivant la loi du x? & 1 degré de liberté.
Par suite, leur somme suit la loi du x? & d degrés de liberté.
En appliquant (b) & 2 = Q~Y(U;), il vient U; > 1 — CQ~YU;),
d’ou C?2Q~1(U;)? > (1 — U;)?, et en sommant

d
C254 =) (1-Uy)?

=1
puis 85,4 < (X4, (1 - U)?) 4, don
d
E[S;] < CUE[Q_(1 - U™,
=1

St je pose ¢(1, ..., za) = (L 27) ™, Pai E[(L, (1-U:)%) ) =
Ey(1—-Uy,...,1—Uyy). Les 1 — U; sont indépendantes et suivent
la loi uniforme sur [0, 1] : la loi du vecteur 1 — Uy, ..., 1 — Uy est
donc U([0,1])®¢, qui est aussi la loi de (Uy,...,Uy). On a alors

Ep(1— Uy, ..., 1 - Ug) = E@(Uy, ..., Ua))
= () did([0,1])%(x)

[0,1)¢

1
- a2,
/[o,l]d ER

Q! étant décroissante, on a pour tout i entre 1 et n :

QNU;)? ZI]{UZ.Q/Q}Q’I(I/2)2. Ainsi sil’on pose N,, = Z?:lﬂ{Uiﬁl/Q}’
en faisant la somme, on a Sg > Q7 1(1/2)2Ny, et

qui est fini pour d > 9.

{Sd < Gd} (@ {Nd <@ d} = {Nd < d/4},

1
(Q71(1/2))?
d’ott P(Sq < 0d) < P(Ny < d/4) < ™74, puisque N, suit la loi
binomiale B(n,1/2).

Bien siir, si x4 une autre variable aléatoire suivant la loi du x?
a d degrés de liberté, P(xq < 6d) = P(Sy < 6d), d’ou l'inégalité
demandée.

On sait bien que la loi gaussienne a des moments de tous ordres.
1 2
BX) = [ —otexp(- ) dA@)
R V2T
= lim / 23z exp(— ) dx
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La suite (X?2),,>1 est composée de variables aléatoires indépendantes
de méme loi admettant un moment d’ordre 1 : ainsi, la loi forte
des grands nombres nous donne la convergence presque stre de

Y, X? 2 . .
=i=1=1 vers E[X{] = 1; de méme on obtient la convergence

2

4
presque siire de %Xl vers E[X{] = 3. En faisant le quotient,
on obtient la convergence presque siire de Z,, vers 1/3.

L’inégalité de Cauchy-Schwarz nous donne

n 2 n
(Z X}) <n)_ X}
=1 =1

en divisant par (31, X2)(3_1, X}), on obtient I'inégalité Z,, <

2
n
P L — <
;1, ) Xig, d’ou Z (z ) Malntenant

n? n? n?

= ors =Ly 20 oo T X2<ng) = oo
(>, X7)? i X0 9}(Z¢:1X¢2)2 i X< 9}(Z¢:1X¢2)2

En majorant Iy ) X%nﬂﬁ par 0%, on obtient I'inégalité
i=1%i i=1%

voulue :

n2

2 —2
Zn <077+ mﬂ{xf+---+xggne}-

Prenons 6 = (Q~1(1/2)/2)%. On a pour n > 9 :

1
2 2
E(Z ) < 0 +7’L ]E <W {X2+ +X2<n9})

<9 +n’ [E P(X?+ - +X2<nb
Z’L 1‘)(2 \/ )

Z?:l X2 suit la loi du x? & 9 degrés de libertés et X7+ - -+ X2
suit la loi du x2 & n degrés de libertés, donc d’apres 1.e,
A:E(

est fini et avec 1.f, on a

)

8
E(Z2) <072+ An?e ™2 < 9~ 24 VA2 2 2/4 = 9‘2+\/Z?.

La suite (Z,)n>9 est donc bien bornée dans L.

La suite (Z,)n>9 est bornée dans L?, donc équi-intégrable. Comme
elle converge presque stirement vers 1/3 et est équi-intégrable,
elle converge dans L! vers 1/3.
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