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Probabilités et Processus Stochastiques

Examen du 15 avril 2014

durée 2h30

Les calculatrices sont interdites. Comme unique document, un recto-verso
au format A4 est autorisé

Les résultats du 1) seront utilisés à la question 2)c). Pour le reste, les
parties 1) et 2) peuvent être considérées comme indépendantes.

1. On pose Q(x) = 1− 2
∫ x
0

1√
2π
e−

t2

2 dt.

(a) Montrer brièvement que Q réalise une bijection de R+ dans ]0, 1].
On note Q−1 la bijection réciproque.

(b) Montrer qu’il existe une constante C > 0 telle que pour tout
x ≥ 0, Q(x) ≥ 1− Cx.

(c) Soient U et ε des variables aléatoires indépendantes, où U suit la
loi uniforme sur l’intervalle [0, 1] et P(ε = 1) = P(ε = −1) = 1/2.
Montrer que εQ−1(U) suit la loi N (0, 1).

(d) Soient (U1, . . . , Ud) des variables aléatoires indépendantes sui-
vant la loi uniforme sur [0, 1]. Montrer que Sd =

∑d
k=1Q

−1(Uk)
2

suit la loi du χ2 à d degrés de liberté.

(e) On rappelle que pour tout d ≥ 1 et tout α < d, on a∫
[0,1]d

1

∥x∥α2
dλ⊗d(x) < +∞.

En déduire que pour d ≥ 9,

E(S−4
d ) ≤ C8E

( d∑
i=1

(1− Ui)
2

)−4
 = C8E

( d∑
i=1

U2
i

)−4
 < +∞,

où C est la constante trouvée en 1.(b).

(f) On rappelle qu’une conséquence de l’inégalité de Höffding est
qu’il existe une constante γ > 0 telle que si Nn suit la loi bino-
miale B(n, 1/2), alors P(Nn ≤ n/4) ≤ e−γn. Montrer alors que
si χd est une variable suivant la loi du χ2 à d degrés de liberté,
on a

P(χd ≤ θd) ≤ e−γd avec θ =

(
Q−1(1/2)

2

)2

.

2. Soient (Xn)n≥1 une suite de v-a i.i.d suivant la loi N (0, 1). Soit

Zn =
∑n

i=1 X
2
i∑n

i=1 X
4
i
.

1 Tournez la page S.V.P.



(a) Montrer que Zn converge presque sûrement vers 1/3.

(b) Soit θ > 0. Montrer Zn ≤ n∑n
i=1 X

2
i
(on pourra penser à utiliser

l’inégalité de Cauchy-Schwarz), puis

Z2
n ≤ θ−2 +

n2

(
∑n

i=1X
2
i )

2
11{X2

1+···+X2
n≤nθ}.

(c) Par un choix habile de θ, montrer que (Zn)n≥9 est bornée dans
L2.

(d) Montrer que (Zn)n≥9 converge dans L1 vers 1/3.
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