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Chapitre 1

Sommes de variables aléatoires
indépendantes

1.1 Théoremes de Lindeberg et Lyapounov

1.1.1 Théoreme de Lindeberg

Théoréeme 1. Soit (X, ;)ni>1 des variables aléatoires centrées admettant
un moment d’ordre 2, (Np)n>1 un suite d’entiers tendant vers l'infini. On
suppose que pour tout n, la suite (X, x)1<k<n, est formées par des variables
indépendantes. On pose

Np,
Sn = ZXn,k
k=1
et s> = Var S,. On suppose que

Nn

1
Ve > 0 lim Z —2EX2 WX, ozesny = 0 (Condition de Lindeberg).
5 , K>

n——+o0o 1 °n

alors S, /s, converge en loi vers N(0, 1).

n

, . : Lo X
Démonstration. Notons ¢, la fonction caractéristique de == : la fonc-
n

. e . Np, s 12 . N
tion caractéristique de S, /s, est [[;; ¢ni. L'idée est bien sir de mon-

trer que pout tout t réel Hfjﬁl ©ni(t) converge vers exp(—%) et d’appli-

quer le théoreme de Lévy. Notons 1), la fonction caractéristique d’une va-

X .
k- goit
n

riable gaussienne qui a méme espérance et méme variance que

1



2CHAPITRE 1. SOMMES DE VARIABLES ALEATOIRES INDEPENDANTES

Un(t) = exp(—ﬁvars)f"’“) :on a

Nn Nn Nn

[Lens®) — exp(-5) = T[onn(®) ~ [ st

k=1 k=1 k=1

On va maintenant procéder comme dans la preuve du théoreme central
limite : la différence de deux produits de nombres complexes dont les modules
ne dépassent pas un n’excede pas la somme des différences?, d’ot :

Ny 52 Ny
[T enst) - exp(—5 )| < D 1 enk(t) = ui(®)].
k=1 k=1

Soit o un réel positif? tel que
Ve eR " — (1 +ix — 2*/2)| < amin(2?, |z|*).

espérance : on obtient

Appliquons cette inégalité a x = Xk
alors que

ou

On peut écrire

EY = EYlx, ,\/s<ey + BYLyix, 1/5,5e)

Lorsque est petit, on a intérét a 1’élever a une plus grande puissance,

donc on écrit

Xn,k:
Sn,

EY < ]E|t|3| |11 X + Et2 X2
S

3 I <e ’f2{| ik ze}
< cftp ek tQS%EXZ,kﬂﬂXn,kZesn}-
Ainsi
- 1 ,Var X, 3 9 o1
D lena(t) = (1 - St I Seeltf +at Z—EXn wll{1 5, 4] 2250}
n o Sn

1. Lorsqu’il n’y a que deux termes, la preuve résulte de 'identité zu — z’'v’ = z(u —
u') + /(2 — 2'), dans le cas général ; on procede alors par récurrence.
2. Vérifier 'existence. . .
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Comme ¢ est arbitraire, en utilisant la condition de Lindeberg, on voit
que

t? Var X,
VteR lim Z|90nk — (11— =y g,

n—+oo 2 Sn

Il ne nous reste donc plus qu’a montrer que

t2 Vaank
VteRngmmZ\wnk -5 p )| =0,
c’est a dire que
t? Var X, » t? Var X, 1
Vi € RngmmZ\eXp 7o — kY (1 - ET)’ = 0.

MaisVz € C |e*—1—z| < e; | (il suffit de considérer le développement
en série entiere de l'exponentielle), d’on

t2 Var Xnk t2 Var Xk ¢ Q22 1 all 2
Z‘GXP — ) — (- §T)’ S5¢ ;(Vaan,k)
Si l'on pose M,, = max(Var X,, ;1 <k < N,), on a
N, Ny,
1 1 M,
= Z(Vaank §—42 o Var X, , = —" =
n k=1 Sn fe— n

Pour conclure la preuve, il suffit de montrer que % tend vers 0.
Soit £ €]0,1/2] et n un entier. Pour tout i entre 1 et NN,

2

XTL
E—F = —EXn X <esny t EXn X i >esn )

2
Sh Sh n

d’ou
N,
M, 9 ~1
2 <&+ E : ) n,k]]ﬂXn,k\ZESn}
Sn k=1 Sn
D’apres la condition de Lindeberg, pour n assez grand, le deuxiéme terme ne

dépasse pas 2 et donc —18”2" < 2e? < g, ce qui montre bien que —18”2" tend vers 0
n n
O

Comme corollaire, on récupere évidemment le Théoreme Central Limite
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Théoreme 2. Soit X1, ..., X, une suite de variables aléatoires réelles i.i.d.
admettant un moment d’ordre 2. On note alors m l’espérance et o* la va-
riance communes a ces variables. Alors

(X1 +...X,) —nm
Vn

Démonstration. La preuve est laissée en exercice. O

= N(0,0?%).

1.1.2 Condition de Lyapounov

Soit & > 0. Si les X, , ont un moment d’ordre 2 4 ¢ et que

lim Z 2+(SIEZ|XM€|2+5 =0 (Condition de Lyapounov),

n—+oo

alors

lim Z — X2 yx, zesny =0 (Condition de Lindeberg).

n—-4o0o n

est vérifiée.

Démonstration. 11 suffit de remarquer que
5
| X
<
Ljxazesny = ( o,

Corollaire 1. Soit (X, ;)>0 des variables aléatoires centrées indépendantes
bornées par une constante M, (Ny,)n>1 un suite d’entiers tendant vers l'infini.

On pose
Np,
Sn - Z Xn,k
k=1

et s> = VarS,. Si s, tend vers linfini lorsque n tend vers linfini, alors
Sn/sn converge en loi vers la loi N'(0,1)

]

Démonstration. Soit § > 0 quelconque.

Nn Np,

1 240 1 2 5 _ M°
Z S2+5EXnk — Z 32+5EX M 5 )
k=1 "M k=1 "N Sn

qui tend bien vers 0 lorsque n tend vers 'infini, ainsi le critere de Lyapounov
est vérifié, donc le critere de Lindeberg aussi et le théoreme 0 s’applique. [
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1.2 Sommes et séries de variables aléatoires
indépendantes

1.2.1 Loi zéro-un

Théoreme 3. Soit (X,,),>1 une suite de variables aléatoires indépendantes.
L’événement “La série de terme général X,, converge” est de probabilité zéro
ou un.

Démonstration. Pour k > 0, notons A, I'événement “La série de terme
général X, converge”. Par construction, Ay est o(X;,i > k)-mesurable.
Comme la nature d’une série ne dépend pas des premiers termes, on a pour
tout k, Ay = Ap. Ainsi, pour tout k > 0, Ay € o(X;,7 > k), ce qui signifie

= N i1 > k).
que Ag € Q A o(X;,i> k)

Cette tribu est la tribu de queue associée a une famille de variables
aléatoires indépendantes sous P : d’apres la loi 0 — 1 de Kolmogorov, elle
est triviale sous P.

Ainsi, la probabilité P(Ay) ne peut valoir que 0 ou 1. O

1.2.2 Une inégalité maximale

Théoreme 4. Soit Xy,..., X, des variables aléatoires indépendantes. On

.....

Pour tout a« > 0, on a

IP( nax |Sk| > 4a) < 4 nax P(|Sk| > «).

Démonstration. Notons T' = inf{k € {1,...,n};|Sk| > 4a}.

{T < 400} = {T <400} N{|S,| = 2a} U{T < +oo} N{|S,| < 2a}
C {|Sh| = 2a} U{T < +o0} N{]S,| < 2a}

n—1
= {ISu 2 20}U U {T =k} N{IS,] < 20}
n—1
C {ISul 2 203U U {T =k} N {IS, — il = 20}
D’ou

P(T < +00) < P(|Su] > 20) + 52 PU{T = k} N {|Sn — Si| > 2a}).

k=1
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Mais T' = k et S,, — Sk sont indépendants, donc
n—1

P(T < +00) < P(IS,|>2a)+ Y. PHT = k})P(|S, — Si| > 2a)

k=1

< B+ ¥ PUT = k)P
S 2/67

ou l'on a posé § = nax P(|S,, — Sk| > 2a). La probabilité d’une réunion
<n

est plus grande que le max des probabilités, donc

P(T < 400) =P( max [Si]| > 4a) <2 max P(|S, — S| > 2a)

1<k<n 0<k<n

Posons maintenant pour tout k € {0,...,n} : S, = S, — S,_. En d’autres
termes, on a S, = X|+ X, +... X}, avec X} = X,,_;. On a bien sr S = 0 et
S/ = S,. On répete le raisonnement précédent, cette fois avec 7" = inf{k €
{1,....n}|S] > 2a}.
{T" <400} = {T' <+oc}N{]S)| > a} U{T" < +o0} N{|S,| < a}
C {ISu =z o} U{T" < +oo} N{[S,| < o}

n—1
= {ISi > a}u U AT =} {IS)| < a}
n—1
c {18 aru U AT =k} {IS, - Sil < a}

D’ou

P(T' < +o00) <P(ISL| > a) + S PUT =k} n{|S, — S| < a}).

=1
Mais 7" = k et S], — S}, sont indépendants, donc

1

PRT" = EDP(IS, = Sil = a)

P(T' < +o0) < P(S|>a)+ Y

= B(S. =)+ X PUT = k}B(Suil 2 0)

S
—_ =

n—1
< g+ X PUT = k)P
< 27,
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ou l'on a posé /' = max P(|Sy| > «). Finalement,
0<k<n

P( max |S| > da) = P(T < +00) <4 =4 max P(|Sy| > a).

1<k<n
m
1.2.3 Lien entre les modes de convergence
Théoreme 5. Soit X1, ..., X, une suite de variables aléatoires indépendantes.

On note (Sk)k>o la suite des sommes partielles : Sp =0, Sy = X1+ -+ -+ Xj.
S, converge presque surement si et seulement S,, converge en probabilité.

Démonstration. Bien sur, comme la convergence presque siire implique la
convergence en probabilité, il suffit de démontrer I'autre implication. Sup-
posons donc que S, converge en probabilité vers une variable notée S. Soit

e > 0. On pose Y,, =sup{|S; — Sj[;4,j >n}etY = lim Y,. Soite >0 et

n—-+oo
n un entier. On a

P(Y >¢e) <P, >¢)
On a
P(Yn > 6) = ]P)(Ell,j > n; ’Sl — S]’ > E)
< P(Fi>n; |S,—Si|>e/2)
D’apres le théoreme de continuité séquentielle croissante
S o _p _
P> i [, ~ S > £/2) = lim B( max |, = Sul > </2)
Mais d’apres le théoreme
_ < _
P( 112322 |Spik — S| >¢/2) <4 g}g) P(|Spix — Sn| > €/8)

Par ailleurs
P(|Snx—5n| > €/8) < P(|S,—S]| > ¢/16)+P(|Sp1r—S| > €/16) < 2rn>aX]P(\Sr—S] > ¢/16).
Ainsi
P(Y, >¢) < 8H1>ELXP(|ST — S| > ¢/16),
D’ou
Vn>1 PY >¢) < 8m>aXIP’(|ST — S| > ¢/16).
En faisant tendre n vers +oo, on obtient que P(Y > ¢) = 0. Maintenant

P(Y > 0) = P(US3{Y > 1/n}) = 0.
0
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1.2.4 Criteres de convergence
Convergence L>

Théoreme 6. Soit X1, ..., X, une suite de variables aléatoires indépendantes,
centrées, admettant un moment d’ordre 2. On note (Sk)k>o la suite des
sommes partielles : S =0, S, = X1+ -+ X}

Si

—+00

ZVaer < 400,
k=1

alors S, converge presque siurement.

Démonstration. D’apres le théoreme précédent, il suffit de montrer que S,
converge en probabilité. Il suffit donc de montrer que S, converge dans L2
Comme L? est complet, il suffit de montrer que S, est une suite de Cauchy
dans L?. Soient n, p entiers :

n—+p n—+p n—+p
1Sn1p — Sullz = E( Z Xpix)? = Var Z Xk = Z Var X,
k=n+1 k=n+1 k=n+1

Soit € > 0. On peut choisir N tel que Zk>N Var X, < €2 car la série de
terme général Var X}, converge. Ainsi, pour tout n > N et tout p entier, on
a ||Sntp — Sullz2 < €5 comme € > 0 est quelconque, cela montre bien que S,
est une suite de Cauchy dans L?, ce qui acheve la preuve. O

Théoréme des trois séries

Théoreme 7. Soit X1, ..., X, une suite de variables aléatoires indépendantes.
Soit ¢ un réel strictement positif quelconque : on note X,ic) = Xilly x, |<c}-
Alors, la série de terme général X,, converge presque surement si et seule-

ment si les séries de terme général Var X,EC), P(| Xk > ¢) et IEX,&C) convergent.

Démonstration. Montrons d’abord que la condition est suffisante. La série de

terme général P(|Xy| > ¢) converge, donc d’apres le premier lemme de Borel

Cantelli

P( Tim {|Xx| 2 ¢}) =0,

n—-4o00
soit
P( lm {|Xy <c}) =1,
n—4oo
ou encore

PEN;k> N = |X;| <c) =1,
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ce qui implique que presque sturement, a partir d'un certain rang, X, = X ,gc),
ce qui signifie que les deux séries sont de méme nature. Bien sir, comme la
série de terme général EX ,gc) converge, la série de terme général X ,gc) et la série
de terme général X ,ic) —EX lgc) sont de méme nature, or cette derniere série
converge presque surement d’apres le théoreme B, ce qui acheve la preuve.

Réciproquement, supposons que la série de terme général S, converge
presque strement : cela implique que

P(|X,,| > ¢ infiniment souvent) = 0,

ce qui entraine que la série de terme général P(| X,,| > ¢) d’apres le deuxieme
lemme de Borel-Cantelli. A partir d'un certain rang, X, et X, sont égales,
donc la série de terme général X¢ converge également presque sturement.
Maintenant, raisonnons par l'absurde et supposons que la série de terme
général Var X} diverge. Alors

>, Xi

=1

> Var X§
\/ =1

> (Xp—EX))

n
[ > Var X
=1
n
> EX;
et a,, = L D’apres le corollaire 0, Z, = N(0, 1), ce qui contredit
n
> Var Xy
=1

que Z, + «a, converge presque siirement vers 0. En effet, Z, = N(0,1)
entraine que ¢z, (1) tend exp(—1/2) alors que Z, + a,, — 0 entraine que
¢z, (1) ~ e ™ ce qui est clairement incompatible en comparant les mo-
dules. Il y a une contradiction : on en déduit que la série de terme général
Var X} converge. On peut maintenant appliquer le théoreme B : la série de
terme général Xy —EX} converge presque stirement. Comme la série de terme
général X; converge presque strement, on en déduit que la série de terme
général EX} converge.

—0 ps.

Posons

Ly =

]
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1.3 Exercices sur les sommes de variables indépendante

1. Faire la preuve du TCL qui a été laissée en exercice.

2. Soit (X))xso une famille de variables aléatoires telles que pour tout
A > 0, X, suive une loi de Poisson P()\). Montrer que la suite

Xy— A
VA

converge faiblement vers la loi N'(0, 1) lorsque A tend vers l'infini.

3. (a) Soit (U,),>1 une suite de variables aléatoires indépendantes sui-
vant la loi uniforme sur [0, 1]. Pour > 0, on pose

X, = k; ]{UkS%}‘

Montrer que (X?),>1 converge en loi et déterminer la loi limite.

(b) Soit (uy)n>0 une suite croissante, de limite ¢ € R. Pour z > 0, on

pose
o l‘k
e

@)= 5 e

k=0

Montrer que f est une fonction croissante et déterminer sa limite
en +oo.

4. Soit X,, une suite de variables aléatoires convergeant en loi vers une
variable aléatoire X. On pose ¢,, = ¢x, . Montrer que la famille (¢,,)n>1
est uniformément équicontinue, c’est a dire que

Ve>0 >0 Vn>1 V(,y) €R® |o—y| <n=|pa(z)—puly)| <e.

5. Soit (X,),>1 une suite de variables aléatoires convergeant en loi vers
une variable aléatoire X, des suites de réels (a,),>1 et (b,)n>1 conver-
geant respectivement vers les réels a et b. Montrer que la suite de va-
riables aléatoires (a, X, +by)n>1 converge en loi vers la variable aléatoire
aX + 0.

6. Une preuve probabiliste de la formule de Stirling
Soit (X,,)n>0 une suite de variables aléatoires indépendantes suivant la
loi exponentielle de parametre 1. On pose
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(a)
(b)

(f)

Montrer que S%” converge en loi vers la loi N(0, 1).

Montrer que S, suit la loi I'(n + 1,1). En déduire que la densité
de S—\/_ﬁ” s’écrit g,(x) = a,h,(x), avec

nn+1/26—n o

T T Tt 1)
et 1
—\/Nx T n
hn(l’) = anﬂ[—\/ﬁ,-i—oo[ﬁe v (1 + %) .

Montrer que

x

1 1 )
lim n(T) drv = e 2 dx
n—-+oo 0 g ( ) /Ov \/§7T

Soit ¥ la fonction définie sur [—1/2,1/2] par

Vo € [-1/2,41/2] In(l+z) =1z — ”%2 + 220 ().

Montrer que

1 22 ]. 22 x3 '(/)(L
T Z —\/ﬁ — hn(;p) — E@_T — —27Te_7(en1/2 Vn

En déduire que h,(z) converge uniformément vers ﬁe’
tout compact.

Montrer que

1 1 2
lim h,(x) dr = e 2 dzx.
n——+oo 0 ( ) /0 \/§7T

En déduire la formule de Stirling :

n! ~ V2rnt/2e

7. Soit (X,)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes telles que
pour tout n, X, suive une loi binomiale B(n, —5ss ). Déterminer I'en-
semble des valeurs d’adhérences de la suite (X,,).

8. Soit (X, )n>2 une suite de variables aléatoires identiquement distribuées
telle qu’il existe a > 0 avec Eexp(a|X;]) < +oo.

Montrer que la série de terme général

n
Ty converge.
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9. Séries de Rademacher
Soit (an)n>1 une suite de réels positifs. Soit X,, une suite de variables
aléatoires indépendantes suivant la loi uniforme sur [—1, 1]. Déterminer
des conditions nécessaires et suffisantes pour avoir presque stirement
— convergence de la série de terme général a, X,
— absolue convergence de la série de terme général a, X,,.

10. Reprendre I'exercice précédent dans le cas ou les X,, sont des variables
aléatoires indépendantes suivant la loi normale N(0, 1).

11. Séries a termes positifs
Soit (X,),>1 une suite de variables aléatoires indépendantes a termes
positifs. Soit ¢ > 0 quelconque. Montrer que la série de terme général
X, converge si et seulement si les séries de termes général P(X,, > ¢)
et EX, I x, < convergent.

12. Soit (X,,)n>0 une suite de variables aléatoires indépendantes suivant la
loi uniforme sur [0, 27].
Montrer que le rayon de convergence de la série entiere

+o0
Z Z cos(Xp)z"
n=0

est presque sturement 1.

13. Séries de variables symétriques
Soit (X,,)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes symétriques.
Soit ¢ > 0 quelconque. Montrer que la série de terme général X,
converge si et seulement si les séries de termes général P(X, > c)
et Var[X,lix, <] convergent.

14. Reprendre 'exercice B. dans le cas ot les X, sont des variables aléatoires
indépendantes suivant de Cauchy C(0, 1).

15. Soit (X,,)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes identique-
ment distribuées. Montrez qu’il existe une suite (a,),>1 de réels non
nuls tels que la série de terme général a,, X,, converge presque stirement

16. Soit (X,,),>1 une suite de variables aléatoires de méme loi non dégénéré.
Soit (ay),>1 une suite réelle. On suppose que (a,X,),>1 tend presque
strement vers zéro. Montrer que (a,),>1 tend vers zéro.



Chapitre 2

Vecteurs gaussiens

2.1 Quelques rappels sur la matrice de cova-
riance

Si X = (Xy,...,X,) est un vecteur aléatoire dont toutes les composantes
admettent un moment d’ordre deux, on convient de dire que le vecteur a un
moment d’ordre deux et on appelle matrice de covariance de X la matrice
n x n dont les coefficients sont (Covar(X;, X;))1<ij<n-

Théoréeme 8. Si X = (X1,...,X,,) est un vecteur aléatoire admettant un
moment d’ordre deux , la matrice de covariance de X est la matrice dans la
base canonique de l’application bilinéaire positive

R"xR" — R
(a,b) +— Covar({(X,a),(X,0b))

C’est une matrice symétrique positive.

Démonstration. A X fixé, lapplication X (X,a) est une application
linéaire. Comme on a déja montré que Covar était une forme bilinéaire
symétrique positive, il s’ensuit que 'application considérée ici est une forme
bilinéaire symétrique positive. Cette application envoie le couple (e;,e;) sur
Covar((X, e;), (X, e;)) = Covar(X;, X;). La matrice d'une forme bilinéaire
symétrique positive est une matrice symétrique positive. [

Théoreme 9. Soit X = (X,...,X,,) est un vecteur aléatoire admettant un
moment d’ordre deux et de matrice de covariance Cx et d’espérance myx.
Soit A une application linéaire de R™ dans RP, et b un vecteur de RP. Alors
Y = AX+c admet Cy = ACx A* comme matrice de covariance et [’espérance
de Y vaut Amx + c.

13
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Démonstration.

]E}/z = E( Z ainXk—f—Ci)
k=1

n

= Z ai,kEXk + C;
1

n
= > apmp+c
=1

= (Am+ ¢);

Covar((Y,a),(Y,b)) = ECovar((AX + c,a), (AX +¢,b))
= Covar((AX, a), (AX,D))
= Covar({X, A*a), (X, A*D))
= (CxAa, A™D)
(ACx A%a,b)

]

Définition: On dit qu'un vecteur aléatoire X € R? est gaussien si pour tout
a € R? la variable aléatoire (X, a) est gaussienne .

2.2 Image affine d’un vecteur gaussien

Théoreme 10. L’image d’un vecteur gaussien X d’espérance mx et de
matrice de covariance Cx par une application affine x — Ax + b est un

vecteur gaussien d’espérance my = Amx + b et de matrice de covariance
CY == ACXA*

Démonstration. On pose Y = AX + b. Soit a € RL (Y,a) = (AX,a) +
(b,a) = (X, A*a) + (b,a). Comme X est un vecteur gaussien (X, A*a) est
une variable aléatoire gaussienne. Quand on ajoute une constante a variable
aléatoire gaussienne, on obtient une variable aléatoire gaussienne. Ainsi, pour
tout A, (Y, a) est une variable aléatoire gaussienne, donc Y est un vecteur
gaussien. L’expression de l'espérance et de la covariance est une conséquence
du théoreme H. O

Corollaire 2. Si X = (X, ..., Xy) est gaussien, alors pour tout I € {1,...,d},
le vecteur (X;)ie; est gaussien
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Démonstration. (X;)ie; est 'image de X = (Xj,...,Xy) par Papplication
linéaire

(xi>i€{1,...,d} = (%)ieD

2.3 Exemple fondamental

Théoreme 11. Soit X1, ..., Xy d variables aléatoires gaussiennes indépendantes.
Alors X = (X1,...,Xy) est un vecteur gaussien.

Démonstration. Pour k € {1,...d}, on pose Sj = Zle axXj;. On montre
par récurrence sur k que S, est une variable aléatoire gaussienne. Pour k = 1,
S1 = a1 X7 : quand on multiplie une variable gaussienne par une constante,
on a une variable aléatoire gaussienne. Supposons acquis que Sj est gaus-
sienne : on a Sii1 = Sk + arr1Xkr1. agr1Xkr1 est une variable gaussienne
indépendante de Sy, car Sy est o(X7, ... X)-mesurable. Or, on sait que la
somme de deux variables aléatoires gaussiennes indépendantes est une va-
riable aléatoire gaussienne, donc Sy est une variable aléatoire gaussienne.

Comme (X, a) = S; quel que soit a , on en déduit que X est un vecteur
gaussien. O

2.4 Lois gaussiennes

Théoréme 12. Soit C' une matrice symétrique positive d x d et m € RY.
Alors, on peut construire un vecteur gaussien admettant m comme espérance
et C' comme matrice de covariance.

Démonstration. Comme C' est symétrique,on peut la diagonaliser avec une
matrice de passage orthogonale. Comme elle est positive, les valeurs propres
sont positives. Ainsi, on peut trouver une matrice O orthogonale et des réels
positifs A1, ..., A\g tels que

M O o e o0
0 X :

Ai-1 0
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Posons
VA0 0
0 V)
A=0 ' o
. /\d—l 0
0 R, 0 VN
et solent (X7,...,Xy) d variables aléatoires indépendantes suivant la loi

N(0,1) : lespérance de X est my = 0 sa matrice de covariance C'y = Idga.
D’apres le théoreme I, X est gaussien donc, d’apres le théoreme @, Y =

AX 4 m est un vecteur gaussien d’espérance A.0 +m = m et de covariance
ACx A* = AA* = C. O

Théoreme 13. Soit X et Y deuz vecteurs gaussiens ayant méme espérance
et méme matrice de covariance. Alors X et'Y ont méme loi.

Démonstration. Soit a € R?. On pose V = (X, a) et W = (Y, a). L’espérance
de V est (mx,a) et la covariance de V' est Covar((X,a), (X, a)) = (Cxa, a).
Comme X est gaussien, V est gaussienne, donc V'~ N ({mx,a), (Cxa,a)).
De méme W ~ N ((my,a),(Cya,a)). Comme mx = my et Cx = Cy, on
en déduit que V = (X,a) et W = (Y,a) ont méme loi. Ainsi, pour tout
a, on a Eexp(i(X,a)) = Eexp(i(Y,a)). X et Y ont donc méme fonction
caractéristique, or la fonction caractéristique caractérise la loi, donc X et Y
ont meéme loi. O

Définition: Soit m € R? et C une matrice d x d symétrique positive. On note
N(m,C) la loi commune & tous les vecteurs gaussiens admettant m comme
espérance et C' comme matrice de covariance.

La pertinence de cette définition est assurée par les théoremes 2 et [3

2.5 Lois gaussiennes et indépendance

Théoreme 14. Soit dy,...,d, n entiers positifs de somme d. Soit Cy,...C,

n matrices symétriques positives, et my,...my, n vecteurs C; étant de taille
d;. Alors
N<m17 Cl) ®N(m27 02) o ®N<mn7 Cn) = N(TTL, C)v
avec
ma Ci O 0
m=| : etC=1 o 0
My, 0o 0 C,
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Démonstration. Soit Y1, ...,Y, n vecteurs gaussiens indépendants, avec Y, ~
N(m;, C;). On va d’abord montrer que X = (Y7,...,Y},) est gaussien. Soit
a € R™. On peut écrire a = (ay,...,a,), avec a; de taille d;. On a

(X, a) = ki (e, ax).

Comme Y}, est gaussien, chaque variable aléatoire (Y, ax) est une variable
aléatoire gaussienne. Comme les Y}, sont indépendants, les variables aléatoires
(Y, ax) sont indépendantes. Or on sait qu’une somme de variables aléatoires
gaussiennes indépendantes est une variable aléatoire gaussienne, donc (X, a)
est une variable aléatoire gaussienne. Il s’ensuit que X est un vecteur gaus-
sien. L’expression de l’espérance et de la matrice de covariance ne pose
pas de probleme, puisque des variables aléatoires indépendantes ne sont pas

corrélées. O]
Théoreme 15. Soit dy,...,d, n entiers positifs de somme d. On suppose
que X = (X1,...,X,) est un vecteur gaussien dont la matrice de covariance

est diagonale par blocs :

cy 0 0
Cx = o . 0
0o o0 C

n

N )
Alors, si l'on pose Y1 = (X1,...,Xa,), Yo = (Xgya1, s Xagyady) 5, Y =
(Xdytdgtotdy 415 - -y Xdytdottd, ), les vecteurs Yi,...Y, sont des vecteurs
gaussiens indépendants.

Démonstration. On voit que X a méme espérance et méme matrice de co-
variance que le vecteur aléatoire considéré au théoreme précédent. Comme
X et le vecteur aléatoire considéré au théoreme précédent sont tous deux
gaussiens, ils ont tous deux la méme loi, donc la loi de X est N(my,C}) ®
N(mg, C3) -+ @ N(my,,C,), ce qui signifie que les Y; sont indépendants et
que pour tout i, on a Y; ~ N (m;, C;). O

En particulier, on a le corollaire suivant :
Corollaire 3. Si le vecteur gaussien X = (Xi,...,X4) a une matrice de

covariance dont tous les termes non-diagonaux sont nuls, alors Xq,..., Xy
sont des variables aléatoires indépendantes.
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2.6 Lois gaussiennes a densité

Théoréme 16. Soit C' une matrice symétrique définie positive et m € R<.
La loi sur RT N'(m,C) admet comme densité par rapport a la mesure de
Lebesgue la fonction

1 1 1
fm,C(y> = (27T)d/2 mexp(_i

(C Yy —m),y—m)).

Démonstration. On reprend les notations de la preuve du théoreme 2. On a
X ~N(0,1d) et Y ~ N (m,C). Par rapport au cas général, on gagne le fait
que C est définie positive, ce qui implique que les \; sont strictement positifs,
et donc que A est inversible. Comme X est composé de n variables aléatoires
indépendantes a densité, la densité de X est le produit des densités, soit

d 1 3 1

1
fX(I) = kl;ll mexp(_?) = (27T)d/2 eXp<_§<x7$>)'

D’apres le théoreme de C'-difféomorphisme, Y = AX +m admet comme
densité

1
det A

1 1

Pl (= m) = s Pl (A7 (= m), A7y = ).

Or

(A Ny —m), Ay —m)) = (A A (y—m),y—m)
(A" Ay —m),y —m)
= ((AA) Yy —m),y—m)
(

C 'y —m),y—m)

D’autre part, det C' = det AA* = (det A)?, donc det A = v/detC. On en
déduit que la densité de Y (c’est a dire de la loi de Y') est

L L ep(—o (O (y — m)y —m).

(2m)%2 \/det C 2

fm,C(y) =
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2.7 Fonction caractéristique des vecteurs gaus-
siens

Théoreme 17. En dimension quelconque, la fonction caractéristique de la
loi normale N'(m,C) est

x — exp(i(z, m) exp(—%(Caz, x))

Démonstration.
Eexp(i(X, 1)) = Eexp(iY) = ¢y (1),

ou Y = (X,t). comme X est gaussien de covariance C' et d’espérance m, Y
est gaussien de covariance (Cz,z) et d’espérance (x,m). On déduit donc le
résultat de la formule précédente. [

2.8 Théoreme de la limite centrale en dimen-
sion d

Théoreme 18. Soit X1,..., X, une suite i.i.d. de vecteurs aléatoires a va-
leurs dans R?. On suppose que E||X1]|*> < +00. On note alors m espérance
et C' la matrice des covariances. Alors

(X1 +...X,) —nm
Vn

En fait, le théoreme I8 peut étre vu comme une conséquence du théoreme B.

= N(0,C).

Lemme 1. Soit (X,,),>1 une suite de vecteurs aléatoires a valeurs dans R4
et X un vecteur aléatoire & valeurs dans R. Si pour tout a € R?, (X, a)
converge en loi vers (X, a), alors X,, converge en loi vers X.

Démonstration. Soit a € R On pose Y, = (X,,,a). On a
px,(a) = B¢ = Ee™ = oy, (1)

Par hypothese, Y,, converge en loi vers (X, a), donc ¢y, (1) converge vers

Ox,a)(l) = Ee!X) = px(a). Donc ¢y, (a) converge vers ¢x(a). Comme
c’est vrai pour tout a € R% le théoreme de Lévy nous dit que (X, )n>1
converge en loi vers X. O

On peut maintenant prouver le théoreme IR.
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Démonstration. Soit X un vecteur aléatoire suivant N (0, C). On pose
Sp=(X1+...Xy) —nm:Z(Xk—m).
k=1

D’apres le lemme précédent, il nous suffit de montrer que pour tout a € R?
(\S/—%, a) converge en loi vers (X, a).

Fixons a € R? et posons Y,, = (X,, — m,a) = a*(X,, — m). Les Y, sont
des variables aléatoires indépendantes qui suivent toutes la méme loi, la loi
image de Px, par z — (x —m,a) = a*(x —m). D’apres le théoréme 8, leur
espérance est 0 et leur variance a*Ca = (Ca, a). Ainsi, d’apres le théoreme B,
% converge en loi vers N (0, (Ca, a)).

n
Y,
Zk:l kE _ (=X a),
vn vn
et, encore d’apres le théoreme B, la loi de (X, a) est précisément N(0, (Ca, a)).
(\S/—%, a) converge donc en loi vers (X, a), ce qui acheve la preuve.

la suite
Mais

]

2.9 Exercices sur les vecteurs gaussiens

1. Soient U et V deux variables aléatoires gaussiennes centrées et f une
fonction croissante. Montrer que

E|UI* <EVI* = Ef(UI) <ELVI)

2. Soit X, Y deux variables aléatoires indépendantes suivant N (0, 1). On

pose
2X 2X
U= (ZX) et V = (ﬁy)
Montrer que U et V sont gaussiens centrés, puis que l'on a
E|U]z <E[V]3,
tandis que
E[U]3 > E[V]5.
Comparer avec le résultat de 'exercice précédent.

3. Soit X un vecteur gaussien centré de matrice de covariance C'. Montrer
que
E|| X5 = TrC.
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4. (a) Montrer qu’il existe un vecteur gaussien centré dont la matrice de
covariance est

5 0 3
C=10 6 0
3 0 2

(b) Soit X un tel vecteur. Déterminer

wp EIX)
a€R3 ||a||2

5. Montrer qu’on peut trouver des variables aléatoires X, X5, X3 telles
que pour tout ¢ € {1,2,3} X; ~ N(0,3) et que Covar(X;, X3) =
Covar(Xy, X3) = Covar(Xs, X3) = 1. Calculer la variance de X; +
2X5 + 3X;.

6. (a) Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant la loi
N(0,1). Calculer la matrice de covariance du couple (X, aX +5Y)

(b) Soit (Z,T) un vecteur gaussien centré, avec Var Z = 1. Montrer
qu’il existe a et [ tels que la matrice de covariance de (Z,T") soit

1 «
a o+ p2)°

En déduire que EZ?T? = 3a? + 3% = Var Z + 2 Covar(Z, T)?,
(c) Soit (Z,T) est un vecteur gaussien centré quelconque — on ne
suppose plus que Var Z = 1 —, montrer

EZ*T? = Var Z Var T + 2 Covar(Z, T)?.

(d) Soit (Z,T) un vecteur gaussien de matrice de covariance

2 1
1 5)°
Calculer EZ2T7.

(e) Soit X un vecteur gaussien centré de matrice de covariance C.
Montrer que
E||X|* = 2TxC*C + (TrC)>.
7. Soit X un vecteur gaussien dans R™ de loi N(0,C) et a est un réel
vérifiant o < p(C)~1, ot p(C) est le rayon spectral de C. Montrer que

« —
Bexp(SIXIB) = [0 - ar) 2,

1

ou les \; sont les valeurs propres de C'.
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8. (a) Soit X un vecteur gaussien dans R" de loi N(0,I,) et O une
matrice orthogonale. Montrer que Y = OX a la méme loi que X.

(b) On appelle loi du chi-deux a n degrés de liberté et on note x?(n)
la loi de || X||3. Montrer que x*(1) admet la densité

L e
T — e 2l (x
or 4 ()
En déduire que x%(n) est une loi a densité.

9. Soit A la matrice d’un projecteur orthogonal de rang r et X une variable
aléatoire suivant la loi N'(0, A). Montrer que || X3 suit la loi x*(r).

10. Soit X une variable aléatoire suivant la loi N'(0,1). Montrer que Y =
(=1Ytixi>1 X suit la loi (0, 1), mais que (X,Y) n’est pas gaussien.



Chapitre 3

Espérance conditionnelle

3.1 Motivation

Soient €2, F,P) un espace probabilisé; A, ..., Ay une partition de Q et
X une variable aléatoire intégrable sur Q, F,P). Soit A la tribu engendrée
par la partition {Ay,..., Ay}

On s’intéresse aux expressions de la forme EX1l4, ou A € A.

Tout d’abord, on va remarquer qu’il existe une correspondance entre A
et P({1,...,N} : tout élément A € A peut s’écrire

pour un certain B € P({1,...,N}).
On a alors

N
EXLy = EX Y licply,
i=1
N
= ) EliepXly,
=1

N
= ) liepEXIy,
=1

Maintenant posons



24 CHAPITRE 3. ESPERANCE CONDITIONNELLE

En remplacant dans la formule précédente, on obtient

N
EXly = ) liepEXly,

i=1

Mais N
EXIy,,
EXy = ‘El I, =EXT, .
Ai Z P(A;) A;

j=1 J

Il s’ensuit que pour tout A € A, on a

EXI, = EX'l4 (3.1)

Ce qui est intéressant ici, c’est que X’ a une propriété que X n’a pas en
général : en effet, X’ est A-mesurable (car c’est une combinaison linéaire
d’indicatrices d’éléments de A).

Si X’ est une variable aléatoire A-mesurable et telle que (BI) est vérifiée,
on dit que X’ est une espérance conditionnelle de X par rapport a la tribu
A.

Nous savons donc construire des espérances conditionnelles par rapport
a des tribus finies. Le but de ce chapitre est de traiter le cas général et de
donner les premieres propriétés de ces objets.

3.2 construction

Lemme 2. Soient X' et Y' des variables aléatoires intégrables et mesurables
par rapport a une tribu A. On suppose que pour tout A € A, on a

EX'L, < EY'L, (3.2)
alors X' <Y' P presque surement.
Démonstration. On pose A ={X’'>Y’} On a

EXTy <EY'l4.

Ainsi E(X' —Y")ly < 0. Mais (X' —Y")ll4 est positive, donc (X' —Y")llu =0
presque surement. Ainsi P({X' =Y’} U A°) = 1, d’ou P(A°) = 1. O

Ainsi, si X’ et Y’ sont des espérances conditionnelles de X et Y par
rapport a la méme tribu, on voit que X <Y presque sturement entraine que
X' <Y’ presque surement.
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Cela a deux conséquences faciles, mais importantes : d’une part, on voit
que l'espérance conditionnelle est unique, a un négligeable pres. D’autre
part, on voit que l'espérance conditionnelle préserve 'ordre, en particulier
I'espérance conditionnelle d’une variable (presque stirement) positive est (presque
stirement) positive.

Soit (€2, F,P) un espace probabilisé ; A une sous-tribu de F. Notons V; =
LYQ, F,P), Vo = L*(Q, F,P) et H=L*(Q, A P).

Ici, il convient de noter que les éléments V; et V5 sont des classes de
fonctions : LP(Q, F,P) est le quotient de LP(2, F,P) par la relation d’égalité
presque sure.

Ainsi V5 est un espace de Hilbert dont H est un sous-espace fermé.

On a

Ve eV, Ex=(z,1),

out 1 représente la classe de la fonction constante égale a 1.
Notons P la projection orthogonale de V5 sur H : par définition on a

VieWvge H (f—Pf,g) =0.
En particulier si A € A, 14 € H, et donc

VieVa (f—Pfla) =0, (3.3)
soit (f,1a) = (Pf,14), soit

Eflly =EPfly.

En particulier

Ef = EPJ. (3.4)

L’équation (B33) dit que Pf est un bon candidat pour étre 1'espérance
conditionnelle. Les propriétés de positivité évoquées plus haut sont également
vérifiées, mais il faut étre un peu soigneux car I'on travaille ici avec des classes
de fonctions égales presque partout, non avec des fonctions.

Rappelons quelques propriétés simples : si F' et GG sont deux fonctions
mesurables qui sont égales presque partout, alors pour tout borélien A les
ensembles F71(A) = {F € A} et G7}(A) = {G € A} sont égaux & un
négligeable pres : cela signifie que

P(F~L(A)AG(A)) = 0.

En effet
{F e A}A{G € A} C {F # G},
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donc P({F € A}A{G € A}) <P(F # G) = 0. Ainsi

Mpeay —Lgeay| = Yrpeayaqeeay =0 Pps.

ce qui signifie que Ijpeay et Ligeay ont la méme classe dans LP (avec p quel-
conque).

Ainsi, si f € LP, il est licite de noter I 4y la classe de l'indicatrice de
{F € A}, ou F est un représentant quelconque de la classe f.

On peut ainsi parler des éléments positifs de LP : ce sont les éléments f
qui sont la classe d’une fonction positive.

Pour tout f € LP,ona f = f.1 = f(lyso+L—o+1j<0) = fys0+1fp) =
fr—f,ou ft = flyget [~ =—flyo. Il est facile de voir que f+ = fly
et [T = S0

Démontrons maintenant ’analogue du lemme BT : si f est un élément
positif de L?, on a

IE‘:'](]IPf<0 = IE':fPﬂIPf<O

Mais fllps<o est une classe de fonctions positives, donc Efllps.o > 0, tandis
que Pflpsoo est une classe de fonctions négatives, donc EP fllproo < 0,
finalement Pflps;g = 0, soit (Pf)~ = 0, ce qui signifie que Pf est un
élément positif.

Soit maintenant f € L? :

Par linéarité, on a Pf = Pf* — Pf~, d’ou

IPflle < NPfTIh+[1Pf [k

Mais P f* est positive, donc ||PfT||y = EPf*. En utilisant (84), il vient
que |Pf*|ly = Ef*. De la méme maniere ||Pf~||; = Ef~. Finalement, on a

IPfll < Eff+Ef" =E[f[=fl

Ainsi, P prend ses valeurs dans H N V; = LY(Q, A,P) et définit une
application linéaire continue de (Va,||.|];) dans (LY($2,A,P),|.]|1). Comme
V5 est une partie dense de Vi, 'application P admet un unique prolongement
linéaire continu P de (V4,]].||;) dans (L'(Q, A, P), ||.||1).

Ce prolongement a la méme norme d’opérateur :

vie L' |IPfli <IIflh
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Par ailleurs, I'ensemble des (classes de) fonctions positives est fermé dans
L', donc la propriété de positivité est conservée par P :

VieL f>0= Pf>0

et
Vf,ge L, f>g= Pf>Py.

Cet opérateur P est l'opérateur d’espérance conditionnelle sachant la
tribu A.

Vérifions d’abord que P vérifie les propriétés fondamentales requises : P f
est A-mesurable et pour toute fonction f F-mesurable dans L', pour tout ¢
A-mesurable dans L,

Egf = EgPf (3.5)

Preuve : pour f dans L, posons ¢,(f) = Egf et v,(f) = EgPf. On a
9/ < llgllcel f1, A0t [og(f)] < [Ifllool[ 11 Par ailleurs

[¥e(H)l = 0o(PHI < N fllocll P < N FlloclLf 1

Ainsi ¢, et 1, sont deux formes linéaires continues sur Vi. Comme elles
coincident sur V5 qui est dense dans Vi, elles coincident.

Pour tout f € Vi, on notera désormais E[f|A] = Pf.

On remarquera que telle que nous l'avons défini, 'objet E[f|.A] n’est pas
une variable aléatoire, mais une classe de variable aléatoires. En réalité, faire
la confusion entre les deux objets est sans risque puisqu’on ne s’intéresse
jamais aux valeurs en un w particulier, mais seulement aux intégrales sur un
ensemble mesurable, intégrales qui ne dépendent pas du représentant choisi.

3.2.1 Propriétés

D’apres le lemme B, on voit donc que les propriétés :Y A-mesurable et

entrainent que Y = E[X|.A].

Ainsi, si X est A-mesurable, on a évidemment E[X|A] = X. En particu-
lier, les fonctions constantes étant mesurables par rapport a n’importe quelle
tribu, on a pour tout réel ¢ E[c|A] = c.

Rappelons avec les nouvelles écritures quelques propriétés établies : on
suppose que X et Y sont intégrables et que a et b sont des constantes réelles :

— ElaX + 0Y|A] = aE[X|A] + DE[Y | A]

- X <Y ps. = E[X|A] <E[Y|A] ps.
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-~ X >0ps. = E[X|A] >0 p.s.

— SiY est bornée et A-mesurable, alors EXY = E[E[X|A]Y].
Et voici quelques conséquences dont la preuve ne devrait pas laisser de
grandes difficultés au lecteur :

- EE[X|A] =EX

- E[E[X]A]|A] = E[X|A]

- |E[X]A]| < E[|X] [A]

Un peu plus compliqué, le théoreme de convergence dominée condition-
nel :

Théoréme 19. Soit (X,,),>1 une suite de variables aléatoires convergeant
presque surement vers X. On suppose que

Vn > 11X, <Yp.s,
ou'Y est une variable aléatoire intégrable. Alors

E[X|A] = lim E[X,|A]p.s.
n—-+oo

Démonstration. Posons Z,, = supys,, | Xn—X|. (Z,)n>1 est une suite décroissante
de variables aléatoires qui tend presque strement vers zéro. D’apres la po-
sitivité de l'espérange conditionnelle, la suite E[Z,|A] est donc une suite
décroissante de variables aléatoires positives : elle converge donc vers une
variable aléatoire positive Z. Pour tout n > 1, on a Z < Z,, donc EZ <
EZ,. Ainsi EZ < inf,>; EZ,, mais pour tout n |Z,| < 2Y, donc d’apres
le théoreme de convergence dominée EZ, tend vers 0, ce qui montre que
EZ = 0, donc Z est presque strement nulle. Ainsi E[Z,|A] tend presque
stirement vers 0. Finalement, pour tout n, on a

[E[X[A] - E[X,,|A]l = [E[X - X,|A]l
< E[IX - X, |4
< E[Z.]A4],
ce qui entraine donc le résultat voulu. O

On en déduit en particulier le résultat tres important suivant :

Théoréme 20. Si Y est A-mesurable, que X et XY sont intégrables, alors
E[XY|A] = YE[X|A]

Démonstration. On va d’abord s’intéresser au cas ou Y est borné. Pour mon-
trer que YE[X]|A] est une version de 'espérance conditionnelle de XY sa-
chant A, il suffit de montrer
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— que YE[X|A] est A-mesurable

— que pour toute fonction Z A-mesurable bornée, on a EZ XY = EZYE[X|A].
Le premier point est clair, car YE[X|A] est le produit de deux fonctions
A-mesurables. Le deuxieme point provient du fait que ZY est une fonction
A-mesurable bornée et de la propriété fondamentale de 'espérance condi-
tionnelle.

Pour passer au cas général, il suffit de poser Y,, = Yy |<,. D’apres ce qui
précede, on sait que pour tout n, on a

E[XY,|A] = Y,E[X|A.

XY, converge presque siirement vers XY et |XY,| < |XY]. D’apres le
théoreme de convergence dominée conditionnel, E[XY,,|.A] converge presque
strement vers E[XY|A]. Comme Y,, converge presque sirement vers Y, on a
finalement

E[XY|A] = YE[X|A].
L]

On va terminer cette section par quelques propriétés simples, mais utiles
liées a la mesurabilité.

Théoreme 21. Soit X une variable aléatoire intégrable, A et B deuz tribus
avec A C B. Alors
E[E[X|B]|A] = E[X|A].

Démonstration. Posons X' = E[E[X|B]|A]. Soit Y une variable aléatoire
bornée A-mesurable. Y est A-mesurable, donc YE[E[X |B]|A] = E[YE[X|B]|A].
Par ailleurs, Y est B-mesurable, donc YE[X|B] = EXY|B, d'ou EY X’ =
E[EXY|B] = EXY. Ainsi, pour tout Y A-mesurable bornée, on a EY X' =
EY X. Comme X' est A-mesurable, cela montre bien que X' = E[X|A]. O

Théoréme 22. On suppose que A et B sont deuz tribus indépendantes sous
P. Alors, pour toute variable aléatoire intégrable X B-mesurable, on a

E[X|A] = EX.
Démonstration. Soit Y une variable aléatoire bornée A-mesurable.
E[YEX] =EYEX = EY X.

Comme la variable constante EX est a I’évidence A-mesurable, cela acheve
la preuve. [

Le résultat suivant peut également parfois étre utile :



30 CHAPITRE 3. ESPERANCE CONDITIONNELLE

Théoreme 23. Si X est une variable intégrable, A et B des tribus telles que
B est indépendante de o(o(X),.A), alors

E[X|o(A, B)] = E[X| A

Démonstration. Par linéarité, en écrivant X = X — X~ on peut se ramener
au cas ou X est positive. Comme Y = E[X|A] est (A, B)-mesurable, il suffit
de montrer que 'on a E[loX] = E[lcY] pour tout C € o(A,B). Comme
C— E[lcX] et C — E[lcY] sont des mesures finies, il suffit de les identifier
sur un m-systeme qui engendre o (A, B) : on prend naturellement les ensemble
de la forme C = AN B, avec A € A et B € B. Et, en effet, on a

EfloY] = EfiilyY]
— Efig|E[l,Y]
= E[lp]E[l4X]

ce qui conclut la preuve. O

3.2.2 Inégalité de Jensen

Théoreme 24. Soit X une variable aléatoire intégrable a valeurs dans ['in-
tervalle I. Soit f une fonction continue convexe de I dans R. On suppose
que f(X) est intégrable. Alors, pour toute tribu A, on a

fE[X]A]) < E[f(X)]A].

Démonstration. Pour donner du sens a l'inégalité, remarquons d’abord que
E[X|A] € I presque stirement. En effet, il est bien connu si X > a presque
strement, on a alors E[X|A] > a presque surement. Cependant, on va voir
que si X > a presque strement, on a encore E[X|A] > a presque strement.

Par linéarité,on se ramene au cas ot a = 0. On suppose donc que X > 0
et on pose Y = E[X|A]. On sait déja que Y > 0 presque strement. Reste
a montrer P(Y = 0) = 0. Comme 'événement {Y = 0} est .A-mesurable,
on a Ellyy—yX| = E[lfy—qY] = 0, donc Iyy_ X = 0 presque siirement.
Comme X > 0 presque stirement, on a lijy_gy = 0 presque stirement, donc
P(Y =0)=0.

Soit ® une famille dénombrable de fonctions affines ¢ telles que

Veel ox) < f(x).
Soit ¢ € ®. On a presque sturement

(X)) < f(X).
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On a donc E[p(X)|A] < E[f(X)|A]. Mais comme ¢ est une fonction affine,
E[p(X)[A] = o(E[X]|A]). Ainsi,

Voe @ o(E[X|A]) <E[f(X)]A]
Comme & est dénombrable, on a alors

sup p(E[X|A]) < E[f(X)|A].

ped

Il reste donc a démontrer que la famille peut étre choisie de telle sorte que,
presque strement, au point x = E[X|A], on ait sup{p(z);¢ € ®} = f(z)
En tout point rationnel ¢ de I, on considere 'application affine ¢, tan-
gente a droite (ou a gauche) au point ¢ a la courbe représentative de f.
On prend alors ® = (¢,)4erng- L'application x +— sup g4 () est convexe,
continue, et coincide avec f sur I N Q, donc, par densité et continuité, sur
I. O

Exercice : une grosse erreur est cachée dans cette preuve. La trouverez-
vous 7
Pour retenir quel est le sens de 1’égalité, prendre la fonction convexe

p(z) = ||

3.2.3 Espérance conditionnelle sachant une variable (ou
un vecteur) aléatoire

Soient A est un événement, A une tribu.

On note fréquemment P(A[A) = E[ll4|.A].

SiY, X, Xy,..., X, sont des variables aléatoires (ou des vecteurs aléatoires),
on note fréquemment

E[Y|X] pour E[Y |o(X)], et encore E[Y | X, ..., X, ]| pour E[Y|o(X, ..., X,)].

Par ailleurs, si X est une variable aléatoire (ou un vecteur aléatoire), il
est bien évident que E[Y'|X] est o(X)-mesurable. Alors, d’apres le lemme de
Doob, il existe une application mesurable f telle que

E[Y[X] = f(X) (3.7)

On écrit souvent E[Y|X = x| = f(z) pour signifier que 'application f
vérifie I’équation (B77). Bien sur, il s’agit d'un abus d’écriture car la propriété
est une propriété globale de la fonction, qui n’a pas de sens point par point,
puisqu’en général (par exemple si la loi de X est a densité) 1'événement
{X =z} est de probabilité nulle.
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Théoreme 25. Soit X et Y deur vecteurs aléatoires indépendants, res-
pectivement a valeurs dans R™ et RP. Soit g une application de R™ x RP
dans R. On suppose que g(X,Y) est une variable aléatoire intégrable. Alors
E[g(X,Y)|X] = G(X), avec

G(z) = /g(x,y)le’y(y) =Eg(z,Y).

Autrement dit, E[g(X,Y)|X = z| = E[g(z,Y)].

Démonstration. D’abord, il faut vérifier que G est défini Py presque partout.
Pour cela, il faut montrer que pour Px presque tout z : [ |g(z, y)|dPy (y) <
~+00. Pour cela, il suffit de montrer que

/(/\g(x,y)ldpy(y)) AP (z) < +00,

ce qui découle facilement du théoreme de Tonelli et de I'intégrabilité de g(z, y)
sous Py ® Py.
Soit maintenant A un borélien de R" :

El (X)G(X) = /]lA(a;)G(x)dIPX(x)

— /IIA(:c) (/g(m,y)dpy(y)> dPy (z)

— /ﬂA(x)g(a:,y)d(IPx ® Py)(z,y)

— [Py ey
— EL(X)g(X.Y)
Bien str G(X) est o(X)-mesurable, ce qui achéve la preuve. O
Dans le méme ordre d’idée, le résultat suivant peut également étre utile :

Théoreme 26. On suppose que les vecteurs (X,Y) et (X', Y") a valeurs dans
R™ x R? ont méme loi, que Y est intégrable avec E[Y |X]| = f(X). Alors

E[Y|X"] = f(X7).

Démonstration. Bien sur, f(X') est o(X’)-mesurable. Il suffit donc de faire
la vérification :

Ela(X")Y'] E[la(X)Y] car (X,Y) et (X', Y’) ont méme loi
= E[l4(X)f(X)] par définition de l'espérance conditionnelle
!/

= E[lis(X")f(X")] car X et X' ont méme loi,
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ce qui donne le résultat voulu. [

3.3 Exercices sur ’espérance conditionnelle

1.

Soient X et Y deux variables aléatoires intégrables indépendantes. Cal-
culer E[(1+ X)(1+Y)|X].

Soient X1, ..., X, des variables aléatoires indépendantes identiquement
distribuées admettant un moment d’ordre 1. Calculer

E[X|(X) + Xz + ... X,)].

Soient X et Y indépendantes, avec X ~ B(n,p) et Y ~ B(n',p). Cal-
culer E[X|X + Y]

— par un calcul direct

— en utilisant le résultat de I'exercice précédent.

. Soient X1, ..., X, des variables aléatoires indépendantes suivant la loi

uniforme sur [0, 1]. On note X (1),..., X(n) les abscisses réordonnées de
la plus petite a la plus grande. On pose

M, =max(X(i+1)—X(i);1<i<n-—1).

Le but de I'exercice est de montrer que EM,, = O(®22).

(a) Montrer que pour toute variable aléatoire réelle X a valeurs dans
[0, 1] et tout h réel positif, on a

EX <h+P(X > h).

(b) Pouri e {1,...,n}, on note
<j<ni#j

Montrer que

My hy= O Aih).

(c) On pose
Y;(h) = 1 Tyx, x4 npe (X5)-

VE)

Montrer que Iy, (h) < Igx,<1-nyY;i(h).
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(d) Montrer que
E[Y;(h)|X;] = max(X;,1 — h)"

(e) En déduire que P(A;(h)) < (1 — h)™.
(f) Conclure.
5. (a) Soit X une variable aléatoire intégrable, N une variable aléatoire

a valeurs dans N. Soit Y une variable aléatoire intégrable o(N)-
mesurable.

Montrer que Y est une version de E[X|N] si et seulement si pour
tout entier n € N Elyn_,nY = Elljy—_,,3 X

(b) Soit (X,)n>0 une suite de variables aléatoires indépendantes sui-
vant la loi de Bernoulli de parametre q. On suppose que 1 + T
suit la loi géométrique de parametre p et que 1" est indépendante
de o((Xg)k>1). On pose U = X1 + Xo+ -+ - + Xr (avec U = 0 si
T = 0). Calculer E[U|T].

6. On reprends 1'énoncé du (b) de lexercice précédent. Déterminer des
réels a et § tels que E[T|U] = aU + f.

7. On suppose que la loi du couple (X, Y") sous P admet la densité (z,y) —
f(x,y) par rapport a la mesure p ® v. Montrer que

Jxf(z,y)du(x)
J flz,y)du(z)

(On commencera par élucider les abus de langage de 1’énoncé).

E[X]Y =y =

Montrer que pour toute fonction ¢ mesurable telle que p(X) est intégrable,

e [o(@)f(z,y)du(x)
ffxwdw)

8. Soient X et Y deux variables aléatoires a valeurs dans un ensemble
dénombrable D. Montrer que pour toute fonction ¢ bornée, et pour
tout i € D avec P(X =1i) > 0, on a

Elp(Y)|X =] = Y P(Y = j|X =i)e(j).

Jje€D

Elp(X))Y =y] =

9. Soit
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(a)

(b)
10. Soit

Montrer qu’on peut construire un vecteur gaussien centré (X, Y, Z)
admettant M comme matrice de covariance.

Calculer E[XY, Z].

3
0
2

M =

= N O

2
1
2

Montrer qu’on peut construire un vecteur gaussien centré (X, Y, Z)
admettant M comme matrice de covariance.

Calculer E[XY, Z].

) Soit ¢ une fonction mesurable bornée telle que p(X) est intégrable.

Montrer que

E[p(X)[Y =y, 2 = 2] = / (@) fyx () dA(2).

ol f,.. est la densité de la loi normale N'(—2y + 32,0?), olt

P=(M =(1,%,-2).
o = (Mwv,v) avec v (,3, 3)
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Chapitre 4

Martingales

4.1 Deéfinitions

Soit (€2, F, P) un espace probabilisé.
Définition: On appelle filtration toute suite croissante (F,),>o de sous-
tribus de F.
Définition: Soit (X,,),>0 une suite de variables aléatoires et (F,)n>o une
filtration. On dit que la suite (X,,),>0 est (Fn)n>0 adaptée si pour tout n,
X,, est F,,-mesurable.
Définition: Soit (X,),>0 une suite de variables aléatoires. On appelle fil-
tration naturelle adaptée a la suite (X,,),>o la filtration définie par F,, =
O'(Xo, Xl, PN Xn)
Définition: Soit (F,),>o une filtration et (X,),>0 une suite de variables
aléatoires. On dit que la suite (X,,),>0 est une martingale adaptée a la filtra-
tion (F;,)n>0 si

L. la suite (X,,)n>0 est (Fyn)n>0 adaptée

2. Pour tout n, X, est intégrable.

3. Pour tout n, X,, = E[X,+1|Fy).
Exemples:

1. Soit (F,)n>0 une filtration, X une variable aléatoire intégrable. La suite
définie par X,, = E[X|F,] est une martingale
2. Soit (X,),>1 une suite de variables aléatoires indépendantes centrées.
On pose pour tout n > 1: F, = o(Xq,... X,) et S, = X1+ Xo+... X,,.
Alors, (S,)n>1 est une martingale adaptée a la filtration (F,)n>1.
Remarque: Une martingale est toujours adaptée a sa filtration naturelle.

Remarque: Si X,, est une martingale adaptée a la filtration (F,)n>0, la
suite Y,, définie par Y,, = X,, — X,y vérifie pour tout n > 1 E[Y,,|F,,_1] = 0.

37
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Réciproquement, si la suite (Y,),>1 est adaptée a la filtration (F,),>0, la
suite des sommes partielles définie par X,, = Y; +- - - +Y,, est une martingale
adaptée a la filtration (F,,).>0.

Définition: On appelle une telle suite (Y;,) une différence de martingale.

Remarque: Si la suite de différences de martingale (Y;,),>; est dans I? la
variable Y,, est orthogonale a toutes les variables Z de carré intégrable qui
sont F,_i-mesurables. En particulier, les (Y},),>1 forment une suite orthogo-
nale dans L2

Définition: Soit (F,),>¢ une filtration et (X,),>0 une suite de variables
aléatoires. On dit que la suite (X,,),>0 est une sous-martingale adaptée a la
filtration (F,),>0 si

1. la suite (X,,)n>0 est (F,)n>0 adaptée
2. Pour tout n, X,, est intégrable.
3. Pour tout n, X,, < E[X,11|Fn).

Définition: Soit (F,),>o une filtration et (X,,),>0 une suite de variables
aléatoires. On dit que la suite (X,),>0 est une surmartingale adaptée a la
filtration (F,),>0 si

1. la suite (X,,)n>0 est (F)n>0 adaptée

2. Pour tout n, X,, est intégrable.

3. Pour tout n, X,, > E[X,,11|F].

Proposition 1. Soit (X,,)n,>0 une suite de variables aléatoires intégrables.
La suite (EX,)n>0 est

— décroissante si la suite (X,)n>0 est une surmartingale.

— croissante si la suite (X,,)n>0 est une sous-martingale.

— constante si la suite (X,,)n>0 est une martingale.

Démonstration. On va juste prouver la premiere assertion. Pour tout n, on
a X, > E[X, 1| Fn].
En prenant 'espérance, on a E[X,,| > E[E[X,, 11| F.]] = E[X,41]. O

4.2 Premieres inégalités

4.2.1 Martingales et fonctions convexes

Théoreme 1. Soit (F,)n>0 une filtration et ¢ une fonction conveze.
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- Si la suite (X,,)n>0 est une martingale adaptée a la filtration (F,)n>o
que les ((Xn))n>0 sont intégrables, alors la suite la suite (p(X, ))
est une sous-martingale adaptée a la filtration (F,)n>0-

— Sila suite (X,,)n>0 est une sous-martingale adaptée a la filtration (Fy)n>o,
que p est croissante et que les (p(X,))n>0 sont intégrables, alors la suite
(0(Xn))n>o est une sous-martingale adaptée a la filtration (Fy,)n>o-

Démonstration. — Comme X, = E[X,,1|F,.], onao(X,) = p(E[X,41|F]) <
E[o(X,11)|Fn], d’apres l'inégalité de Jensen conditionnelle.
- X, < E[X,41|F,] entraine, avec I'hypotheése de croissance p(X,) <

©(E[X,,11]|Fn]) et on conclut comme précédemment avec 'inégalité de
Jensen conditionnelle.

]

Exemple: En particulier, si une suite (X,,),>0 de variables aléatoires posi-
tives est une sous-martingale de carré intégrable, alors la suite (X?2),>q est
une sous-martingale.

4.2.2 Inégalité de Kolmogorov

Théoreme 2. Soit (X,,)n,>0 une sous-martingale. Pour tout o > 0, on a

P(max X; > «a) < E|X|

1<i<n
Démonstration. Notons 7 = inf{i > 1; X; > a}. Il est clair que

{1n<1;a<>;X >a} = {1 <n}.

Soit k entre 1 et n : I'événement 7 = k est Fp-mesurable, donc d’apres la
propriété de sous-martingale, on a

EXolr—ky] = B B[Xollir—py| Fi] = B lropy B[ X0 [ Fi] = E llrgy Xi.
Mais g,y Xj, > allf;—iy. Ainsi, en intégrant, on obtient
E Xl —py] > aP(T = k).
En faisant la somme pour k variant de 1 a n, on obtient
E[Xulir<ny] > aP(r < n).
Si (X,)n>1 est une sous-martingale positive, on a fini, car alors

EX, > E[X,l;<n] > aP(1 < n).
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Sinon, comme (X;),>1 est une sous-martingale positive, on peut lui appli-
quer le résultat que I'on vient de démontrer, et ’on a

1 1
P(max X; > a) = P(max X;" > a) < —EX,’ < —E|X,|,
a a

1<i<n 1<i<n

ce qui donne le résultat voulu. O]

4.3 Convergence des martingales de carré intégrable

Théoreme 3. Soit (X,,),>0 une martingale adaptée a la filtration (Fy)n>1
telle que

supEX? < +o0.

n>1
Alors (X,)n>0 converge presque surement et dans L? vers une variable X,
de carré intégrable.

Démonstration. La convergence quadratique s’obtient par des méthodes hil-
bertiennes classiques : comme L? est complet, il suffit en effet de montrer que
la suite (X,),>0 est de Cauchy. Soit p < n entiers. Comme X, est dans L?,
on sait que E[X,,|F,| = X, est le projeté orthogonal de X,, sur le sous-espace
des variables JF,-mesurables. Ainsi, on peut écrire I'identité de Pythagore :

IXll3 = 1X5 115 + 11 X0 — X513,

ou encore
EX? =EX] +E(X, — X,)>.

Il est alors clair que la suite (EX?),>; est croissante : elle converge donc
vers a = sup,~; EX? que nous avons supposé fini. Soit € > 0 et N tel que
a>EX2>a—e?pour n > N. Alors, pour n,p > N, on a || X, — X, |2 <,
ce qui contre bien que la suite est de Cauchy, et donc convergente.

On va maintenant montrer la convergence presque siire. Pour cela, on va
montrer que la suite (X,,),>1 est presque strement de Cauchy, c’est a dire que
Ry, = sup; ;»,, | X;— X;| tend presque stirement vers 0. Comme la suite (R, )n>
est monotone décroissante, il suffit de montrer qu’elle admet une sous-suite
qui converge presque surement vers 0. Pour démontrer que (R,),> admet
une sous-suite qui converge presque strement vers zéro, il suffit (voir le cours
de licence) de montrer que R,, converge en probabilité vers 0.

Soit donc € > 0. On a
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Ainsi

P(R,>¢) < P(sup|X,—Xi| >¢/2)

>n

< P(sup|X, — X;| >¢/3).

o i>n
D’apres le théoreme de continuité séquentielle croissante, on a

P(sup | X,, — X;| > ¢/3) = sup P( sup |X, —X;| >¢/3).

>n N>n n<i<N

La suite (X,, — X;),>; est une martingale, donc la suite ((X, — X;)?),>;
est une sous-martingale positive : on a donc

9
P( sup |X, — Xi|* >¢£?/9) < gE(Xn - Xy)2

n<i<N
Ainsi 9
P(R, >¢) < - sup E(X,, — Xn)?,
E% N>n
cette derniere suite tend bien vers 0, puisque (X,,),>1 converge en moyenne

quadratique.
O

4.4 Temps d’arréts

On dit que variable aléatoire T" & valeurs dans N U {400} est un temps
d’arrét adapté a la filtration (F,,),>o si pour tout n € N, I'événement 7' < n
est F,,-mesurable.

Comme {7 = n} = {T < n}\{T < n — 1}, il sensuit que T' = n est
également F,-mesurable.

Exemple: Toute constante est un temps d’arrét adapté a toute filtration.

Démonstration. Si T est constant, {T" < n} ne peut valoir que Q ou &, et
est donc toujours dans F,,. [

Exemple: Si (X,,),>1 est une suite de variables aléatoires (F,,),>1-adaptée
a valeurs dans S et A un borélien de S, alors

Ty=inf{n > 1;X, € A}

est un temps d’arrét (F,),>1-adapté.
Preuve : {T4 <n} =Up_ {X; € A}.
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Définition: On dit qu'un événement A se produit avant 7' si pour tout n,
I'événement AN {T < n} est F,-mesurable.

Remarque: Si deux temps d’arréts S et T adaptés a la filtration (F,,),>0
vérifient S < T, alors tout événement qui se produit avant S se produit avant
T.

Démonstration. Soit A se produisant avant S. Comme S < T, on a {T <
n}NA=(AN{S <n})N{T <n}. Comme A se produit avant S, AN{S <
n} € F,. Par définition d'un temps d’arrét, {T" < n} € F,. On en déduit
que {T' < n}NAe€ F,. Comme n est quelconque, A se produit avant 7. [

Proposition 2. Soit T un temps d’arrét adapté a une filtration (F,)n>o-
L’ensemble Fr des événements qui se produisent avant T forme une tribu.

Démonstration. — Montrons que @ € Fr. Pour tout n, on a @ N {7 <

n} = @ € F,, car toute tribu contient & donc on a bien & € Fr.

— Soit A € Fr. Montrons que A¢ € Fr. Soit n entier. On a AN {T <
n} ={T < n}\(AN{T < n}). Les événements {T' < n} et AN{T < n}
sont tous deux F,-mesurables, donc A° N {T < n} est bien dans F,.
Comme n est quelconque, A® € Fr.

— Soit (A,)p>1 une suite d’éléments de Fp. Il faut montrer que A =
Up>14, € Fr Soit n entier. On a

AN{T < n} = Upi (4, N{T < n}),

A est réunion dénombrable d’éléments de F,,, donc A € F,,, et finale-
ment A € Fr.
m

Remarque: T est Fp mesurable.

Démonstration. 1l suffit de montrer que pour tout t € R {T' < t} € Fr. Soit
n € N : Si on note ¢ la partie entiere de ¢, on a

(T<tyN{T<n)={T<i}N{T <n}={T <iAn}€ Finn C Fu.
]

Théoréeme 4 (Théoreme de Hunt). Soit (F,,)n>0 une filtration et (X, )n>0
une sous-martingale adaptée a la filtration (Fy)n>o-
Soient S et T deuzx temps d’arréts (F,)n>0-adaptés bornés avec S < T.
Alors
E[Xr|Fs] > Xs.
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Démonstration. 11 s’agit de montrer que pour tout événement A Fs-mesurable,
on aEX7lly > EXll,. Soit M un entier déterministe tel que 'on ait S < T <
M. Posons Ay = X}, — Xj_1, avec X_; = 0. Notons, que comme (X,,) est une
sous-martingale Ellg Ay est positif pour tout ensemble B F_;-mesurable. On
a

E((Xr — Xs)la) = E() Adllscperlla)
k=0

M
= ) EAscr<ryna

k=0

Pour conclure, il reste donc & voir que {S < k < T} N A est Fj_j-mesurable,
ce qui vient de l'identité

{S<k<T}NA=({S<Ek-1}nA)NT <k-1)"

On en déduit facilement les deux résultats suivants :

Corollaire 4. Soit (F,,)n>0 une filtration et (X,,)n>0 une surmartingale adaptée
a la filtration (F,)n>o0-
Soient S et T' deux temps d’arréts (F,)n>o0-adaptés bornés avec S < T.
Alors
E[Xr|Fs] < Xs.

Corollaire 5. Soit (F,)n>0 une filtration et (X, )n>o0 une martingale adaptée
a la filtration (F,)n>o0-
Soient S et T' deux temps d’arréts (F,)n>o0-adaptés bornés avec S < T.
Alors
E[Xr|Fs| = Xs.

Théoréme 5 (Théoreme d’arrét). Soit (F,)n>0 une filtration et (X,)n>0

une sous-martingale adaptée a la filtration (Fy,)n>o0. Soit T un temps d’arrét

adapté a la filtration (F,,)n>o0. Alors la suite (Xpar)n>0 st une sous-martingale
adaptée a la filtration (Fp,)n>0-

Démonstration. Soit A un événement F,,-mesurable et n un entier. On a

ElaXmiyar = ElaXgioarlyr<ny + Bl X piarlirsny
= EXoarlalir<ny + EXpnarlalirsn)
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Pour 'instant, on a juste utilisé que quand T'< n,on a (n+ 1) AT =
T=nAT.

Montrons que AN{T > n} est F, r-mesurable : soit p un entier ; on doit
montrer que AN{T > n}N{n AT < p} est dans F,. Si n > p, l'intersection
est 'ensemble vide, donc est F,-mesurable. Sin < p, alors {n AT < p} =Q,
donc

An{T >n}n{n AT <p}=An{T >n} e F, CF,.

Ainsi, en appliquant le théoreme de Hunt aux temps d’arréts (n+ 1) AT
et n AT, on a

IE‘Xv(n—l—l)/\T]]-A]]-{T>n} > IEAXVn/\T]LA]]-{T>n}

D’ou

Ko X niiyar = EXparlalir<ny + EX g narlalirsn)
> EXynrlalir<ny + EXparlalirs,
Z IEAXVN/\T]lA

ce qui acheve la preuve.

On en déduit facilement les deux résultats suivants :

Corollaire 6. Soit (F,,)n>0 une filtration et (X,,),>0 une surmartingale adaptée
a la filtration (F,)n>0. Soit T un temps d’arrét adapté a la filtration (F,,)n>o-
Alors la suite (Xpar)n>0 est une surmartingale adaptée a la filtration (F,)n>o0-

Corollaire 7. Soit (F,,)n>0 une filtration et (X,)n,>o0 une martingale adaptée
a la filtration (F)n>o0. Soit T un temps d’arrét adapté a la filtration (Fy,)n>o-
Alors la suite (Xpar)n>0 est une martingale adaptée a la filtration (Fy,)n>o-

Remarque: Certains auteurs appellent < théoreme d’arrét »ce que nous
avons appelé < théoreme de Hunt ». En fait, ces deux résultats sont équivalents.
Ici, nous avons choisi de démontrer le théoreme de Hunt et d’en déduire le
théoreme d’arrét, tandis que d’autres auteurs (par exemple Baldi, Mazliak
et Priouret) font le choix inverse.

Les deux lemmes suivants seront utiles par la suite. Leur preuve releve
des méthodes classiques.

Lemme 3. Soit (F,)n>0 une filtration et (X,,),>0 une martingale adaptée a
la filtration (Fp)n>0. Soit T un temps d’arrét adapté a la filtration (Fy,)n>o-
Alors, la variable aléatoire Ny oy X7 est Fp-mesurable.



4.5. CONVERGENCE L' DES MARTINGALES 45

Démonstration. 11 suffit de voir que pour tout borélien de R, I’événement
I oy X7 € A} est Fp-mesurable. Soit n un entier : on a

{]]-{T<+oo}XT € A} N {T < n} = Uign{Xi S A; T = Z},
qui est bien F,-mesurable. [

Lemme 4. Soit (F,)n>0 une filtration et (A,)n>o0 une suite d’événement
adaptée a la filtration (F,)n>0. Soit T un temps d’arrét adapté a la filtration
(Fn)n>o0- Alors, la variable aléatoire S définie par

S(w) =1inf{n > T(w);w € A,}.
est un temps d’arrét.
Démonstration. 11 suffit de remarquer que pour tout n
{S <n} =Uic, Ai N {T < i},

qui est clairement JF,-mesurable. [

4.5 Convergence L' des martingales

4.5.1 Théoréeme des traversées montantes

Théoréme 6. Soit (X,,),>1 une sous-martingale a,b deuzx réels avec a < b.

On note U,[la’b] le nombre de traversées montantes de a a b entre les instants
1 et n. Alors, on a

_ )t
EU[a,b} < E<Xn Cl)
"7 b-a
Démonstration. Posons pourn > 1:Y, = % :comme |V, | < 7= (| X[+
la|) et que p(z) = % est croissante et convexe, (Y,),>1 est une sous-

martingale.
Posons 79 = 0, et pour k£ > 1

o = inf{n > m_1; X, < a}
et
7, = inf{n > ox; X,, > b}.

En utilisant le lemme B, on voit facilement par récurrence que les (oy) et les
(1) sont des temps d’arrét. D’autre part, par construction, on a 79 < o7 <
TlSUQS"'SUnSTn'



46 CHAPITRE 4. MARTINGALES

n

U7[za7b] = Z]]{Tkﬁn}'

k=1

Montrons que i, <n) < Yoar, — Yane, 1l y a trois cas possibles
— siop >n,alors 7, >n:ona

]]-{Tkgn} =0=Y,-Y, = Yn/\‘rk, - Yn/\ak-

—siop <71, <n,alorson a Y., =Y, >1tandis que Y,p,, =Y, =0,
de sorte que
]]-{‘rkgn} =1< Yn/\'rk - Yn/\ok~

—siop <n <7y, alors Yoa, =Y, > 0 tandis que Y,r,, = Y,, = 0, de
sorte que
]]-{Tkgn} =0< Yn/\‘rk - Yn/\ok-

On a donc

U»,[La’b} S Z Yn/\'rk - Yn/\ak~

k=1

On peut écrire

Yn _}/E) = YT An _YTO/\n

n

n
= E YTkAn - Ykal/\n
k=1

= Z(Ym/\n - Yak/\n) + (Yok/\n - Y:rk,l/\n)
k=1

Il s’ensuit que

Ut < Y, = Yo =) Yo — Yo
k=1

n
S Yn - E Yok/\n - YTk,l/\na
k=1
soit, en prenant ’espérance

EUM < EY, — ZE[Yok/\n = Yo inal-
k=1
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Mais o, An et 1,_1 An sont des temps d’arréts bornés avec 7,1 < 0. D’apres
le théoréeme de Hunt, on a donc, en réintégrant, E[Y,, an — Yo, an] > 0, d’ou

EUlY < EY,,

ce qui était le résultat voulu. [

4.5.2 Le théoreme de convergence de Doob

Théoréme 7. Soit (X,,),>1 une sous-martingale.
Si K = sup E[X ] < 400, alors la suite (X,,),>1 converge presque surement

vers une variable aléatoire X qui est telle que E|X| < K.

Démonstration. Faisons d’abord une remarque d’analyse : si une suite (z,,)n>1
ne converge pas dans R, alors il existe deux rationnels a et b tels que la suite
(n)n>1 traverse une infinité de fois U'intervalle [a,b] de bas en haut : pour
cela, il suffit de considérer deux rationnels a et b vérifiant lim, ., =z, <
a <b< mnﬁﬂoxn. Ainsi, si I'on note U le nombre de traversées de
I'intervalle [a, b], on a

{X,, ne converge pas dans R} C U {UY = 400},
a<b,(a,b)€Q?

Cette réunion est dénombrable. Pour achever la preuve, il suffit donc de
montrer que pour tout couple (a,b) avec a < b, on a

PU = +00) = 0.

K+|a
b—a

Cependant on a par convergence monotone EU*Y = lim E[Uka’b]] <
n—-+o0o

d’apres le théoreme des traversées montantes et la définition de K. Comme
Ul est intégrable, elle est presque siirement finie.

Ainsi (X,,),>1 converge presque sirement vers un élément X de R. D’apres
le lemme de Fatou, on a E|X|=E lim |X,|< lim E|X,| < K. Ainsi,

n—+00 n—-+o0o
| X | est intégrable, ce qui implique qu’elle prend presque strement ses valeurs
dans R.
m

Corollaire 8. Soit (X,,),>0 une martingale positive adaptée a la filtration

(Fn)n>1- Alors (Xp)n>0 converge presque stirement vers une variable X telle
que E[X ] < E[X;].
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Démonstration. Ici, on a E[X] = E[X,,] = FE[X;] pour tout n, donc on
applique le théoreme avec K = E[X}]. ]

On a un résultat un peu plus faible pour les surmartingales positives :

Théoréeme 8. Soit (X,,),>0 une surmartingale positive adaptée a la filtration
(Fn)n>1- Alors (X,)n>0 converge presque surement vers une variable X a
valeurs dans [0, +00].

Démonstration. La suite (—X,),>1 est une sous-martingale. On pose Y,, =
exp(—X,). On a 0 < Y, < 1. Comme la fonction exp est croissante et
convexe, Y, = ¢(X,,) est une sous-martingale [l

4.6 Décomposition de Doob (*)

Définition: On dit qu’un processus (F,,),>o- adapté (C,)n>0 est un processus
croissant prévisible si Cy = 0, C,, < C,41 et si C,41 est F,,-mesurable.

Théoreme 9. Toute sous-martingale (X,,),e0 $’écrit de maniére unique comme
somme d’une martingale (M,),>o €t d’un processus croissant prévisible intégrable

(Cn)nzo-

Démonstration. Supposons qu’une telle décomposition existe : on a alors

]E[Xn-I—l - Xn|fn] - E[Mn—i—l - Mn|]:n] + E[Cn+1 - Cn|fn]
0 + (Cn+1 - Cn)
= CVn—i—l - Cn;

car (M,)n,>0 est une martingale et C,1 — C,, est F,-mesurable. Comme
Cy = 0, on doit nécessairement avoir

Co=> E[X;p1 — Xi|F).

<n

Chaque terme de la somme est bien dans F,,_; et est positif, car (X, ),>0 est
une sous-martingale, donc C,, est bien croissant prévisible. O

On présente maintenant une jolie application de la Décomposition de
Doob. On va donner une nouvelle preuve du théoreme de Hunt, basée sur
son corollaire relatif aux martingales (lequel peut bien sur se montrer sans
utiliser la version sous-martingale du théoreme de Hunt, voir par exemple
Stroock).
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Corollaire 9 (Théoreme de Hunt, version 2). Soit (F,,)n>0 une filtration et
(Xn)n>0 une sous-martingale adaptée a la filtration (F,)n>o0-
Soient S et T deux temps d’arréts (F,)n>o0-adaptés bornés avec S < T.
Alors
E[X7|Fs] > Xs.

Démonstration. On écrit la décomposition de Doob X,, = M,, + A,,, avec la
martingale (M,),>o et le processus croissant prévisible intégrable (Ci,),>o-
Xr = My + Cp > Mrp + Cg, car (C)n>0 est croissant. Donc E[Xp|Fg] >
E[Mr|Fs] + E[Cs|Fs]. D’apres le théoreme de Hunt sur les martingales,
E[Mr|Fs| = Mg. D’autre part , le processus (C},),>0 est adapté, donc d’apres
le lemme B, C's est Fg-mesurable et E[Cs|Fs] = Cs. Finalement, E[Xr|Fs] >
Mg+ Cq = Xg. L]

4.7 Exercices sur les martingales

1. Soit @ € R. Soit (U,,)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes
suivant la loi uniforme sur [0, 1]. On définit par récurrence une suite X,
par Xo=a et X, 11 = U,ig + (1 — Upyy) X2

(a) Montrer que la suite (X,,),>0 est une sous-martingale.
(b) On suppose maintenant que a € [0, 1].

i. Montrer que (X,),>0 converge presque siirement vers une va-
riable aléatoire X*.

ii. Donner la valeur de X*-

2. Soit (X,,),>1 une suite de variables aléatoires indépendantes identique-
ment distribuées admettant un moment d’ordre 3 et vérifiant EX; =
EX} =0 et EX? = 1. On note F,, = 0(Xy,...,X,,) et on pose

.
k=1

(a) On pose Y, = S2 —3nS,,. Montrer que (Y},),>1 est une martingale
par rapport a la filtration (F,)n>1.

(b) Soient a, b, c,d des réels. On pose
Q(z,t) = 2 + awt + bz + ct +d.

Pour quelles valeurs du quadruplet (a, b, ¢, d) la suite Z, = Q(S,,,n)
forme-t-elle une martingale rapport a la filtration (F,)p>1 7
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3. Soit (X,),>1 une surmartingale (F,),>1-adaptée. On suppose que les
(X)n>1 ont toutes la méme loi.

(a) Montrer que (X,,),>1 est une martingale.

(b) Montrer que pour tout réel a les suites (X, —a);5, et (X, —a), 5,
sont des martingales.

(c¢) En déduire que pour n > p > 1, X, est presque sirement supérieur
ou égal a a sur I'événement {X, > a}.
(d) En déduire que (X,,)n>1 est presque siurement constante.

4. Soit (X,,)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes identique-
ment distribuées dont la loi commune est non dégénérée et a support
compact. On pose S, = X1 + -+ + X,,, p(t) = log EeX1 et

t _ _tSn—nep(t)
Y =e .

(a) Montrer que (Y;!),>1 est une martingale par rapport a la filtration
naturelle associée aux (X,,),>1.

(b) On suppose désormais que t est non-nul. Montrer que ¢(t/2) <
p(t)/2.

(c) En déduire que (Y;!),>1 converge presque strement vers 0.

(d) Retrouver ce résultat a partir de la loi forte des grands nombres.

5. Soit (F,)n>1 une filtration de 'espace (2, F, P). On note Fo, = 0(Up>1F,)).
Soit Z une variable aléatoire possédant un moment d’ordre 1. On pose

Y, = E[Z|F,].
(a) Montrer que (Y},),>1 est une martingale par rapport a la filtration
(Fn)nZL

(b) Démontrer qu’il existe une variable aléatoire Y intégrable vers
laquelle (Y},),>1 converge presque stirement.

(c) Soit W une variable aléatoire intégrable et (T,) une suite bornée
dans L'. Montrer que

lim sup E[W Iz, >a) = 0.

a——+00 n>1

Remarque : on pourrait en fait remarquer qu’on a le résultat plus
fort : si W est une variable aléatoire intégrable, alors on a la
propriété d’uniforme intégrabilité :

lim sup  E[|W]l4] = 0.
N0 AEF:P(A)<n
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(d) Démontrer que la suite (Y;,) est équiintégrable sous P, c’est a dire
que

lim sup/ |z| dPy, (z) = 0.
R\[—a,a]

a——+00 n>1

(e) En déduire que Y,, converge en norme 1 vers Y.
(f) Montrer que Y = E[Z|F].

6. Soit a € [0, 7/2]. Soit (U,),>1 une suite de variables aléatoires indépendantes
suivant la loi uniforme sur [0, 1]. On définit par récurrence une suite X,
par Xo = a et X,,41 = Upy1sin X,,. Montrer que (X,,),>; prend des va-
leurs positives, puis que la suite (2"X,,),> est une surmartingale.

7. Arrét optimal pour une marche aléatoire.
On considere le jeu suivant. J’ai un pion qui se déplace sur les entiers
compris entre 0 et n. A chaque point ¢ € {1,...,n — 1} est associé un
somme f(7) strictement positive (on la prolonge par f(0) = f(n) = 0).
On prolonge encore f en une fonction continue par morceau définie sur
[0,n] en posant f(0k+ (1 —6)(k+ 1)) =0f(k)+ (1 —0)f(k+ 1) pour
tout k € {0,...,n — 1} et tout 0 €]0, 1].
Mon pion part d'un point i € {1,...,n — 1}; a chaque étape, je peux
décider de partir avec le gain correspondant a ma position actuelle, ou
alors lancer une piece équilibrée qui me donnera ma position suivante
(juste a droite si 'pile’; juste a gauche si 'face’). Si je touche 0 ou n je
ne gagne rien et je suis éliminé. Quelle stratégie adopter ?
Ce probleme revient a trouver un temps d’arrét T optimal pour la
marche aléatoire. Notons X,, la position de mon pion a l'instant n, et
F, la tribu engendrée par X, ..., X,.

(a) Soit g une fonction concave supérieure a f. Montrer que (g(X,,))nen
est une surmartingale.

(b) Soit T" un temps d’arrét fini p.s. Montrer que
E(f(Xr)) < E(g9(Xr)) < g(io).
(c) Notons W I'enveloppe concave de f, c’est a dire
V(z) = inf{g(z); 9 € S(f)},

ou S(f) est 'ensemble des fonctions concaves de [0, n] dans R qui
sont supérieures a f. Montrer que

E(f(X7)) < W(io).
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(d) Montrer que ¥ est une fonction concave. Soit |s, t[C [0,n] tel que
{z € [s,t]; f(z) = ¥(z)} = {s,t}. Montrer que ¥ est affine sur
s, t].

(e) On définit T,y = min{n € N, f(X,,) = ¥(X,)}, ainsi que

A =min{j > o, f(j) = U(j)} et B = max{j <o, f(j) = V(5)}-

Calculer E(f(Xr,,,)) en fonction de f(A) et f(B), et en déduire
que
E(f(XTopt)) = \I/(Z[))

8. Soit (X,,),>1 une suite de variables aléatoires indépendantes centrées,
de variance 1. Montrer que la série de terme général Y, = a, X, ... X,
converge presque siirement et dans L?.



Chapitre 5

Loi d’un processus

5.1 Loi d’un processus

Définition: Un processus stochastique est une famille (X;);cr de variables
aléatoires définies sur le méme espace de probabilité (2, F,P). Le plus sou-
vent, T est un ensemble ordonné qui joue le role du temps, par exemple
T = N,Z,R. Le cas T = Z%, qui évoque plutét une structure spatiale est
également intéressant. Dans ce cours, nous ne considérerons que des proces-
sus indexés par un ensemble dénombrable. Aussi tous les théoremes que nous
donnerons seront-ils énoncés dans le cas ou 7' = N, a charge pour le lecteur
sérieux de faire les modifications qui s’imposent. . .et surtout de consulter des
livres plus a méme de satisfaire sa curiosité.

Concretemement pour nous, un processus stochastique ne sera rien d’autre
qu'un famille X = (X,,,n € N) de variables aléatoires définies sur le méme
espace de probabilité (€2, F,P)

Vn eN, X, : (QF.P) — (R B(R))

Définition: On appelle trajectoire de X tout élément X (w) = (X, (w),n €
N),w € Q.

Définition: On définit la tribu borélienne sur RN, notée B(RY), comme étant
la plus petite tribu qui rend mesurable les projections II; : RY — R,w =
(Wn)nen — W;.

Définition: Pour toute partie non vide S et S’ de N telle que S O 5’, on
appelle projection de R¥ sur R la fonction 113, : RS — RS’ définie par

V(5,5 € S) € RY IS (25,5 € S) = (24,5 € S').
Définition: Etant donné un processus X = (X, n € N) on

Vn e N, X, : (Q,F,P) — (R, B(R))

23
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X : w+— X(w) est une application mesurable de 2 dans I’espace des trajec-
toires (RN, B(RY)). L’image de P par X s’appelle loi du processus X, notée
]Px.

Notation : P*(N), F(N),D(N) désignent respectivement ’ensemble des
parties non vides, ’ensemble des parties finies non vides et 1’ensemble des
parties dénombrables non vides de N.

Il est clair que F(N) C D(N) C P*(N).

Définition: On appelle processus extrait d’un processus X = (X,,,n € N)
tout processus Xg = (X,,,n € 5), S € P*(N).

Définition: On appelle loi de dimension finie d'un processus X = (X,,,n €
N) la loi de tout processus extrait Xg, S € F(N).

Proposition 3. Les lois de dimension finie d’un processus X = (X,,n € N)
ot

VneN, X, : (QF.P) — (R,B(R))

sont les images de la loi Px de X par les projections de RN sur les espaces-
produits finis R°, S € F(N).

Théoréme 10. Deux processus stochastiques X = (X,,n € N) et X' =
(X!,n eN) ou
Vn e N, X, : (Q,F,P) — (R, B(R))

et
Xrlz : (Q’,]—"’,IP’) — (R,B(R))

ont la méme loi si et seulement s’ils ont les mémes lois de dimension finie.

Démonstration. La condition nécessaire est évidente, d’apres la proposition
précédente. Réciproquement, si X et X’ ont les mémes lois de dimension
finie, d’apres la proposition précédente, Px et P4, ont les mémes images
par projection sur les espaces-produits de dimension finie (R°, B(R®)). On
considere

C={]] An.¥n, A, € B(R), et AN,¥n > NA, = R}

neN

Py et P4, coincident sur C , c’est-a-dire X et X’ ont méme loi sur C. C est
un Tl-systeme qui engendre B(RY), donc X et X’ ont la méme loi. O

Définition: On appelle processus canonique associé a un processus stochas-
tique X = (X,,,n € N)ou Vn € N X, : (Q,F,P) — (R,B(R)) le pro-
cessus Il = (II,,n € N) formé par les projections II,, de RY sur R, qui &
X = (X, k € N) associe X,,, sa n-ieme composante.
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Théoreme 11. Tout processus stochastique a méme loi que son processus
canonique associé, quand on munit [’espace de ses trajectoires de la loi Py .

Démonstration. 11 : (X,)nen — (Xn(w),w € Q)nen est Papplication iden-
tité de RY. Donc I'image de Py par II est Py. O]

5.2 Théoréeme d’existence de Kolmogorov (ad-
mis)

Définition: On se place sur (RN, B(RY)). On dit que (Qs,S € F(N)) ou
pour tout S, Qg désigne une probabilité sur (RN, B(RY)), est un systeme
projectif de lois si pour tout S, S’ de F(N) tels que S O 5, Qg est 'image
de Qg par Hg,

Théoréme 12. Théoreme d’existence de Kolmogorov (admis).
On se place sur (RN, B(RY)). Pour toute partie S € F(N), soit Qg une
mesure de probabilité sur (RS, B(R?)).

1. pour qu’il existe un espace de probabilité (Q, F,P) et pour tout n € N
une variable aléatoire X, : (Q, F,P) — (R, B(R)) telle que (Qs,S €
F(N)) soit l’ensemble des lois de dimension finie du processus X =
(X, n €N)

2. ou pour qu’il existe une mesure de probabilité Q sur (RN, B(RY)) dont
[tmage par Ilg soit Qg quelle que soit la partie finie, non vide S de N,

3. il faut et il suffit que (Qs, S € F(N)) soit un systéme projectif de lois.
Exemple: Pour tout entier n > 1, soit P,, une mesure de probabilité sur
(R™, B(R™)). Pour qu’il existe une suite X = (X,,n > 1) de variables

aléatoires réelles simultanées telle que P, soit la loi de (X3, Xs, ..., X,,) pour
tout n > 1 il faut et il suffit que

VB € B(R"),P,s1 (B x R) = P, (B)(%).

En effet, ’il existe une telle suite X de variables aléatoires réelles simultanées,
on a

VB € B(R"), P, 1(BXR) = P((X1, ..., Xps1) € BXR) = P((X1, ..., X,)) € B) = P,(B).

Réciproquement, on suppose la condition (%) satisfaite. Pour toute partie
non vide S de N de cardinal p, notée S = {s1,...,s,}, on note Pg I'image
de Ppax(s) par la projection H{Sl """ max($)) Drapres le théoreme d’existence de

Kolmogorov, il suffit de vérifier que (Pg, S € F(T')) est un systeme projectif
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de loi. Pour cela, on vérifie que pour tout S de F(T'), et tout n > max(5),

}, ce qui se fait facilement par récurrence.

Py est 'image de P,, par Hg"“’n
Exemple: Etant donnée une suite (tn,n > 1) de mesures de probabilité
sur (R, B(R)) il existe toujours une suite de variables aléatoires réelles simul-
tanées indépendantes (X,,,n > 1) telle que Vn > 1,Px, = pu,. En effet, si
pour tout n > 1, on pose P, = i1 ® - -+ ® pu,, la condition (x) est satisfaite

puisque Vn > 1,VB € B(R"),
Pri1(BXR) = p1®- @t @pins1(BXR) = p11®- @ (B) ptns1(R) = Py, (B)

D’apres l'exemple précédent, il existe une suite (X,,n > 1) de variables
aléatoires simultanées telle que

Vn2>1,Px,  x,) =M & Q iy

On en déduit que Vn > 1,Px, = pu,...,Px,
aléatoires réelles X1, ..., X, sont indépendantes.

= W, et que les variables

5.3 Processus réels stationnaires

Définition: Un processus stochastique réel (X,,n € N) est dit station-
naire si quels que soient les entiers d > 1,n4,...,ny choisis dans N, tels que
ny < --- < ng, les vecteurs aléatoires réels d-dimensionnels (X,,,,..., X,,) et
(Xn+1s - - - s Xpy+1) suivent la méme loi.

Il en résulte évidemment que (X,,,, ..., Xy,) et (Xp,4n, - - -, Xny+n) suivent
la méme loi quel que soit I'entier h > 0.
Définition: Etant donné un espace de probabilité (Q, F,P), on dit qu'une
application T : (2, F) — (€2, F) conserve la mesure P si VA € F,P(A) =
P(T~'(A)) ou si P est sa propre image par 7.
Définition: On dit que T : 2 — () est une bijection bimesurable si c’est
une bijection (F, F)-mesurable et si 'application réciproque T~ est (F, F)-
mesurable .

Théoreme 13. Soit (2, F,P) un espace de probabilité et une application
T:(Q,F) — (QF).

— Si T conserve la mesure P, pour tout entier n > 1, T™ conserve P
~ 8i T est une bijection bimesurable qui conserve P, T—1 conserve P.

Démonstration. — On raisonne par récurrence. Au rang initial, VA €
F,P(A) =P(T'(A)) parce que T conserve P. Si pour un entier n > 1,
on a démontré que

VA e F,P(A) =P(T"(A)),
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alors comme

et il vient
VA € F,P(A) = P(T~- "D (A)).
D’ou la conclusion par récurrence : pour tout n > 1, T™ conserve P.
- VA e F,P(T(A) =P(T"YT(A))) =P(A).
O

Théoreme 14. Soit (2, F,P) un espace de probabilité et C un Il-systéme
d’événements engendrant F. Alors une application T : (2, F) — (Q,F)
conserve la mesure P si et seulement si

VA € C,P(A) = P(T~(A)).

Démonstration. Le sens direct est évident.
Réciproquement, on suppose que P et son image par 7' coincident sur C, donc
sur F. O

Définition: Pour £ = N ou £ = Z, on notera 6 'application de R* dans
R” appelée opérateur de translation définie par

O(zp,n € E) = (yn,n € E),
ouvn € E,y, = Tpy1.

Théoréme 15. Pour qu’un processus réel X = (X,,,n € N) soit stationnaire,
il faut et il suffit que l'opérateur de translation 6 conserve sa loi Py.

Démonstration. D’apres le théoreme précédent, 6 conserve Py si et seulement
si pour tout cylindre mesurable & base finie C' de (RY, B(RY)), Px(671(C)) =
Px (C). Un tel cylindre s’écrivant sous la forme H(_; ..... sy(B)oun € N* s1,....s, €
N tels que s1 < -+ < s,, et B € B(R™), la condition nécessaire et suffisante

s’écrit : Vn € N* Vs; < -+ < s, € N VB € B(R"),
]P(Xlerl ----- Xsn+1)<B) = PX(H(TS1+1 .....
= Px(07'(I1, . ,(B))

Elle équivaut a l'égalité des lois IP)(XS1 e Xan) €6 Pix, o x)s quels que
soient n € N*, et s1,...,s, € Navec s; < --- < s, ce qui est la définition de
la stationnarité du processus X. [
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Les processus stationnaires fournissent ainsi un exemple fondamental de
transformation conservant la mesure.

Théoréme 16. Soit (2, F,P) un espace de probabilité et une application
T:(Q,F) — (QF)

qui conserve la mesure P. Alors
— quelle que soit la variable aléatoire & sur (2, F,P), (o T™ n > 0) est

un processus stationnasire.
— 51T est une bijection bimesurable de (2, F), (§0T™,n € Z) est également

un processus stationnaire.

Démonstration. 1. Soit n € N*, sy < --- < s, dans N. On a :

T:(Q,F,P) — (QFP)
(EoTs, ..., £oT*): (0 F,P) — (R" B(R"))
puis
(EoTsHt . o) (Q, F,P) — (R", B(R"))

par composition. Alors la loi de (o Tt ... o T 1) est I'image de
P par (EoT" ..., £0T") (car T conserve la mesure), qui est la loi de
(EoT™r, ... £oT¥m). (£0T™,n > 1) est donc stationnaire par définition.

2. Méme démonstration en remplacant sy,...,s, € Npar sy,...,s, € Z .
O

5.4 Processus gaussiens

5.4.1 Caractérisation

Définition: On dit qu'un processus (X;)er est gaussien si pour tout S €
F(T), le vecteur (X;)ses est gaussien.

A tout processus gaussien, on peut associer son espérance (EX;)cr et sa
fonction de covariance

Cx : (s, 1) = E(X, — EX,)(X, — EX,)).

Proposition 4. Deux processus gaussiens ont méme espérance et méme
fonction de covariance si et seulement si ils ont méme loi.

Démonstration. Notons (X;) et (Y;) les deux processus considérés.
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— Le sens < méme loi implique méme espérance, méme covariance »est
“presque” évident. Arrétons nous y tout de méme quelques instants.

On a
EX, = ws dPx(w)

RT

EY; :/ ws dPy (w).
RT

Dire que (Xj5) et (Y;) ont méme loi, ¢’est précisément dire que Px = Py-.
Cela implique donc qu’ils ont les mémes espérances. Les identités

EX. X, :/ wswy dPx (w)
]RT

EY.Y; :/ wswy dPy (w)
RT

permettent alors de compléter la preuve.

— Soit ' C T, F fini. Les vecteurs (Xj)ses et (Ys)yes sont gaussiens.
Par hypothese, ils ont méme espérance et méme matrice de covariance.
Des vecteurs gaussiens qui ont méme espérance et méme matrice de
covariance ont méme loi. Ainsi (Xj) et (Y;) ont mémes lois de dimension
finie. Ils ont donc la méme loi.

]

5.4.2 Condition d’existence

Théoreme 17. Soit (my)ier €t (Cst)(spyerxr des réels. Il existe un processus
gaussien de moyenne (my)ier et de covariance (Csy)(sperxr Si et seulement
si

— Pour tous s,t €T, on a csy = ¢y 5.

— Four tous S fini inclus dans T et tout x € RT, on a

Z Csi(xs —myg)(xy —my) > 0.

(s,;t)eSxS

Démonstration. La nécessité des deux conditions provient du fait que (¢s)(spesxs
doit étre la matrice de covariance du vecteur (Xj)scs Pour voir que ces condi-
tions sont suffisantes, il suffit d’appliquer le théoreme de Kolmogorov a la
famille de mesures N'mg, Cs oit mg = (my)ies et Cs = (Cs1)(st)esxs qui est
compatible. O
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5.4.3 Processus gaussiens stationnaires

Théoreme 18. Soit (X,,)nez un processus gaussien. (X, )nez est stationnaire
si et seulement si il existe une constante m et une fonction ¢ telle que

— Pour tout n EX,, =m

— Pour tous n,p entiers on a E(X, —m)(X, —m) = ¢(n — p).
© est appelée fonction d’autocovariance du processus.

Démonstration. Supposons que le processus est stationnaire et posons m =
EXj et p(n) = E(X,, —m)(Xo—m). Pour tout n X, et X,, ont méme loi, donc
EX, = EX, = m. D’autre part, le couple (X, X,) a méme loi que le couple
(Xy—p, Xo) : on a donc E(X,, —m)(X, —m) = E(X,,—,)(Xo—m)) = p(n—p).
Réciproquement, supposons que pour tout n EX,, = m et que pour tous n, p
entiers on a E(X,,—m)(X,—m) = p(n—p). Il faut démontrer que le processus
(Xn+1)nez @ méme loi que le processus (X,,)nez. Ces deux processus étant
gaussiens, ils suffit de montrer qu’ils ont méme espérance et méme covariance.
Or on a pour tout n :EX, ; = m =EX,, et pour tous n,p

E(Xnt1 — EXpi1)(Xp1 —EXppy) = E(Xnp —m)(Xpsr —m)
= o((n+1)=(p+1))

(n—p)

= E(X, —m)(X, —m)

= E(X, - EX,)(X, —EX,),

I
S

ce qui acheve la preuve. O

5.5 Exercices sur les processus

1. Soient (X,)n>1, (Yn)n>1 deux processus stationnaires indépendants.
Montrer que pour toute application mesurable ¢ de R x R dans R,
le processus p(X,,Y,) est stationnaire. Donner un exemple de pro-
cessus (X,)n>1 et (Y,)n>1 stationnaires tels que X,, + Y, ne soit pas
stationnaire.

2. Soit (X,,)n>1 un processus stationnaire. Montrer que le processus (Y,,)n>1
défini par Y,, = X,, + 2X,, . est stationnaire.

3. Soit ¢ une application mesurable de (RN, B(RY)) et (X,,),>; un proces-
sus stationnaire. Démontrer que le processus (Y,),>1 défini par Y, =
(X0, Xng1,--.) = (0" o X) est stationnaire.

4. Soit (X,,)n>0 une chaine de Markov homogene dont l'espace d’état est
fini. Montrer que (X,,),>0 est stationnaire si et seulement si X, et X3
ont méme loi.
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5. Soit X, une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur Z/7Z. Soit
(T},)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes identiquement
distribuées suivant la loi uniforme sur l’ensemble {—1,1}. On définit
par récurrence une suite (7,)n,>1 par X,4+1 = X, + T,,11.0n pose enfin
Z, = inf{k > 0; X,,1r = 0}. Montrer que (Z,),>0 est un processus
stationnaire.

6. Montrer que Papplication de [0,1] dans lui-méme qui & z associe la
partie fractionnaire de 2x laisse invariante la mesure de Lebesgue sur
[0, 1].

7. Soit a un réel. Montrer que Iapplication de [0, 1] dans lui-méme qui
a x associe la partie fractionnaire de x + « laisse invariante la mesure
de Lebesgue sur [0, 1]. Comment interpréter ce résultat si I’on identifie
[0, 1] au cercle unité par I'application x — ™ ?

8. Omn appelle bruit blanc une suite (Z,,),ez de variables aléatoires indépendantes
suivant la loi N(0,1). Soit (Z,,)nez un bruit blanc et 5 = (5o, ..., 05,;) €
R avec By # 0 et B, # 0. On considére la moyenne mobile :

q
Xn = Z ﬁk:anq-
k=0

Démontrer que (Z,),ez est un processus stationnaire dont on calculera
la fonction d’autocovariance.
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Chapitre 6

Chaines de Markov

6.1 Dynamique markovienne

Définition: Soit S un ensemble fini ou dénombrable, ¥ une mesure de pro-
babilité sur S et P = (p; ;)@ jjesxs une matrice a coefficients positifs. Soit
(X,)n>0 une suite de variables aléatoires définies sur un espace (€2, F,P). On
dit que la suite (X,),>0 est une chaine de Markov de loi initiale v et de
matrice de passage P sil’on a, pour tout entier n > 1 et toute suite zq, ...z,
d’éléments de S :

n—1
P(Xo =m0, X1 =21,... X, = 2,) = v(x0) pri,xiH-
i=0
Exemple : une suite (X, ),>0 de variables aléatoires indépendantes de
méme loi v a valeurs dans S dénombrable est une chaine de Markov. En
effet, il suffit de poser pour (i,j) € S x S p;; = v(j).

Propriétés :

1. Si (X,)n>0 est une chaine de Markov de matrice de passage P et que
xg, ..., Tn_1 sont tels que P(Xg = o, Xy = 21,... X1 = 2,,_1), alors
P(X, = z,|Xo =20, X1 =21,..., Xpno1 = Tpo1) = Pa,,_, 2,- Autrement
dit,

IP)(XTL :l’n|X0,...,Xn_1) :anfhxn' (61)
Cela signifie que toute l'information que X, ..., X, 1 peuvent nous

apporter sur X,, est comprise dans X,,.
2. (B30) implique que P(X,, = 2,| Xs—1) = x4 2m

Qu’est ce concretement, qu’'une chaine de Markov? On va voir que c’est
une suite de réalisations, au cours du temps, des états d’un systeme soumis a
des transformations aléatoires, la suites des transformations est une suite de

63
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transformations indépendantes, de méme loi. Evidemment, le résultat de la
transformation dépend de la transformation choisie et de 1'état du systeme
avant la transformation.

Lemme 5. Soit S un ensemble fini ou dénombrable, v une loi sur S et x
une mesure sur S° = F(S,S).

Soit (fn)n>1 une suite de v.a.i.i.d. de loi x et Xy une variable aléatoire
de loi pv indépendante de (fn)n>1. On définit (X,)n>1 par

Vn>0 X, = for(Xy)

Alors (Xp)n>0 est une chaine de Markov de loi initiale v et de matrice de
transition M, ou M est définie par

V(i,j) € S xS mi;=x({fe€S%[i)=7})
Démonstration. Soit A ¢ S{0--n},
IP({(XO, o X ) € A} N {Xn = Z} N {Xn+1 = j})

P{(Xo,..., Xn) € A} N{X,, =i} N {fn12(1) = j})

P({(Xo, ... ,Xn) € A} N{Xy = i})P(fu1a (1) = J)
= P{(Xo,...,Xn) € AN{X, =i} )P(fry1 € S x...{j} x...9)
= P{(Xo,...,Xn) € AAN{X,=i})x(S x...{j} x...9)
= PH{(Xo,...,X,) € A}n{X,, =i})m,;,

]

Exemple : la marche de 'ivrogne (ou marche aléatoire sur Z)
Un ivrogne sort du café passablement éméché. A chaque pas, il prend une
décision (enfin, si tant est que cela lui soit possible...) : aller a gauche, ou
aller a droite. Si on repere par X,, sa position dans la rue au temps n, on a
S =7, Xpnr1 = fur1(X,), ou f, est une suite de translations indépendantes :
P(fp=(x—z+1)=P(f,=(x—2x—-1)) =1/2.

Comme on va le voir, ce procédé permet de fabriquer toutes les chaines
de Markov.

6.2 Matrice stochastique

Définition: Soit S un ensemble dénombrable et P = (p; ;) (i,j)esxs une ma-
trice a coefficients positifs. On dit que P est une matrice stochastique si on

a
Vie S Zpi’j =1.

JjeSs
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6.2.1 Existence des chaines de Markov

Théoreme 19. Soit S un ensemble dénombrable, P = (p; ;) jicsxs une
matrice stochastique et v une mesure de probabilité sur S. Alors, on peut
construire une chaine de Markov de loi initiale v et de matrice de passage

P.

Démonstration. Définissons une mesure yp sur S° par
xp= & p,

ou f; est la mesure sur S définie par p;(j) = p; ;. Alors xp vérifie xp(S x
Ay} x...8) = pi; et il suffit d’appliquer le lemme précédent. O

Lorsque la matrice P est fixée, on note souvent P” une probabilité sous
laquelle (X,)n>0 est une chaine de Markov de matrice de transition P telle que
la loi de X sous P” est v. De méme, on note E” I'espérance correspondante.
Dans le cas ot la loi initiale est une masse de Dirac, on écrit simplement P?
(resp. E?) au lieu de P% (resp. E%).

Remarque : on est souvent amené a réaliser une telle chaine sur ’espace
canonique © = SN, Dans ce cas, les (X) k>0 sont les opérateurs de projection
canonique : Xi(w) = wy et PV est I'unique mesure sur € telle que pour tout
entier n > 1 et toute suite xg, ...z, d’éléments de S :

n—1

P"(Xo = xo, X1 = 21, ... X,y = x) = v(x0) Hpri,xiﬂ'
i=0

Corollaire 10. Soit P une matrice markovienne sur S. Pour tout v, on note
P la mesure markovienne sur S~ de loi initiale v et de matrice de passage
P, ainsi que P' = P%. Pour toute loi v sur S, PV admet la désintégration

P = /PZ’ dv (6.2)
c’est a dire que pour tout borélien A de SN, on a

PY(A) = / Pi(A) dv (6.3)

Démonstration. 1l suffit de définir une mesure p par

u(A) = /]P”(A) dv
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et de vérifier que 'on a pour tout entier n > 1 et toute suite zg,...x,
d’éléments de S :

n—1
ILL(XO = 93'0,X1 = T1y... Xn = :l’,‘n) = l/(l’o) Hp$i713i+1'
=0

O

Remarques :
— On trouve parfois la notation P; & la place de P?. Dans ce cas, il faut

faire attention qu’il peut y avoir ambiguité sur le sens de la notation
Px.

6.2.2 Puissances des matrices stochastiques

Théoréme 20. Soit (X,,) une chaine de Markov de matrice de transition P
et de loi initiale Px, = v. Alors, la loi p, de la chaine au temps n s’écrit
W =VP", 0ou on a écrit v et p, comme des vecteurs lignes.

Démonstration. 11 suffit de montrer que p,.1 = p,P, puis procéder par
récurrence sur n. D’apres le principe de partition, on a

fny1(d) = P"(Xop1 =)

= Y PY(X, =i, Xui1 =)
ies

= > P(Xu=10piy
ics

= Zﬂn(i)pi,j
ies

= (1 M)(j)

6.2.3 Graphe associé a une matrice stochastique

Soit P = (pi;)(ij)esxs une matrice stochastique. On peut associer a la
matrice P (ou aux chaines de Markov correspondantes) un graphe orienté
G = (S, A) avec

A={(z,y) € Sx S;p;; >0}

Considérons une chaine de Markov associée a la matrice stochastique P avec
la condition initiale déterministe xy, autrement dit v = d,, et notons P* la
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mesure de probabilité correspondante Alors, comme
n—1
X
P O<X0 = anXl =Ty .. 7Xn = xn) = pri,xzurl?
i=0

il est clair que P* (X, = x¢, X1 = x1, ..., X,, = z,,) est non nul si et seulement
si (xg,x1,...,x,) constitue un chemin dans le graphe G.

D’apres le principe de partition, on a pour une chaine de Markov avec
une loi initiale ¢;

]PJZ<XTL :.I‘n> = Z PZ(XO :Io,Xl :CL’l,...Xn_l :xn_l,Xn :l'n)
(:co,...xnfl)GS"
(6.4)
(m) — P{(X,=7j),ona

En particulier, si l'on pose p; ;

pl(z) - Z Pi(X1:x17X2:X27"'Xn71 :'TTL*th:j)'

rzesSn—1

Donc pz(-? > 0, autrement dit il est possible d’aller en n étapes de I'état ¢ a

I’état j si et seulement si on peut trouver dans le graphe G un chemin de
longueur n allant de 7 a j.
On en déduit que

P'(3n > 0; X, =3) =P'( U {X, =3},

qui représente la probabilité que, partant de ¢, on puisse arriver a j, est non
nulle si et seulement si il existe dans le graphe G un chemin allant de 7 a j.
Dans ce cas, on dit que j est accessible a partir de ¢ et on écrit ¢ — j.

Siil y a a la fois un chemin de i vers j et un chemin de j vers 7, on dit
que les états ¢ et  communiquent et on écrit ¢ < j.

Si tous les états communiquent, on dit que la chaine de Markov est
wrréductible.

On appelle période d’'un état x d’une chaine de Markov et on note d(x)
le pged (plus grand commun diviseur) des longueurs des circuits du graphe
G contenant x. Lorsque la période est 1, on dit que 1’état x est apériodique.

Lemme 6. 5@ deuz états communiquent, alors ils ont méme période.

Démonstration. Soient i,j avec i <> j. Soit 7 un chemin de 7 a 7, 7 un
chemin de j a 4. Soit C un circuit quelconque (éventuellement vide) contenant
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Jj.v—°"ety—C—+ sont deux circuits contenant i. Donc d(i) divise leurs
longueurs ainsi que la différence de leurs longueurs, soit la longueur de C.
Ainsi d(i) divise les longueurs de tous les circuits contenant j, donc divise
leur pged, soit d(j). De la méme maniere, on montre que d(j) divise d(i),
d’on d(i) = d(j). O

Définition: Si une chaine irréductible a ses états de période 1, on dit qu’elle
est apériodique.
Le lemme suivant et ses corollaires se révéleront tres utiles par la suite

Lemme 7. Soit x un état de période 1. Il existe un entier N(x) tel que pour
tout n > N(x) le graphe associé a la chaine de Markov posséde un circuit de
longueur n contenant x

Soit A 'ensemble des valeurs de n telles que le graphe associé a la chaine
de Markov possede un circuit de longueur n contenant x. Il est clair que
A est stable par addition (concaténation des circuits). Il existe p > 1 et
ni,Na, ..., n, tels que le pged de ni,ng,...,n, soit 1. D’apres le lemme de
Bezout, il existe des relatifs a1, ...a, tels que 1 = >"7_, agng. Posons P =
D pray>0 @ty €0 N =37 (—ap)n,. Ona P € AN € Aet 1 =P —N.
Soit n > N(N — 1). On peut écrire n = bN +r, avec b > N — 1l et r €
{0,1,...N—=1}.Onan=bN+r=bN+r(P—-N)=rP+(b—-r)Ne A
car b—1r € N et A est stable par addition.

Corollaire 11. Si x est un état de période 1 et qu’il existe un chemin de
longueur d(x,y) allant de x ay, alors pour tout n > N(x,y) = N(z)+d(z,y),
il existe un chemin de longueur n allant de x a y. Ainsi, si P est la matrice
associée, P"(x,y) > 0.

Démonstration. 11 suffit de concaténer le chemin allant de x & x avec un
chemin allant de = a y. O

Corollaire 12. Si une chaine de Markov est irréductible, apériodique, a
valeurs dans un ensemble fini S, alors il existe un entier N tel que pour tout
n > N et tout couple (i,7), il existe un chemin de longueur n allant de i a j.
Ainsi, si P est la matrice associée, P™ est a coefficients strictement positifs.

Démonstration. 1l suffit de prendre N = max(N(z),z € S) + diam(G). O

La définition suivante est tres simple, mais sera abondamment utilisée
dans les exercices.

Définition On appelle point absorbant d’une chaine tout point x tel que
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6.3 Propriété de Markov

Théoréme 21. Soit (X;)k>0 une chaine de Markov de matrice de passage
P. Soit p un entier naturel. La suite (Xyip)r>0 est une chaine de Markov
de matrice de passage P et de loi initiale la lot de X,. De plus, pour tout A
Fp-mesurable et tout i € S, on a

P(A, X, =1i,X,, € B)=P(A, X, =i)P(X € B).
De maniere équivalente, on a P presque-surement :

P(X,+. € B|F,) = fs(X,), avec fp(x) =P*(X € B).

Démonstration. Comme étre une chaine de Markov est une propriété de la
loi, on peut supposer que (X, ),>o est obtenue par le procédé décrit plus
haut : X,,41 = for1(Xn) ou (fn)n>1 est une suite de variables aléatoires
indépendantes de loi xas,(fr)n>1 étant de plus supposée indépendante de X.
Posons Y,, = X4, Sil’'on pose ¢, = fu4p, on alarécurrence Y, 11 = gnt1(Yr).
Mais la loi de (g,)>1 est x5,N* | ce qui montre bien que (Y;,)>q est une chaine
de Markov de matrice de passage P et de loi initiale la loi de X,,. Maintenant,
soit B un borélien de SY. On pose

Gi((hn)n21) = (Z, hl(l), hg [©] hl(l), hg O hg ©] hl(Z), Ce )

P(A,Xp = Z.,X]H_. € B) = IP)(fla)(p = Z7Gl(g) € B)

AN{X, =i} est o(Xo, fi,..., fp)-mesurable tandis que {G;(g) € B} est
o(fr; k > p)-mesurable, donc

P(A, X, =i,Gy(g) € B) = P(A, X, = i)P(Gi(g) € B) = P(A, X, = i)P'(X € B).

Pour la deuxieme forme, il est clair que fg(X,) est F,-mesurable : il suffit
donc de vérifier donc que pour tout A € F,, on a

Ellallyx,, esy = Ella f5(X,).
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Blalix,, ey = Z]E]lA]]{XP:i}]]{X”EB}
- i]P)(A,Xp =i, X,y € B)
= XZ:]P(A,XP =i)P'(X € B)
- ZE[ﬂAm{Xp:i}Pi(X € B)]

= Z Ellangx, =i f5(Xp)]

= Ellafp(Xp)]

Remarque : on peut trouver dans la littérature 1’écriture
P(X,, € B|F,) =P*(X € B).

Je mets le lecteur en garde contre le fait que P*» ne signifie pas la méme
chose que PP*».

La propriété de Markov est souvent utilisée sous la forme simple suivant :
si A est un borélien de R", B un borélien de RP, alors

P((Xo,.- - Xp1) €A X, =i, (Xpi1,. .., Xn1p) € B)
= P((Xo,...Xn1) €A, X, =)P'((Xy,...,X, € B)).

Corollaire 13. Soit (X,),>0 une chaine de Markov de matrice de pas-
sage (pi;), B un borélien de RY. On note © lopérateur de translation :

O((Tn)n>0) = ((Tnt1)n20)-
Alors

P(O(X) € B) = P (X € B)

- > P(X,=j)P(X € B)
JP(X1=5)>0

En particulier, si B est invariant par 'opérateur de translation (c’est a
dire que O~ (B) = B) , alors on a le systéme d’équations :

P(XeB) = Y p,PXeB)

j:pi’j>0
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Démonstration. La premiere égalité traduit exactement la propriété de Mar-
kov : une chaine de Markov observée a partir du temps 1 a la méme loi
qu’une chaine de Markov de méme dynamique commencant avec comme va-
leur initiale celle que prend la chaine de Markov non décalée au temps 1.
La deuxieme égalité correspond a une décomposition suivant les valeurs que
peut prendre Xj.

Passons au cas ou B est invariant :

P(XeB) = P(XecO0(B)
= P(O(X) € B)

= > P(X,=j)P(X € B)

1P (X1=5)>0

= > piP(X € B)

©:p;, ;>0

6.4 Exercices sur les chaines de Markov

1. Chaine a deuz états. Soit {X,, : n > 0} une chaine de Markov a valeurs
dans {0, 1} et de probabilité de transition :

11—« «Q
P:( 3 1_6>,0§a,5§1.

Montrer que pour («, 3) # (0,0) :

pro_t (5 O‘)+M( a —a)
a+pf\ 0 « a+f -6 B )
Que se passe-t-il lorsque @« = 0 ou f =0oua = =07 On
supposera pour la suite de l'exercice que («a, 8) # (0,0).

Vérifier que pour toute loi initiale u, on a

B
PY(X, =0)= +(1—a-=-0)" 0) — .
(X, =0) (== 8y (0) -
Si (a, B) # (1,1), montrer que (X,,),>0 converge en loi vers une loi
v que l'on déterminera. On supposera pour la suite de 1'exercice

que (a, B) # (1,1).
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(Mesure stationnaire) Prouver que, pour tout n € N,

P¥(X, € A) = v(A).

2. Représentation canonique et simulation des chaines de Markov.

(a)

Soit (Z,)n>1 une suite de vaiid a valeurs dans F', soit g : E X [ —
FE et soit Xy une variable aléatoire a valeurs dans E indépendante
de (Z,)n>1. Montrer que la suite (X,),>0 définie par X, =
9(Xn, Zny1) est une chaine de Markov homogene. Donner sa ma-
trice de transition.

On suppose qu’on dispose d'un générateur de nombres aléatoire de
loi uniforme sur [0, 1], noté rand’. Soit y une mesure de probabilité
sur N. Donner un algorithme pour générer des nombres aléatoires
suivant la loi u.

Soit P = (p;;) une matrice de transition sur N. On note s;; =
Z?:o Pij- Soit (Z,,)n>1 une suite de vaiid de loi uniforme sur [0, 1]
et Xy une variable aléatoire a valeurs dans N indépendante de
(Zy)n>1. On construit la suite (X,,),>0 par récurrence de la fagon
suivante :

st Xp(w) =1 et Zpp1(w) €]sijo1,si;] alors X, 41 = 7.
Montrer que la suite (X,,),>0 ainsi définie est une chaine de Mar-

kov homogene. Donner sa matrice de transition.

Application. Comment simuler une chaine de Markov homogene
de matrice de transition P = (p; ;) ? Ecrire un algorithme explicite
si

0.25 0.5 0.25
P = 05 0 0.5
05 05 0

3. Temps d’atteinte d’un état absorbant.

Soit (X,,) une chaine de Markov sur un ensemble dénombrable F et
a € E un état absorbant. On pose T' = inf{n > 0; X,, = a}.

Montrer que P(X,, = a) = P(T < n).

4. Temps d’entrée : une propriété d’invariance.

Soit (X,,) une chaine de Markov sur un ensemble dénombrable E de
matrice de transition (). Pour f: EF — R, soit ()f la fonction définie

par

Qf(x) =Y Qx,y)f(y).

yekl
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Pour A C E on note Ty = inf{n > 0; X,, € A} le temps d’entrée dans
A. Montrer que la fonction f définie sur £ par f(x) = P,(T4 < 4+00)
vérifie

f(z) =1pour x € Aet f(x) = (Qf)(x) pour z inA.

5. Chaine de Markov arrétée.

Soit (X)) une chaine de Markov sur un ensemble dénombrable E de
matrice de transition (). Etant donné un ensemble B C E, on note

Tp =inf{n > 0; X,, € B}

le temps d’entrée dans B et on pose Y,, = X, r1,. Montrer que (Y;,)n>0
est une chaine de Markov sur F dont on précisera la matrice de tran-
sition.

6. Soit (X,)n>0 une chaine de Markov a valeurs dans N. On note A l'en-
semble des points absorbant de la chaine. Montrer que (X,,) ne peut
converger que vers un élément de A.

Plus précisément : si il existe un événement B et une variable aléatoire
Y telle que
Vwe B lim X,(w)=Y(w),
n——+00

alors P(BN{Y ¢ A}) =0.

7. La ruine du joueur Un joueur possédant une fortune de a unités joue a
pile ou face jusqu’a ce qu’il ait fait sauter la banque ou qu’il soit ruiné.
Les réserves de la banque sont de b unités. Chaque victoire rapporte une
unité et chaque défaite en cotite une. On suppose que les lancers sont
indépendants et que la probabilité de gain de la banque est p =1 — q.
On veut déterminer la probabilité p, que la banque résiste.

On note (X,,),>1 une suite de v.a.ii.d. de loi pd; + ¢d_1, puis

Sp =>4 X et T =inf{n > 0;5, = —bou S, = a}. Si 'on pose
Sl = Spar, 1l est aisé de constater que S/, représente la suite des gains
relatifs de la banque.

(a) Montrer que S! est une chaine de Markov homogene a espace
d’états E = {—b,...,a} dont on déterminera la loi initiale et la
matrice de transition.

(b) Considérons les chaines de Markov ayant la méme matrice de tran-
sition que (S!),>0 Montrer que la suite (u,)_p<n<q, définie par

u, = P"({la banque résiste})
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vérifie la récurrence linéaire
PUnt1 — Up + QURp—1 = 0.

Que valent u, et u_y?
(¢) Résoudre I’équation de récurrence et en déduire

@' —1

Py = (%)a-ﬁ-b 1

(6.5)

Le joueur inruinable

Le probleme est le méme que le précédent, a ceci pres que I’on suppose
maintenant que le joueur est infiniment riche. On cherche toujours la
probabilité que la banque résiste (ce qui ne signifie pas ici que le joueur
est ruiné).

Intuitivement, il suffit de faire tendre a vers 400 dans la formule (63),
le tout étant de le justifier. ..

On suggere de poser 7" = inf{n; S, < —b} et, pour tout a > 0, U, =
inf{n; S, > a} et G* = {U, <T'}.

Madame Brisby dans le labyrinthe

Madame Brisby s’est perdue dans le labyrinthe que forment les galeries
ou vivent les rats de Nim. Quelle est la probabilité qu’elle rencontre le
sage Nicodémus avant de croiser le belliqueux Rufus?

}4 (Brutus)

r}‘s (Nicodémus)

3

Soit M la matrice d’une chaine de Markov. Montrer que si m;; > 0,
alors I’état 7 est apériodique. Qu’en déduire pour une chaine irréductible ?

Soit @ et b des entiers supérieurs ou égaux a 2, (D,),>1 une suite de
variables aléatoires i.i.d. a valeurs dans Z/aZ x Z/bZ vérifiant

P(Dy = (0.1)) = P(Dy = (1,0) = 1.
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Soit (D,,)n>1 une suite de variables aléatoires et Sy une variable aléatoire
a valeurs dans Z/aZ x Z/bZ indépendante de (D,,),>; Pour n > 1, on
pose

Su="50+Y_ D
k=1
Montrer que (S,) est une chaine de Markov . Est-elle irréductible,
apériodique ?

Propriété de Markov fonctionnelle

Soit (X, )n>1 une chaine de Markov, F' une application mesurable de
RY" dans [0, +o0o[. Montrer que pour tout entier p > 1, pour tout
Ae F,=0(Xy,...,X,),ona

ElAF((Xntp)nz1)] = P(A)g(X,),
avec g(x) = E*F((X,)n>1)-
On rappelle que pour toute variable aléatoire Y positive et toute pro-
babilité P, on a EY = [ P(Y > t) dt.
Madame Brisby 11
On reprend la chaine de Markov des aventures de madame Brisby. On
note l'espace d’états £ = {1,2,3,4,5} et l'on pose A = {4,5} Soit
f:E—CtellequeVz e A f(z)=0.
On pose F' =375 f(Xy).
Montrer que E|F| < (ET — 1) f|co-
Montrer 'identité

E'F E'f(X))
(I —N) E2F = EQf(Xl) ,
E*F E* f(X1)

ou N est la matrice 3 x 3 telle que la matrice de la chaine de Markov
admette une écriture par blocs sous la forme

N x
0 I
En déduire E'T, E2T, E3T.
Evolution d’un génotype avec fixation
Nous travaillons ici sur une population de taille fixe formée de 2N genes.

Il y a deux types de genes possibles : le type “a” et le type “A”. Chacun
des genes au temps n + 1 est engendré par deux des 2NV genes présents
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au temps N. Son type est celui d’'un de ses deux parents (choisi au
hasard).

On considere la variable aléatoire X,, égale au nombre d’individus de
type “A” dans la population a I’étape n.

On admettra qu’on peut modéliser I’évolution par la récurrence sui-
vante :

N
Xnt1 = E Ly, p<xnts
=1

ol (Yo k)n>1,kef1,...,.2n} €st une suite de variables aléatoires indépendantes

suivant la loi uniforme sur 'ensemble fini {1,...,2N}. X est indépendante
des (Yo, 1)
(a) Montrer que X, est une chaine de Markov a valeurs dans F =
{0,...,2N}.

(b) Montrer que la loi de X,,;; sachant X,, = k est une loi binomiale
de parametre 2N et (k/2N). Identifier les éventuels points absor-
bants.

(c) Montrer que (X,,)n>0 converge presque sirement vers une variable
aléatoire X .

(d) Déterminer la loi de X en fonction de la loi de Xj.

L’image d’une chaine de Markov n'est pas (toujours) une chaine de

Markov.

On considere la chaine de Markov (X,,) sur E = {0, 1,2} de matrice
0 01

de transition {0 1 0| et de loi initiale my = (3, 3,3). Soit f : E —
100

{0,1} telle que f(0) = f(1) =0, f(2) = 1. Montrer que (f(X,)) n’est

pas une chaine de Markov.

L image d’une chaine de Markov peut étre une chaine de Markov.

Soit (X)) une chaine de Markov sur un ensemble dénombrable E de

matrice de transition P. Soit @ une application surjective de E dans

un ensemble F telle que

V:eF Voye B d(a) =vly) = FW(X) = 2) = P(X)) = 2).

Montrer que la suite (Y,,) définie par Y,, = 1(X,,) est une chaine de
Markov et déterminer sa matrice de transition. Montrer que si 7w est
une probabilité stationnaire pour la chaine (X,,) alors I'image de 7 par
1 est stationnaire pour (Y;,).



Chapitre 7

Récurrence et mesures
invariantes

7.1 Temps d’arrét et propriété de Markov forte

Théoréme 22. Soit S un ensemble dénombrable, (X)k>o une chaine de

Markov sur S de matrice de passage P et T un temps d’arrét adapté a cette

suite. Soit A un événement se produisant avant le temps T et i € S.
Conditionnellement a l’événement {T < 400} N AN{ Xy = i}, la suite

(Xr1ik)k>0 est une chaine de Markov de matrice de passage P partant de i.
Ainsi, pour tout borélien B de SV, on a

P(T < +o00, Xr =1i,A, X7, € B) =P(T < +00, X7 =i, A)P'(X € B).

Démonstration. Comme étre une chaine de Markov est une propriété de la
loi, on peut supposer que (X,),>o est obtenue par le procédé décrit plus
haut : X, 11 = fur1(Xyn) ot (fn)n>1 est une suite de variables aléatoires
indépendantes de loi xj; indépendante de Xj.

Posons Y, = Xpyp si T < 400 et Yy = Xj sinon. De méme posons
g = frik siT < 400 et gp = fi sinon. Il est facile de voir que (Yy)g>o vérifie
la récurrence Y11 = gni1(Yn)

Soit p un entier et B un borélien de F(S, S)N. On a

P(T :p7A7g S B) = P(T :paAvfp-i-- € B)
= P(T =p, AP(fps. € B)
= B(T =p, AP(f,. € B)

car comme 'événement {T" = p} N A est o(Xo, fi,..., fp)-mesurable, il est
indépendant de 'événement {f,. € B} qui est o(fpi1, fp+2,- .. )-mesurable.

7
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Maintenant la loi de fp4. est la méme loi que celle de f : c’est X%N*. On a
donc P(T'=p,A,g € B) =P(T = p, A)P(f € B). En faisant la somme pour
p variant de 1 a 400, on obtient

P(T < +00,A,g € B) = P(T < +00, A)P(f € B) (7.1)

Soit maintenant B’ un Borélien de SY et A’ un événement Fr-mesurable.

On a

{T < 400, X7 =i, Xr,. € B'} ={T < +00, X7 =1;Gi(g9) € B'},
ou l'on a posé
Gz((hn)n21) = (Z, hl(l)7 hg O hl(l), hg O hg (o] ]’Ll(l), . )

En appliquant 1'égalité (0) précédemment démontrée avec A = A’ N
{Xp =i} et B=G;'(B), on obtient

P(T < +oo, X7 =i, X7, € B,A) = P(T < 400, Xr =i, AVP(f € G;(B))
= P(T < +o0, X7 =i, A)P(X € B')

]

Comprendre le sens de la propriété de Markov forte demande un certain
travail de réflexion, mais une fois cette réflexion faite, on constatera la re-
doutable efficacité de cette propriété, en particulier lorsque X est constante
sur I'événement {T" < +oo}.

Corollaire 14. Soit S un ensemble dénombrable, (Xy)r>o une chaine de
Markov sur S de matrice de passage P et T un temps d’arrét adapté a cette
suite. On suppose que P(T < 4+o00) > 0.

On définit la probabilité conditionnelle P par P(E) = %.

Soit B un borélien de RN. On a P presque-sirement :

P(Xx,+. € B|Fr) = f5(Xr), avec fp(z) =P*(X € B).

En particulier, sous P, Xr. est une chaine de Markov de loi initiale la
loi de X1 sous P.

Ces résultats sont souvent employés dans le cas ot P(T < o0) = 1,
puisqu’alors P = P.
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Démonstration. Soit A € Fr. En partitionnant I'espace, on a

P(A,T < +00, X7 € B) = » P(AT < +o0,Xr =i, X7, € B)
ies
= Y P(T < +o0, Xy =i, A)P'(X € B),
i€s
ol la derniere égalité vient de la propriété de Markov forte que I’on a démontrée.
Ainsi,
P(A,T < 400, Xry. € B) = Y P(T < +o00, Xg =i, A) (i)
ies
= ZE[]]{T<+OO,XT:i,A}fB(i)]
i€s
= ZE[]]{T<+00,XT:i,A}fB(XT)]
i€s
= E[ZH{T<+<>0,XT:¢,A}JCB(XT)]
i€s
= Ellfr<ioo,a1f5(X1)].

(On a utilisé le théoreme de Tonelli pour échanger la somme et 1’espérance.)
Soit, en divisant par P(T' < +o00).

P(A, X7, € B) = Elllyf5(X7)]

Comme fp(Xr) est Fp-mesurable, il découle que

P(Xry. € Bl Fr) = fe(X7).

7.2 Classification des états

Définition: Soit P = (p; ;)i j)esxs une matrice stochastique. Pour i € S, on
considere une chaine de Markov (X,,),>0 partant de 'état i et de matrice de
passage P. On pose T; = inf{n > 1;X,, = i}. Si P(T; < +o00) = 1, on dit
que I'état i est récurrent. Inversement, si P/(T; < +o00) < 1, on dit que I'état
1 est transient.

Théoreme 23. Soit P = (p; )@ j)esxs une matrice stochastique. Pouri € S,
on considere une chaine de Markov (X,,)n>0 partant de I'état i et de matrice
de passage P. On pose T; = inf{n > 1, X,, =i} et N; = Z;r:i]]{z}(Xk) N;
représente le nombre de passage de la chaine en i a partir de [’instant 1.
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— Si i est transient, alors 1+ N; suit la loi géométrique de paramétre 1 —
PY(T; < 4+00). En particulier N; est presque sirement fini et intégrable.

— Si i est récurrent, alors N; est presque stirement infinie sous P'. En
particulier E'[N;] = +o00.

Démonstration. Si T; < +oo (ou de maniere équivalente si V; > 0, on a

+o0
Ni =1+ ly(Xrw).
k=1
Soit k un entier positif ou nul. On a
+o00
P{(N; > k+1) = PY(N; > k+1,T; < +00) = P/(T; < +00)P (D> iy (Xrys > K|Ti < +00).
k=1

Or T; est un temps d’arrét. Donc, d’apres la propriété de Markov forte,
sachant T; < 400, (Xr4:)i>0 a la loi d'une chaine de Markov commencant
en i et de matrice de transition P, c’est a dire la méme loi que (X;);>0. On
en déduit
PY(N; > k+1) =P(T; < +00)P(N; > k).
Par récurrence, on en déduit
P{(N; > k) = PYT; < +o0)”

D’apres le théoreme de continuité séquencielle décroissante, on a P(N; =
+00) = limy_s, oo PY(N; > k). Cette limite vaut donc 0 si i est transient, 1 si
1 est récurrent. Pour £ > 1, on a

Pi(1+N;,=k) = P(1+N;>k)— P(N; > k)
= P{(T; < +00)" ' — PY(T; < +o0)F
= P(T; < +00)" (1 = PY(T; < +00)),

ce qui montre que 1 + N; suit bien une loi géométrique de parametre 1 —
P(T; < +00). De plus

+00 I .
i i i PUTi < +o0)
E]\Q:ZP(NiZk):Z:P(E<+OO)k: 1 —Pi{(T; < 4+00)

k=1 k=1

< +00.

]

Corollaire 15. Un état i est transient si et seulement si

+o00o
D PXy =) < +o0.
k=1
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Démonstration. D’apres le théoreme précédent, ¢ est transient si et seulement
si N; est intégrable sous P!, Or

+o0
E'N, = B 1 (X)
k=1
“+o00
= ) Bl (Xy)
k=1
“+o00
= ) P(Xp =)
k=1

(On utilise le théoreme de Tonelli pour échanger la somme et 1'espérance)
Ceci acheve la preuve. O]

Corollaire 16. Soient i et j deux états d’une chaine de Markov de matrice
de transition P = (p; ;)@ )esxs- On suppose que i et j communiquent. Alors
1 et j sont tous les deux transients ou tous les deux récurrents

(n)
2,7

>0 et p'¥) > 0. Pour tout k > 0, on a

Démonstration. Soit n,p tels que p i

n k k) (n
p§'7j+p+ ) > pg'],)i)p;i)pz(,j)'

Ainsi, si la série de terme général pgﬁ) diverge, la série de terme général pg-?
aussi. Comme les roles de 7 et j sont symétriques, les deux séries sont de
meéme nature. Comme pgﬁ) = P/(X} = i), le résultat découle du corollaire
précédent. O]

Corollaire 17. Considérons une chaine de Markov irréductible de matrice
de transition P = (p;;)esxs et pour tous les i € S, notons P' les lois
markoviennes correspondantes. Les propriétés suivantes sont équivalentes

1. F,5 € SPI(N; = +o0) > 0.

2. di € S, i est récurrent

3. Vi €S, i est récurrent

4. Vi,j € SP/(N; = 4o00) = 1.

Démonstration. ~ (1) = (2). Soit I tel que P/(X; = j) > 0. On a
PN, = +o00) = PI(X; = 4,5 S Ui, m) = PXD = jPI(N; =
+00) > 0, donc i est récurrent.

~ (2) = (3). C’est une conséquence du corollaire précédent.
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— (3) = (4). Considérons P (T; < +o00,Vk > T; Xy # i). Comme i et
J communiquent P*(7; < +00) > 0). D’apreés la propriété de Markov
forte, on a

P(Tj < +o00,Yk > Tj, X #i) = P(Tj < +00)P/(Vk > 0X}, # 1)
= P(T; < +00)P/(T; = +o0)

Mais {7} < 4o00,Vk > T; X}, # 1} C {N; < 400}, donc comme i est
récurrent, P'(N; < +o00) = 0, donc P/(T; = +o00) = 0. Mais

+oo
Ny =1+ Z]]-{i}(Xk—&-Ti)’
k=1

Donc d’apres la propriété de Markov forte

PI(N; = +00) = P(D liy(X) = +00) = PH(N; = 400) = 1.

~ (4) = (1). Evident.
O

Définition: Si une chaine de Markov vérifie une des 4 propriétés équivalentes
ci-dessus, on dit que c’est une chaine récurrente.

7.3 Mesures invariantes

Définition: On dit qu’une mesure p est invariante sous I’action de la matrice
de transition markovienne M si uM = p, c’est a dire.

VieS > uliymi; = p(i).

€S

Si p est invariante sous l'action de M, une récurrence immédiate donne
Vn > 0uM™ = p. Ainsi, si (X,,)n>0 est une chaine de Markov de matrice de
transition M et de mesure initiale Px, = p, alors pour tout n, la loi de X,
est Px = p.

Définition: On dit qu’'une mesure pu est réversible sous ’action de la matrice
de transition markovienne M si

Vi,je S p(i)m;; = p(j)m;,.
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Théoréme 24. Soit (X,,),>0 une chaine de Markov de loi initiale v réversible
sous l'action de M. Alors

Vn > 1(Xo, X1, ... Xp) et (X, Xn-1,...,X0o) ont méme loi sous P”.

Démonstration. 11 suffit de montrer par récurrence sur n que V(xo,...x,) €
Sntlon a

]P)V(XO = ZEQ,Xl = T1y-... 7Xn = .fl?n) = ]P)V(XO = ZL‘n,Xl = Tp—1y--- 7Xn = ZL‘()).
Pour n = 1, il suffit de voir que
]P)V(XO = [L'(),Xl = ZL’l) = V(l’o)mxowl = V(xl)mxwo = ]P)V(XO = [L’l,Xl = ZE()).

Ensuite

PV(XO = LC(],Xl = T1y... 7Xn = Jln> = ]P)V(XO = .CEO’Xl =T1,... 7Xn71 = xn,l)mmnfl,zn

v
- mxn_l,an (XD - xn—le =Tp—2y..-

n—1
= mxnflvxny(xn_l) | | mmn—iyxn—i—l
i=1
n—1
- V(xn—l)mxnflwn | | My i1
i=1
n—1

- V(xn)mzn7zn71 | | mzn—iazn—i—l
=1

n—1
= V(xn) H My, m i1
=0

7Xn—1 = -CEO)

== ]P)V(XO = xnyXl = Tp—1y-.- 7Xn = .To).

m
Il est facile de voir que toute mesure réversible est invariante.

Théoreme 25. Si la matrice de transition M est irréductible et admet une
probabilité p invariante, alors les chaines de Markov associées a M sont
récurrentes. De plus, p charge tous les points de [’espace d’états.

Démonstration. Soit p une probabilité invariante Pour tout n > 0, on a
puM™ = p, soit
VieS Vn>0 Z,u(@)mz(? = u(j)

1€S
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Si une chaine de Markov irréductible n’est pas récurrente, les états sont
tous transitoires et lim ,u(z)mg?
n—+4o00 ’

théoreme de convergence dominée, on a alors

= 0 quels que soient 7 et j. D’apres le

viesS 0=upu(j),

ce qui est impossible. Le premier point est donc démontré. Prenons mainte-
nant x € E tel que u(x) > 0 et soit y un autre élément de E. Il existe un
entier n et une suite r = xg, x1,...x, =y d’éléments de E avec pour tout 7

entre 0 et n — 1, my, 5., > 0. Ainsi
n—1
wy) =PH(X, =y) > P Xy =20, X1 = 71,... X, = 7,) = p() 1:[0 M w41

]

Théoréme 26. Toute chaine de Markov sur un espace d’états S fini admet
une probabilité invariante.

Démonstration. L’ensemble M(S) des mesures de probabilité sur S s’identi-
fie au compact K = {(z1,...,2,) € RY; >, xx = 1}, avec n = |S|. M(S)
est un convexe stable par p — pM. Ainsi, si u est une mesure quelconque
sur S, la suite (u,)n>o définie par

n—1
> uM*
=0

S|

Hn =

est a valeurs dans M(S). On a u,(I — M) = @ Comme la suite
(I —M™))n>0, est bornée, il s’ensuit que toute valeur d’adhérence de (p,,)n>0
est laissée fixe par M. Comme M(S) est compacte, (i,),>0 & au moins une
valeur d’adhérence donc M au moins une mesure invariante. O

Corollaire 18. Une chaine de Markov irréductible dont I’espace d’états est
fini est récurrente.

7.4 Théoreme de la probabilité stationnaire

Théoreme 27. Soit M la matrice de transition d’une chaine de Markov
wrréductible apériodique admettant p comme loi stationnaire. Alors pour toute
loi v sur S, la chaine de Markov de matrice de transition M et de loi initiale
v converge vers [i.

> 0.
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Démonstration. Soit Xy, X|, deux variables aléatoires indépendantes, X sui-
vant la loi 1, X{ laloi v. On note également Y, = X{. Soit également ( f,,)n>1
et (f))n>1 deux suites de variables aléatoires i.i.i.d. de loi x s définie au lemme
1, ces deux suites étant indépendantes de Xy et X{. On définit par récurrence
les suites (gn)n>1, (Xn)n>1 €t (X))n>1, (Yn)n>1 par

( n+l — jh+lcxﬁ)
Yo = fpa(Ya)
fn+1 Si Xn = X’:L
Int1 = ’ .
n.1 sinon
\ XT,«LH = 9n+1(X7/1)

Il n’est pas difficile de voir qu’en tout point w on a

(Xn(w) = X, (W) = (for1(@) = gni1 (@) = (Xnp1(w) = X7 4 (w))
Ainsi, les processus X,, et X/ évoluent de maniére indépendante jusqu’au
moment ot ils se rencontrent. A partir de la, X/ demeure scotché a X,.

Lemme 8. Soit (X,,)n>0 une chaine de Markov de matrice de transition M
et de loi initiale p , (Y, )n>o une chaine de Markov de matrice de transition
N et de loi initiale v. On suppose en outre que les suites (Xp)n>0 €t (Yn)n>0
sont indépendantes sous P. Alors la suite (Z,)n>o définie par Z,, = (X, Yy)
est une chaine de Markov de matrice de transition M ® N, ou M ® N est
définie par

Y((i,7), (k1) € S* x S* (M ® N)(i,7), (k,1) = M(i,k)N(35,1).
Démonstration. Soient (zg,...,z,) € S" et (yo,...,y,) € S
P(Vi € {0,n}(X;,Y;) = (zi,y:)) = PHVie {0,n}X; =z;} N {Vie {0,n}Y; =y;})
= P(Vi e {0,n}X; = z;)P(Vi € {0,n}Y; = ;)

n—1 n—1
= N({IO}) H Mg xipq X V({yO}) H Ty yit1
1=0 1=0

= ,u({xo})l/({yo}) 1:[ M1 Ny, yi

n—1

= (@ v){zo,0}) [[(M @ N) (i, 1), (2541, yi41))

=0
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Lemme 9. Soit U,V deux variables aléatoires de loi 6. On suppose que sous
P, U et V sont indépendantes de la tribu A. Soit A un événement A —
mesurable. On définit W par

Ulw) siwe A
W(w)—{ V(w) siwé¢ A

Alors, sous P, W suit la loi 0 et W est indépendante de A.
Démonstration. Soit A’ un événement A — mesurable et B un borélien

PAN{WeB}) = PANAN{W € B})+PA°NA Nn{W € B})
= P(ANAN{U € B}) +P(A°NnA'Nn{V € BY})
= P(ANA)P(U € B) +P(A°N A")P(V € B)
= P(ANA")0(B)+P(A°N A)0(B)
= (P(ANA") +P(A°NA"))I(B)
= P(A)0(B)

En prenant A’ = Q, on en déduit d’abord que P(W € B) = 6(B) pour
tout borélien B. 6 est donc la loi de W sous P. En réinsérant dans la formule
précédente, on a pour tout événement A—mesurable A’ et pour tout borélien
B

P(A'N{W € B}) =P(A)P(W € B),

ce qui veut dire que W est indépendante de A. O

En appliquant le lemme précédent a A = o(Xo, X{, fis-- -y fu, f1o-- 0 f1),
A={X, =X },U= fos1, V= [ et W = gui1 on voit que g, suit
la loi xar et que gnq1 est indépendante de o(Xo, X{, f1,---, fu, f1,-- -, [1)-
Comme (g1, ..., gn) est o(Xo, X4, f1,-- -, fu, f1,- -+, f})-mesurable, il s’ensuit
que (gn)n>1 est une suite de v.a.ii.d de loi xy.

D’apres le lemme B, (X)) est une chaine de Markov de matrice de tran-
sition M et de loi initiale p tandis que (X)) est une chaine de Markov de
matrice de transition M et de loi initiale v.

On va maintenant montrer que 7 = inf{n; X,, = X/ } est presque stirement
fini. Tl est facile de voir que 7 = inf{n; X,, = Y,,}. Ce qui est intéressant, c¢’est
que (X,)n>0 €t (Yn)n>o sont indépendants.

Ainsi, d’apres le lemme B, (X, Y},) est une chaine de Markov de loi initiale
v®u et de matrice de transition M’ = M® M. Soient (x,vy, z,t) € S*. Comme
M est la matrice d'une chaine de Markov irréductible et apériodique, on peut,
d’apres le corollaire [, trouver un entier ny = max(N(x, z), N(z,t)) tel que
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M"™(x,2) et M™(y,t) soient strictement positifs. Or M = (M @ M)™ =
M™ @ M™ :on a

M™((2,y), (2,1) = M™(z, 2) M™(y,t) > 0.

Ainsi ((Z)n>0 = ((Xn, Yn))n>o0 st une chaine de Markov irréductible. Comme
M ® M admet p ® p comme mesure invariante, la dynamique est donc
récurrente : (Z,),>0 passe donc presque siirement en tout point de S x S.
En particulier, elle passe presque stirement sur sa diagonale, ce qui implique
que P(7 < +00) = 1.

Soit f une fonction bornée de S dans R. Pour n > 7, on a f(X,,) = f(X],).
Donc f(X,) — f(X]) converge presque surement vers 0. D’apres le théoréme
de convergence dominée, on en déduit que E(f(X,,) — f(X])) converge vers
0. Comme g est invariante E(f(X,,) — f(X})) = [ f dp — Ef(X]). Ainsi
pour toute fonction f, Ef(X)) converge vers [ f du, ce qui veut dire que X/,
converge en loi vers f.

]

Remarque-exercice : I'’hypothese d’apériodicité est importante. En ef-
fet, on peut construire deux chaines de Markov indépendantes (X, )n>0 et
(Y,)n>0 ayant la méme matrice de transition irréductibles, telles que (X, Y5, )n>0
ne soit pas irréductible et que (X, Y,,)n>0 ne coupe jamais la diagonale.
Donner deux exemples d’un tel phénomene, I'un avec S fini, 'autre avec S
infini.

7.5 Théoreme ergodique des chaines de Mar-
kov

Théoréme 28. Soit (X,),>0 une chaine de Markov. Pour tout x € S, on a

lim —Z]]{x} (Xy) = ]]{T””<+OO}.

n—-+oo N, ]E:cT

En particulier, si la chaine est wrréductible, on a

n—1

1 1
Jm oD L (Xe) = BT,

Démonstration. Si T, = 400, 1'égalité est évidente, car %ZZ;& Iy (Xi) =
L1l Xz} Pour tout n. Si T, < 400, la suite de terme général - S Ty (X)
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ale méme comportement asymptotique que la suite de terme général ZZ;& Loy (X 41)-
Or, d’apres la propriété de Markov forte, la loi de la suite de terme général
% ZZ% 2y (X7, 4%) sous P est la méme que la loi de la suite de terme général
¥ o L2y (Xy) sous P* @ on est ramené a étudier le cas ou P = P*.

Si x n'est pas récurrent, on a E7[T,] = 400 et > ;751 (Xy) est fini
P*-presque stirement : cela donne l'identité voulue.

Passons donc au cas ou z est récurrent. Pour tout & > 1, posons TF =

inf{n > O,Z]l{x}(Xi) > k}. Les TF sont des temps d’arrét adaptés a la

filtration naturelle engendrée par (X,,),>o. Comme x récurrent, les T* sont
presque stirement finis. Il est aisé de constater que la suite (7%);>1 est crois-
sante. Pour tout ¢ € {1,...k}, T" est Fri-mesurable (voir chapitre sur les
martingales). Comme 7% < T* on a Fr: C Frx. Finalement, o(T4, ... TF)
est une sous-tribu de Fpx. Soit k > 1 et A € (T, ..., T%) : il est clair que
A se produit avant T*. Ainsi, on va pouvoir utiliser la propriété de Markov
forte :

PE(A, T — T > n) = PE(ANTA 1y (X) = 0)

= PP AP (M- lliay (X;) = 0)
= P*(A)P(T" > n)

On en déduit que, sous la loi P, les variables aléatoires T4, T? — T, T3 —
T?, ... forment une suite de variables aléatoires positives indépendantes
ayant méme loi que 7% = T,. D’apres la loi forte des grands nombres on
en déduit que L= = L(T1 4+ (T? = T1) + (T3 = T?) + ... (T" — T™') converge
presque surement vers E*T7. Le résultat demeure si E*[T*] = +o00 (exercice
classique de troncature) Posons S, = > 7~ Igz1 (X4). Un instant de réflexion
montre que 75 < n < T%%! On en déduit
T5n n 75+ S, +1

<_
S %5 S5.¥1 S,

Si x est récurrent lim, . Sn = +oo donc lim,, . & & = = E*T,, d’ou le
) < Sn suffit a donner la convergence
de S, /n vers 0. O

Théoreme 29. Soit (X,)n>0 une chaine de Markov irréductible admettant
une probabilité invariante . Pour tout x € S, on a

lim — Z]]{x} (Xy) = EmT = u(x) > 0.

n—+oo n
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Démonstration. Une chaine de Markov irréductible admettant une probabi-
lité invariante est toujours récurrente. Le théoreme ergodique des chaines de
Markov s’applique donc, et on a pour toute loi initiale v :

1
lim —
n—+oo N

n—1
1
g o (Xg) = P"p.s.

Comme |+ S, 2y (X%)| < 1, le théoreme de convergence dominée s’ap-
plique et on a

1 1
].. - PV X = = .
Si I'on prend pour v la mesure invariante p, on a pour tout k > 0 P¥(X}, =
x) = p(x). On en déduit que ﬁ = p(x), ce qui acheve la preuve, puisque
le fait qu’une mesure invariante d’une chaine de Markov irréductible doive
charger tous les points a déja été démontré. n

Corollaire 19. Une chaine de Markov irréductible a au plus une probabilité
mvariante.

Le théoreme 29 admet une réciproque.

Théoréeme 30. Soit (X,,),>0 une chaine de Markov irréductible et récurrente
sur S. On suppose qu’il existe x € S tel que E*[T,] < +o0.

Alors, la chaine admet une unique probabilité invariante p qui est donnée
par u(y) = ﬁm > 0. Dans ce cas, on dit que la chaine est récurrente

positive.

Démonstration. Posons m(y) = m est une mesure positive sur S.

Ce n’est pas la mesure nulle car m(z) > 0. Ainsi, si 'on montre que la
mesure m est invariante sous la dynamique et que m est une mesure finie, la
probabilité y = m/m(S) sera une probabilité invariante sous la dynamique.
D’apres le théoreme 29, on aura pu(y) = m pour tout y. De plus, d’apres
le théoreme 28, p(y) > 0 pour tout y. '

Montrons déja que m est finie : soit S’ une partie finie de S.

On a

n—1

%Z D (X)) <1,

d’ou en faisant tendre n vers I'infini, on a avec le théoreme PR :

> mlx) <1,

zes’
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ce qui montre que la somme des m(z) est finie.
Il suffit alors de montrer que pour pour x € S, on a

> my)py. = mlz).

yes

Posons Y,, = £ 371" 1,3 (Xy). On a vu que Y, /n tend presque siirement vers
m(z), donc par convergence dominée, E[Y,,]/n tend vers m(z). On a aussi

— Z Zﬂ{y} X1y (X)

yeS k=1

d’oun

Z ZIP’ (Xp1 =y, Xx, =)

yGS

=D - ZPXk 1= Y)Pya

yGS

Soit S’ une partie finie de S : on a

yES’ _

et en faisant tendre n vers 'infini

m(z) = Y m(y)py..

yes’

d’ou en passant au sup

) > my)py

yes

Cependant

DD mWpye =YD my)py. = > m(y)l

zeS yes yeS xzeS yes

Ce qui entraine donc que pour tout z, on a bien

m(z) =Y m(y)py.,

yes’

ce qui acheve la preuve. O
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Bien sur, cette réciproque est sans intérét lorsque ’espace d’état est fini,
puisque l'existence de la mesure invariante est assurée d’emblée.
Une preuve alternative :

Théoréme 31. Soit (X,) une chaine de Markov sur E et x € S tel que

E*[T,] < +o00. Si l'on pose N, = T‘”_lll{xk —y}, alors la mesure p* définie
par
. E[Ny]

est une mesure de probabilité invariante. En particulier p*(x) = ﬁ

Démonstration. On pose, Sy =0, et pourn > 1:5Y =3~ O]I{Xk-H —y} DXy
SY¥ est F,-mesurable et SY = SZ_I + 1y x,=y} — PX,_1,2> donc

E[SY| Fra] = Sy | FP(X, = 2| F) - Pxp_12 = ngla

Ainsi (5Y),,>1 est une martingale. Comme 7 est un temps d’arrét, le théoreme
d’arrét dit que (S}, 7, )n>1 est aussi une martingale, en particulier E*[SY, . | =
0 pour tout n. S}, tend presque siirement vers Sy, . Comme |SY . | < T,
le théoreme de convergence dominée nous donne E*[S? ] = 0. Cependant,

T:—1

Syz = Z H{Xk+1:y} o pXkay
k=0

Ty Ty—1
= Z]]‘{szy} - Z Z]]-{szz}pz,y
k=1 k=0 z€S
Ty
= Z]]‘{szy} - Z ijz,y
k=1 z€S
= _]]{X():y} +]]-{93=y} + N; - Z prz,y

z€S
En prenant ’espérance sous P*, on obtient, pour tout y € S :
0=EY[NJ] = > E*[N]p-,
z€S

ce qui dit bien que (E*[N?]).cp est une mesure invariante. Pour avoir une
mesure de probabilité, il suffit de diviser par

zeE zEE

Enfin, comme N? = 1, P*-presque strement, on a p*(z) = —Ew[lT T O
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7.6 Retour a la classification des états (*)

Considérons une chaine de Markov dont I'espace d’états est S On dit que
x est un état essentiel si

VeeS (r—y) = (y— ).

Il n’est pas difficile de voir qu’un état accessible depuis un état essentiel est
lui-méme un état essentiel.

Démonstration. Supposons en effet que x est essentiel et que x — y. Soit
z tel que que y — z. On a (x — y) et (y — 2) donc (zr — z). Comme x
est essentiel, (z — z), or (x — y), donc (2 — y), ce qui montre que y est
essentiel. [

Soit (A;); 1 la partition de I’ensemble des points essentiels induite par la
relation d’équivalence “communique” (+). Chaque ensemble A; est appelé
une classe absorbante. D’'un point x appartenant a la classe absorbante A;,
on ne peut accéder qu’a des points de A;.

Démonstration. En effet si x — y, alors y — = car = est essentiel et y est
essentiel : ainsi y est essentiel et z <+ y, donc x et y sont dans la méme classe
d’équivalence : y € A;. O

Théoreme 32. Les points récurrents d’une chatne de Markov sont termi-
NnauL.

Démonstration. Soient ¢ un état non terminal. Il existe j tel que ¢ — j mais
que j ne communique pas avec i. Soit n tel que P/(X,, = j) > 0

Pi(N; < +00) > PY(X,=jVk>n X,#1i)
=PI(X, = )P (Vk >0 X #1i)=P(X,=j).1>0,

ce qui montre que ¢ n’est pas récurrent. O

Théoreme 33. Une mesure invariante d’une chaine de Markov ne charge
que des états récurrents positifs.

Démonstration. Soit p une mesure invariante et x chargé par p. Posons
M, =1 Zz;é ;23 (Xy). D’apres le théoreme P8, M, converge P*-presque

T on

. 1 . A Ny
stirement vers ]{Tﬁf:j—;‘”}, donc d’apres le théoreme de convergence dominée
x
P (T,
E+[M,] converge vers %. Comme E*[M,] = p(x) pour tout n, on a
x

) = P42 Comme p(x) > 0, on a E7[1}] < +o0. =
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Théoreéme 27. Soit p; ; une matrice markovienne. Soient (A;);cr les classes
absorbantes associées a la chaine, et J C I [’ensemble des x tels que la chaine
de Markov de matrice (p; j)i jea, soit récurrente positive. La chaine (p; ;)i jeE
posséde au moins une probabilité invariante si et seulement si J est non-vide.
Dans ce cas, les probabilités invariantes sont exactements les probabilités

ou [i, est le prolongement a S de l'unique mesure invariante de la la chaine
de markov de matrice (p; j)ijea,, et ot les a, sont des réels positifs de somme
1.

Démonstration. Soit p une probabilité invariante, c’est a dire telle que

VieS pi)=> p(j)pi

jes

D’apres les deux théoremes précédents, p ne charge que des états récurrents
positifs, terminaux : J est donc non-vide. Soit C' = U,esA,. On sait que pu(1)
est nul pour ¢ € E\C. Soit z € J. On sait qu’on ne peut accéder de A, qu’a
des points de A, : Vi € A,Vj € S\A, p;; =0. Ainsi

VieApri»j:Zpi7j_ Z pZJ:l—O:l

JEAs jes JES\ Ay

La matrice (pi ;)i jea, est donc markovienne. On a également 3 ;o u(j)pj: =
> jea, #(J)pji- On a donc le systeme

Vie A, p(i) = Z w(7)pji;

JEAs

ce qui signifie que la restriction de p a A, est une mesure invariante finie
pour (p; ;)ijea,- D’apres le théoreme d’unicité pour les chaines irréductibles,
on a
Vie Ay p(i) = p(Az)p(i).

On a ainsi la représentation voulue en posant a, = p(A,), en notant i* la
mesure sur £ qui coincide avec p® sur A, et est nulle sur S\ A,.

On a montré que les probabilités invariantes étaient nécessairement de la
forme annoncée. Montrons la réciproque. Montrons d’abord que ’extension
de fi, est invariante. On a d’abord que

Vie Ao Y (b= Y B Dpia= Y 1" (pie = 1) = 7).

jES JEAL JEAL
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Par ailleurs, pour i € S\ A, observons les termes de la somme ) | jes BT (7)pji
si j € A, pj, est nul, tandis que pour j € S\A,, @/(j) = 0 : le produit
i’ (7)pj.i est toujours nul, et on a

> G =Y 0=0=pi"(i).

jes jes
La mesure de probabilités fi, est donc bien invariante. Pour conclure, il est

aisé de voir qu'un barycentre de probabilités invariantes est une probabilité
invariante.

]

7.7 Exercices sur la récurrence et les mesures
Invariantes

1. Chaine observée quand elle bouge ou est morte.
Soit (X, )nen une chaine de Markov homogene sur l'espace d’états E,
de matrice de transition P. Soit A ’ensemble des états absorbants. On
définit la suite (T})ren par récurrence comme suit : on pose Ty = 0 et

Tyt =Tk +]]{XTk¢A} inf{n >0, XTytn 7 XTk}7

avec la convention 0.co = 0.

(a) Montrer que les (Tj)ren sont des temps d’arrét pour (X, )nen, finis
presque surement.

(b) On définit Yy, = Xr,. Montrer que (Y)ren est une chaine de Mar-
kov homogene, donner son espace d’états et sa matrice de transi-
tion.

2. Trace d’une chaine sur un ensemble.
Soit (X, )nen une chaine de Markov homogene d’espace d’états E' dénombrable
et de matrice de transition P = (p; ;)i jep. Soit J une partie de E. On
observe cette chaine de Markov seulement lors de ses passages par J,
et on note Y,, la m'® observation. Plus formellement, pour m > 1, on
note

Tm:inf{n21+Tm_1 Xnej} ot Tozinf{nzo ’ XneJ}.

On suppose que VYm > 0, T,,, < +00, et on pose Y,, = Xr .

(a) Montrer que T, est un temps d’arrét, que Xr,, est mesurable pour
Fr,, et que pour k < m, T}, et X, sont Fr, -mesurables.
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(b) Montrer que (Y,)nen est une chaine de Markov homogene.

3. Soient p €]1/2,1] et (X,,),>1 une suite de variables aléatoires indépendantes
de loi commune pd; + (1 —p)d_;. On pose Sy = 0, puis pour tout n > 1 :
S, = 22:1 X}.. Soient a et b des entiers relatifs strictement positifs. On
pose V, =] — 00, —=b] U [a, +00]. Soit T' = inf{n > 0;n € V}. Calculer

P(Vp > T; S, #0).

On pourra utiliser les résultats de I'exercice : “le joueur inruinable”.

4. Marche aléatoire sur Z/dZ. On considere X = {X,, : n > 0} la marche
aléatoire sur Z/dZ dont les pas sont indépendants de méme loi pd; +
(1—p)d_q, avec 0 < p < 1. La loi initiale de Xy n’est a priori pas égale
a do.

(a) Quelle est sa matrice de transition P 7 La chaine est-elle irréductible 7
apériodique 7

(b) On suppose que d est impair. Montrer que (X,,),>0 converge en
loi et préciser la limite.

(c) On suppose que d est pair. Donner une condition nécessaire et
suffisante sur Py, pour que (X,),>o converge.

5. Modéle d’Ehrenfest. On cherche a modéliser la diffusion de N parti-
cules dans un systeme constitué de deux enceintes séparées par une
paroi poreuse. A chaque instant, une particule prise au hasard (com-
prendre : avec équiprobabilité) change d’enceinte. On représente 1'état
du systeéme a chaque instant par un vecteur z = (z(1),...,z(N)) €
(Z.)27Z)N | ont ; représente le numéro de la boite (0 ou 1) ou est la par-
ticule 7. Ainsi, si X,, est le vecteur des positions, on a la modélisation

Xn+1 - XTL + 6Vn+1a

ou V41 est le numéro de la particule qui change de boite. (d1,...,dy)
est la base canonique de (Z/2Z)N. (V,,)n>1 est une suite de variables
aléatoires indépendantes suivant la loi uniforme sur l’ensemble fini

{1,...,N}. (Vo)n>1 est indépendante de X.
(a) Montrer que (X,),>0 est une chaine de Markov.
(b) On pose

N
Y, = Zﬂ{xn(i):o}-
=1
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Y,, est donc le nombre de particules dans la boite 0 au temps n.

Montrer que (Y;,),>0 est une chaine de Markov de matrice de tran-

sition

N —x
N

p(x,x—l)zﬁ,p(x,x—i—l): ,0<xz <N,

N
les autres probabilités étant nulles.
(c) On note U la loi uniforme sur (Z/2Z)". Montrer que pour toute
loi v sur (Z/2Z)N, on a U x~y=U.
(d) Montrer que si Xy suit la loi U, alors Xo(1), Xo(2), ... Xo(N) sont
indépendantes.

(e) Montrer que U est une loi invariante pour la chaine (X,,),>0. En
déduire que la loi binomiale B(N,1/2) est une loi invariante pour
la chaine (Y},)n>0. -

(f) Retrouver ce dernier résultat par un calcul direct.

6. Chaine de Markov avec décision.

Le n®™¢ Lundi de I’année, une petite entreprise recoit A, propositions
de travail de type A, et B,, propositions de travail de type B. Un travail
de type A mobilise toute la capacité de travail de I'entreprise durant
une semaine et lui rapporte 200 euros, alors qu'un travail de type B
I'occupe deux semaines pour un rapport de 360 euros. Une semaine
d’inactivité cotite 100 euros, un travail non traité pendant la semaine
ou il arrive est perdu. On suppose A,,B, indépendants, les couples
(An, By)n>1 indépendants, et

P(A, =1) = 1-P(A, = 0) = 0,5, P(B, =1)=1-P(B, = 0) = 0,6.

Modéliser la situation par une chaine de Markov , avec si possible un
nombre d’états minimal. Quelle est la meilleure stratégie, quand on
recoit simultanément une offre de chaque type : donner la préférence a
celle de type A ou a celle de type B ? On pourra faire appel au Théoreme
ergodique pour départager les deux politiques.

. Un modele de prédiction météo (!) On suppose que le temps qu’il fera

demain depend des deux jours précédents. On suppose que :

P( il pleut demain | il a plu hier et aujourd’hui) = 0,7

P( il pleut demain | il a plu aujourd’hui mais pas hier) = 0,5

P( il pleut demain | il a plu hier mais pas aujourd’hui) = 0,4

P( il pleut demain | il n’a pas plu ni hier, ni aujourd’hui) = 0, 2
Montrer qu’on peut modéliser ceci par une chaine de Markov. Quelle

est la probabilité, sachant qu’il a plu lundi et mardi qu’il pleuve jeudi?
Sur le long terme, quelle proportion de jours de pluie observe-t-on ?
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8. Chaine de Markov réversible

(a) Soit P une matrice de transition sur un espace d’états £ dénombrable.
On suppose qu’il existe une probabilité 7w telle que

TiPij = TjPji-

Montrer que 7 est stationnaire pour la P.

(b) Trouver rapidement la probabilité stationnaire de la marche aléatoire
symétrique sur les sommets de I’hypercube de dimension d.

(c) Marche aléatoire symétrique sur un échiquier (8 x 8). Calculer les
temps de retours moyens des différents points de ’échiquier. (On
trouvera 110 pour les coins, 220/3 pour les autres points du bord,
55 pour les autres points.)

9. Modéle de Laplace-Bernoulli.
N boules noires et N boules blanches sont placées dans deux urnes de
sorte que chacune contienne N boules. Apres chaque unité de temps
on choisit au hasard une boule de chaque urne; les deux boules ainsi
choisies changent d’urne. On note Y,, le nombre de boules noires dans la
premiere urne. Montrer que (Y;,),,>0 est une chaine de Markov irréductible
réversible et trouver sa mesure stationnaire.
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Annexe A

Théoreme de Levy

A.1 Rappels sur la convergence en loi

On dit qu’une suite (p,)n>1 de mesures de probabilités sur R? converge
faiblement vers la mesure de probabilité p lorsque pour toute fonction f
continue bornée de R? dans R, on a

lim fdu, = f du.
n—-+00 R R4

Par extension, on dit qu’'une suite de variables aléatoires X,, converge en
loi vers la variable aléatoire X (ou vers la loi i) si la suite de mesures Py,
converge faiblement vers Px (ou vers la loi p).

Ainsi, dire que X,, converge en loi vers X signifie que pour toute fonction
continue bornée, Ef(X,,) converge vers Ef(X).

Rappel : si p et v sont deux mesures telles que pour toute fonction f
continue bornée de R? dans R, on a [o, f diu = [, f dv, alors p = v.

On rappelle deux théoremes tres utiles dont la preuve peut étre trouvée
dans le cours de licence.

Théoréme 28 (Théoreme de Portmanteau). Les propositions suivantes sont
équivalentes

1. p, converge faiblement vers p.

2. Pour toute fonction f uniformément continue bornée de R? dans R, on
a

lim f duy, :/ f dp.
R Rd

n—-+00

3. Pour tout fermé F, (F) > lim pn(F).

n—-+00

99
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4. Pour tout ouvert O, u(0) < lim pu,(0).

n——+0o
5. Pour tout borélien A dont la frontiére OA vérifie n(0A) = 0, on a
lim  jua(A) = (A).
n—+o0o
Théoréme 29. Si une suite (fi,)n>1 de mesures de probabilités sur (R, B(R?))
est telle que pour toute fonction f continue positive a support compact de R?
dans R, on a

lim [du, = | fdpu,
Rd

n—+00 Rd

alors i, converge faiblement vers .

Théoreme 34. Soit X,, une suite de variables aléatoires réelles, X une autre
variable aléatoire. Alors X,, converge en loi vers X si et seulement si pour
tout point x ot Fx est continue, Fx, () tend vers F(z) lorsque n tend vers
linfini.

A.2 Tension

Définition: On dit qu’une famille M de mesures de probabilités sur R? est
tendue si pour tout € > 0, il existe un compact K de R? tel que pour tout
e M, onap(Ke) <e.

Exemple: Une famille constitué d’une unique mesure p sur R? est tendue.

Démonstration. Considérer la suite d’ensemble A,, = B(0,n) : La suite AS est
décroissante et son intersection est &, donc d’apres le théoreme de continuité
séquentielle décroisante u(A,)¢ tend vers u(R?), ce qui montre que bien que
pour n assez grand u(AS) ne dépasse pas . ]

Lemme 10. La réunion de deux familles tendues est une famille tendue.

Démonstration. Soit M et N deux familles tendues. Soit € > 0. Comme M
est tendue, il existe un compact K; tel que Vi € Mu(Ky) < e. De méme,
il existe un compact K; tel que Vi € N u(KS) < e. Maintenant, si 'on pose
K = K, UKy, K est compact et il est facile de voir que

Vue MUNP(K®) <e.
Ainsi M UN. L

Corollaire 20. Toute famille finie de mesures sur R? est tendue.
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Le lemme suivant peut également étre utile

Lemme 11. Pour k entre 1 et d et x on note mp(x) la k-iéme composante
de x. Soit M une famille de mesures sur R?. M est tendue si et seulement
st pour tout k entre 1 et d la famille 7r,;1./\/l est tendue.

Démonstration. — Supposons que M est tendue. Soit k entre 1 et d et
e > 0. Il existe un compact K tel que pour tout € M pu(K) >1—e.
Alors, il est clair que 7, K est compact est que pour tout u € M, on a

Tt p(mK) = p(z € R mp () € mK) > u(K) > 1 —«¢.

— Réciproquement, supposons que pilzl/\/l est tendue. Soit € > 0. Pour
tout k entre 1 et d il existe un compact K, tel que pour tout u € M
o w(Ky) > 1 —¢/d. Posons K = K; x Ky x ...K;. On a K¢ =
Ut (KE), done

d
n(K) < ZM(W;ZI(KE))
= ZW?M(KE)

d
Ze/d

3

IN

IN

]

Définition: On dit qu'une famille M de mesures de probabilités est rela-
tivement compacte si et seulement toute suite d’éléments de M admet une
sous-suite convergente.

Théoréme 35 (Théoreme de Prohorov). Toute famille tendue est relative-
ment compacte.

Afin de ne pas se perdre dans des détails techniques, on va donner la
preuve uniquement dans le cas ou d = 1. On va s’appuyer sur le lemme
suivant

Lemme 12 (Théoreme de Helly). De toute suite (F,),>1 de fonctions de
répartition on peut extraire une sous-suite (Fy,, )p>1 telle qu’il existe une fonc-
tion F' croissante continue a droite avec

Foy () = F(2)

en chaque point de continuité de F'.
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Démonstration. A l'aide du procédé diagonal d’extraction, on commence par
extraire une suite (ny)g>1 telle que F,,, (z) converge en tout point  rationnel.
On note G(z) la limite obtenue. C’est une fonction croissante. On définit alors

F(z) =inf{G(r);r € QN]z, +o0[}.

Il est encore clair que F' est croissante. Montrons que F' est continue a droite.
Soit z € R et € > 0. Par définition de F', il existe r > x, avec r rationnel tel
que G(r) < F(z) + . Maintenant, on a

Vy € lz,r[ F(z) < F(y) <G(r) < F(z) +e,

ce qui montre bien que F' est continue a droite. Reste a montrer que Fj,,
converge vers F' en chaque point de continuité de F'. Soit x un point de
continuité de = et € > 0. On peut trouver 7 tel que |F(z) — F(y)| < € en
tout y de [x — n,x + n]. Comme Q est dense dans R, on peut trouver des
rationnels r et s tels que x —n <r < s <z +mn. On a pour tout £ > 1 :

F.(r) < F, (2).
On en déduit

F(ry= lim F,(r)= lm F,(r)< lm F, (x),

k—+4o00 k—+o00 k—+o0
ce qui implique que pout tout € > 0
F(x)—e< lim F, (z).
k——+o0
On en déduit finalement que
k——+o0
De la méme maniere, on montre que
lim F, (z) < F(x).
k—+4o00
Finalement, on a
Fo)< lm Fo ()< Tm Fy (@) < Flo),
k—+o0 k—+o0
ce qui montre bien que

lim F,, (z) = F(x).

k—+o0
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On peut maintenant prouver le théoreme de Prohorov.

Démonstration. Soit pu, une suite formées de mesures appartenant a une
famille M tendue. On note F;, la fonction de répartion de p,. D’apres le
théoreme de Helly, on peut trouver une suite strictement croissante n; et
une fonction continue a droite croissante telle que F),, (x) converge vers F'(z)
en chaque point de continuité de F'. Comme F' est croissante continue a
droite, on sait (voir un cours de théorie de la mesure) qu’il existe une mesure
p telle que pour tous a et b F(b) — F(a) = p(la,b]). Par construction, F'
prend ses valeurs entre 0 et 1, donc p(2) = lim, 1 pu(] — n,n]) < 1. 11
s’agit maintenant de voir que cette mesure est une mesure de probabilité.
Soit ¢ > 0. Comme M est tendue, il existe un compact K tel que pour
tout u € M, on ait u(K) > 1 —e. Posons M = sup{|z|;x € K}. Comme
I’ensemble des points de discontinuités d’une fonction croissante est au plus
dénombrable, il existe a < —M et b > M tels que F' soit continue en a et en
b. Ainsi pour tout k£ > 1, on a

Fnk <b> - Fnk (a)

iy, (Ja, 0])
fny, ([=m, m])
,unk(k)

1—¢

AVAR VARV

Comme a et b sont des points de continuité de F', on obtient, en faisant tendre
k vers +o00 : F((b) — F(a) > 1 — g, ce qui entraine pu(w) > p(]a,b]) > 1 —e.
Comme ¢ peut étre pris aussi petit que I'on veut, cela entraine p(w) > 1,
d’ott u(2) = 1. p est donc bien une mesure de probabilité dont F est la
fonction de répartition. Comme F),, (x) converge vers F(z) en chaque point
de continuité de F', on peut conclure que ji,, converge en loi vers p.

O

Corollaire 21. Soit (i1,)n>1 telle que

— {pn;n > 1} est tendue

— Toute sous-suite de (,)n>1 qui converge en loi converge vers [u.
Alors (pn)n>1 converge en loi vers p.

Démonstration. Soit f une fonction continue bornée. On doit montrer que la
suite ([ f(x) dun(x))p>1 converge vers [ f(z) du(x). Soit (ng)g>1 une suite
srictement croissante d’entiers quelconque. La suite (i, )r>1 est une suite
d’éléments d’'une famille tendue. Je peux donc en extraire une sous-suite
convergente (i, )i>1. Mais d’apres la deuxieme hypothese la limite ne peut
étre que p. Il s’ensuit que

lim [ f(x) duy,, = /f(x) du(x).

1——+00
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Ainsi, de chaque sous-suite de la suite ([ f(x) du,(z))n>1, on peut extraire
une sous-suite qui tend vers | f(z) du(z). Celasignifie que lasuite ([ f(x) dp,(2))n>1
converge vers [ f(z) du(z), ce qui acheve la preuve. O

A.3 Théoremes de Levy

On rappelle que la fonction caractéristique ¢, d'une mesure y est définie
par

oult) = [ dufa),
Rd

On rappelle aussi que la fonction caractérique caractérise la loi : si deux
mesures de probabilités u et v vérifient en tout point ¢ de R? : o, (t) = ¢, (t),
alors p = v.

On rappelle enfin que la fonction caractéristique d’une loi est uniformément
continue sur R?.

Théoréme 36. Soit p1, une suite de mesures de probabilités sur RY. On a
les résultats suivants :
— Si p, converge en loi vers une probabilité u, alors la suite @, converge
ponctuellement vers @,,.
— Si la suite @, converge ponctuellement vers ,, ot , est la loi de la
probabilité p, alors p, converge en loi vers p.
~ Si la suite ¢, converge ponctuellement vers une fonction ¢ continue
en l'origine, alors il existe une mesure de probabilité i dont la fonction
caractéristique est p et p, converge en loi vers ji.

Démonstration.

Le premier point résulte de la définition de la convergence en loi et du fait
que pour tout ¢, la fonction x — €“4*) est continue bornée.

Le deuxieme point est une conséquence du troisieme, en utilisant le fait que
la fonction caractéristique ¢, est bien continue en l'origine.

Montrons donc le troisieme point (sans utiliser le deuxieéme, bien str!). Ce qui
nous manque maintenant, c’est la tension de la suite (fi,)n>1, car si (fn)n>1
est tendue, elle admet une valheur d’adhérence i et il ressort alors clairement
du premier point que
— Pu= ¥
— Si une mesure i, est valeur d’adhérence de la suite (f1,,)n>1, alors ¢, =
@, donc i, = .
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Grace au corollaire précédent, cela implique alors la convergence en loi de
fn, vers . Il reste donc a montrer que (pn,)n>1 est tendue. Pour cela, il
suffit de montrer que pour tout k£ entre 1 et d, la suite de mesures mar-
ginales (m, '1,)n>1 est tendue. Notons quon a simplement Prt oy (T) =
©0u,(0,...,0,2,0,...,0) et la suite de fonctions (@ﬂ,k—lﬂn)(l'))n21 converge sim-
plement vers la fonction z — ¢((0,...,0,2,0,...,0), qui est continue en 0.
Ainsi, on voit qu’on est ramené a démontrer qu'une famille (,),>1 de me-
sures de probabilités sur R dont les fonctions caractéristiques 1, convergent
simplement vers une fonction 1 continue en 0 est tendue. Soit n > 1 et a > 0

1 [ 1

2% (1 - d}n(t» dt = (1 - wn( ))

E _ // ¢ duy () dt
_ /QG/ — ) dt dvn(z)

_ /1_81nax dun(x)

axr

sm@ <

_71—7

d’ou

La fonction 6 — 1 — 22 est positive et pour |6 > 7/2, on a

L a—vya = (1= 4 )
2% ) . ax
/

2
]l|ax|27r/2(1 — % dl/n(l’)

Vv

(1= Dplfr € R:fo] 2 )

Soit maintenant € > 0 : on va montrer qu’il existe un compact qui porte a ¢
pres la charge de chaque v,. Comme % est continue en 0, il existe a > 0 tel
que

€ 2
sup |1 —¥()] < =(1——),
U CIE (e
ce qui entraine
I 2
— 1— dt < —(1——
50 | (1w di< 02

D’autre part, d’apres le théoréme de convergence dominée, i i fa(l—wn(t)) dt
converge vers i ffa(l —(t)) dt, donc il existe ng tel que pour n > ng, on
ait

1 [ 2
— [ A=) dt <e(l—-),

2a J_, T
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ce qui entraine v, ({r € R: 2| > 5-}) < e. La famille (,)n<n, est finie, donc
elle est tendue : il existe un compact K tel que pour tout n < ng, on ait
Vp(K)>1—¢. Enfin K/ = KU [—;—a, %] est compact et pour tout n > 1, on
av,(K') > 1—¢, ce qui acheve la preuve. ]

A.4 Exercices

1. Existence des lois stables d’indice «
Soient Y, , une suite de variables aléatoires indépendantes suivant la
loi de Poisson P(cn®/|k|'T®), ol ¢ est une constante positive et a un
réel vérifiant 0 < o < 2. On pose

Zy, :% > kY

k=-—n?

(a) Montrer que la fonction caractéristique de Z,, peut s’écrire ¢z, (0) =
exp(—2c0%u,(0)), avec

no 9 na
u,(0) = ——"N dz,
(0= [
ou f(z) = g2,
(b) Montrer que pour un choix approprié de ¢, la suite de fonctions ¢z,

converge vers p(#) = exp(—|#|*). Indication : on pourra remarquer
2 1 1.1

que |f(z)| < min(5=, 2 57a-1)-
(c) Soit v avec 0 < a < 2. Montrer qu’il existe une mesure m, dont
la fonction caractéristique soit la fonction 6 — exp(—|60|%).

(d) Soient X7, ... X, des variables aléatoires indépendantes identique-
ment distribuées suivant la loi m,. Montrer qu’il existe \, tel que
(X1 + Xo + -+ X,,) suive la loi my,.
2. Déterminer un réel \, tel que la mesure pu,, dont le support est {—n, —(n—
1),...,n—1,n} et vérifiant

VEe{-n,—(n—1),....,n—1,n} wk)=N\(2n+1-—2[k|)

soit une mesure de probabilité. Soit X,, suivant la loi u,. Montrer que
X, /n converge en loi. (Indication : on pourra déterminer v, telle que

[ = Up % Uy
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Indications

B.1 Exercices sur les sommes de variables indépendantes

1. Pas d’indication.
2. Utiliser le premier théoreme de Levy.
3. (a) Commencer par déterminer la loi de X,,.

(b) Pour montrer la croissance, on pourra remarquer que f(z) =
lim,, 400 Eu o X¥. Pour déterminer la limite, il est commode de
se ramener au cas ol (uy,),>o est a valeurs positives et remarquer
qu’alors, pour tout n, il existe un polynome P, tel que

P ()

eﬂf,’

Vo >0 flz)>(1— Vit

4. on pourra utiliser la fonction f,4, continue et affine par morceaux qui
vaut 0 sur | — oo, A], et 1 sur [A + 1, 400] et montrer que

on(5) — ou(t)] < |5 — ) (A+1) +2 / Fa(u) APy, ().

5. Plusieurs méthodes possibles : utiliser le résultat de ’exercice précédent
ou considérer la loi du triplet (a,, by, X,).

6. (a) On pourra utiliser le théoreme de la limite centrale et le résultat
de l'exercice B.
(b) Se souvenir qu’'une loi exponentielle est une loi Gamma.
(c) Utiliser le théoreme de la limite centrale.
()
)

(e) Intégrer.

Remarquer que ¥ est bornée.

107
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(f) Cela revient & montrer que (a,) tend vers 1.
7. A k fixé, chercher un équivalent de P(X,, = k).

8. On peut par exemple montrer que presque surement, |X,| < glnn
pour n assez grand.

9. On peut commencer par montrer que la série diverge si (a,) ne tend
pas vers zéro;

10. On peut remarquer que si Y, = a,X, avec (a,) de limite nulle, alors
E|Y,\| ~ a,E| X,|.

11. Remarquer que (X,lix, <) < cXplix, <

12. La série diverge pour z = 1.

13. Appliquer le théoreme des trois séries.

14. Remarquer que P(|a,X,| > 1) = atan a,,.

15. 11 suffit d’avoir P(|a,X,| > =5) < =.

16. Dans un premier temps, on pourra remarquer que

i |aan|z( lim |an|)( i |Xn|)za( lim |an|)( i n{m})
n—+oo n—+oo n—+oo n—+400 n—+oo

B.2 Exercices sur les vecteurs gaussiens

1. Remarquer que %V a meme loi que U.
2. On rappelle que si X suit N'(0,1), EX? = 3.

3. Trouver une matrice orthogonale O tel que la matrice de covariance de
OX soit diagonale.

4. (a) Déterminer le spectre de C.

(b) On pourra commencer par trouver une constante K telle que
Va € R® E|(X,a)| = K(E[(X,a)[3)"/.

5. On pourra montrer qu’il existe un vecteur gaussien dont la matrice de
covariance est

— =W
e
w —

6. (a) Relire le cours!

(b) Se souvenir qu'une matrice de covariance est symétrique positive.



B.3. EXERCICES SUR L’ESPERANCE CONDITIONNELLE 109

(c) Si(Z,T) est gaussien (ﬁ,T) aussi.

(d) Utiliser la question précédente.

(©
BIX| = E( 3 XP)*

7. Trouver une matrice orthogonale O tel que la matrice de covariance de
OX soit diagonale.

8. (a) Revoir I'image d’un vecteur gaussien par une transformation af-
fine.

(b) On pourra utiliser un changement de variables.
9. On pourra diagonaliser A dans une base orthogonale.

10. Pour la premiere question, on pourra s’intéresser a la fonction de répartition
de Y ; pour la deuxieme on pourra montrer que 0 < P(X +Y =0) < 1.

B.3 Exercices sur ’espérance conditionnelle

1. Revoir les propriétés de 'espérance conditionnelle.

2. On pourra écrire f;(x) = xlla(xq + - - + x,,), remarquer que si 0; ; est
I’application qui échange la i-eme et la j-eme coordonnée de z, on a
fi = f1 061, et appliquer le théoreme de transfert.

3. Pour la premiere méthode, on pourra poser ¢ = E[zXyY], g(z,y) =

x%ﬁ(x,y), puis comparer les coefficients de degré s de g(z,x) et de

o(x, 7).
Pour la deuxieme méthode, quitte a changer d’espace, on pourra re-
marquer que X peut s’écrire comme une somme d’indicatrices.

4. (a) Q={X <h}U{X > h}.
b

—~

Un max se réalise toujours en au moins un point.

L’indicatrice de l'intersection est le produit des indicatrices.
Ecrire Y;(h) sous la forme F(X;, Z), avec Z indépendant de X;.
Utiliser (c) et (d)

A/\/—\/\
o & o
' N N N N N N

f) Prendre h = ah‘T", avec « bien choisi.
5. (a) Ecrire A = UpsgAN{N =n}.
(b) On peut utiliser la question précédente.

n+1 on
6. On pourra commencer par établir que E[T|U = k| = (k+1)%—
n>k \k )T

1, puis faire éventuellement une transformation d’Abel.
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7. On peut s’inspirer de la preuve du calcul de E[g(X,Y)|X] lorsque X
et Y sont indépendantes.

8. On peut le voir comme un cas particulier de I’exercice précédent
9. On pourra remarquer que X +Y — Z = 0.
10. (a) Calculer les mineurs.

(b) On pourra écrire X sous la forme X = aY + Z + R, avec R
indépendant de o(Y, 7).

(c) On pourra trouver une premiere expression de f, .(z) a partir de
I’exercice 7. On pourra ensuite remarquer que si

K exp(—(az® + bx + ¢))

est la densité d’une variable aléatoire, cette variable est nécessairement
gaussienne. On pourra identifier les parametres par un choix judi-
cieux de .

B.4 Exercices sur les martingales

1. (a) Remarquer que = < (2% +1)/2.
(b) i On pourra remarquer que (X,,) prend ses valeurs dans [0, 1]

ii. Appliquer le théoreme de convergence dominée

[\]

. Utiliser les propriétés de ’espérance conditionnelle

3. (a) On rappelle que si Y > 0 et EY = 0, alors Y est nulle presque
stirement.

(b) x +— (z —a)* est une fonction convexe.

(¢) On pourra montrer que (X,, —a)~ est presque surement nulle sur
I'événement {X, > a}.

—
ol

Si deux nombres sont distincts, il y a un rationnel entre les deux.
Classique.
Utiliser 'inégalité de Cauchy-Schwartz

On pourra montrer que Y = o(Y;/?).

—~ e N
o o
SN— S~— S~— S~— SN—

—
ol

On pourra commencer par montrer que ¢(t) > E(X;)t, en com-
mencant par traiter le cas o X; prend des valeurs positives.

5. (a) Remarquer les conditionnements successifs.

(b) On pourra montrer que (Y;,),>; est bornée dans L!
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(c) On pourra remarquer que
EW L 1,20y < tP(|T0| > a) + E[W >y
(d) On pourra démontrer que
ElYa Ly, >ap < 2E[Z [y, >a}-
(e) Utiliser le (c); on pourra remarquer que

Y, = Y[ < [Vallyy,zap + Y Ly zap + 1Yo — Yy, <a)-

(f) Traiter d’abord le cas ot Z est positive et utiliser un critere d’iden-

tification des mesures.
6. On rappelle que sinz < x pour tout = > 0.
7. (a) —g est convexe.
(b) On pourra utiliser le théoreme d’arrét.
)
)

Utiliser la question précédente.

(c

(d) Linégalité U(fs + (1 — 6)t) > 0f(s) + (1 — 0)f(t) découle de

la concavité de W. Pour I'inégalité inverse, on peut considérer la
fonction W qui coincide avec ¥ a extérieur de |s, [ et qui est affine
sur [s, t].

e) On pourra montrer successivement
( )

8. On pourra remarquer que les Y,, sont non corrélées et que la suite des
sommes partielles forme une martingale.

B.5 Exercices sur les processus
1. On peut considérer les applications

b, R* xR" — R"
(1, s 20), Wy Un)) = (X1 Y1,y T+ Yn)

Pour le contre-exemple, on peut prendre pour (X,,) un bruit blanc et
poser Y, = (—1)"X,,.



112 ANNEXE B. INDICATIONS

2. On peut considérer les applications

Yo R 5 R
(w1,...,20) = (214 29,00 + 223, .., 1 + 215,)

3. On peut considérer les applications
Yo :RY — R"
(Tn)nz1) = (p(@), p(0(2), ..., (0" (n))

4. Si (Xp)n>o est une chaine de Markov, (X,,+1)n>0 est aussi une chaine
de Markov, ayant la méme matrice de passage.

5. On pourra commencer par montrer que (X, ),>o est stationnaire. En
particulier, il faut montrer que Xy et X; ont méme loi.

6. On rappelle que deux mesures sur R sont égales si elles coincident sur
les ensembles | — 00, a|, ou a décrit R.

7. Méme remarque que pour l'exercice précédent. Par ailleurs, on pourra
considérer la mesure image de la loi uniforme sur [0, 1] par 'application
T 2T

8. Remarquer que E[Z;Z;] =4, ;.

B.6 Exercices sur les chaines de Markov

1. On peut remarquer que si M est une matrice 2 x 2 dont A est une valeur
propre, alors les matrices (M — \I) et (M — A\I)? sont liées. On rappelle
que si (X,,)n>0 est une chaine de Markov dont la loi initiale est donnée
par le vecteur ligne z, alors, la loi de X, est donnée par le vecteur ligne
xP", ou P est la matrice de passage.

2. (a) Revoir le cours.
(b) Découper l'intervalle [0, 1] en morceaux de différentes longueurs.
(c) Utiliser le (a).
(d) Recoller les morceaux.

3. On pourra remarquer que {X,, = a} C {T < n} et que
{T <n}\{X,=a} C {3k <n; Xy =aet Xy #a}.

4. Sion pose B = {u € RY;3n > 0;u, € A}, on peut remarquer que pour
g A, onaP'(X € A) =P((Xnt1)n>0 € A) et utiliser la propriété
de Markov.
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5. Il y a plusieurs méthodes possibles. Le plus simple est sans doute de se
ramener au cas ol (X, ),>o est donnée par la représentation canonique

Xn+1 = fn+1(Xn) ou Xn+1 = Q(Xna Zn—l—l)'

6. Si B, ={X, — z}, alors E, = Uy>1 N>y {X,, = 2}, donc pour mon-
trer que P(E,) = 0, il suffit de montrer que pour tout n, P(N,>n{X, =

z})=0.
7. (a) On peut établir que S, = S}, + L5 g{—b.a}} Xnt1-
(b) Comme dans Iexercice 4, on utilisera la propriété de Markov.

(c) On rappelle que les solutions d’une récurrence linéaire forment un
espace vectoriel.

8. On peut montrer que {7" = 400} = Ny>1G°.
9. Raisonner comme dans l'exercice 4 et résoudre le systeme linéaire.
10. Relire les définitions.

11. On pourra remarquer que si P(>";_, Dy = (0,0)) > 0, alors il existe
i, j positifs ou nuls avec ¢ + j = n, ali et b|j.

12. At fixé, on pourra remarquer que PAUAF(Xp)n>1 > t) = P(A, F((Xp)n>1 >
t) et appliquer la propriété de Markov.

13. Pour z € {1,2,3}, on a E*F(X) = f(z) + E*F((Xpnt1)n>1). On peut
alors appliquer le résultat de ’exercice précédent.

14. (a) Lasuite (Y1, Y52, ..., Yn2n)n>1 est une suite de vecteurs aléatoires
indépendants de méme loi que 'on peut utiliser pour obtenir une
représentation canonique.

(b) Se ramener a 'étude d'une somme de variables de Bernoulli.

(c) Ily a plusieurs méthodes. On peut par exemple calculer [Ey, ., |o(Xq, ...
ou utiliser des techniques générales sur les chaines de Markov dont
I’espace d’état est fini et qui possedent des points absorbants .

(d) On pourra remarquer que la suite (EX,,),>1 est constante.

15. Si (Y;)n>0 est une chaine de Markov avec P*(Y; = b) > 0 et P*(Y; =
c) >0, alors P*(Y} =b,Y2 =¢) > 0.

16. Commencer par trouver en candidat pour la matrice.
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B.7 Exercices sur la récurrence et les me-

1.

o

(a)

(b)

(a)
(b)
. On

sures invariantes

Il y a plusieurs manieres de montrer que 7} est un temps d’arrét.
On peut procéder par récurrence ou remarquer que

n—1
Ti =inf{n > 0;n € Aou Y W X;# Xip > k}.

=0

Pour montrer que les (T} )ren sont finis presque surement, on peut
remarquer que Ty = T + F(Xr,y.), ou F(x) = inf{n > 0,x,, #
xo} et montrer par récurrence sur k que pour toute mesure initiale
w, Ty, est presque strement fini et (Xr, ;) est une chaine de Markov

de loi initiale P, .
Tk

On pourra calculer P(Xr,,, = j|Fr,). Pour ce faire, on peut re-
marquer qu’il existe U : RN — S, avec X1, = Y ( X7y ).

On peut remarquer que T,,, = inf{n > 1,3, Iy, c; > m}
S’inspirer de I'exercice précédent.

remarque que si St = —b, la suite repassera nécessairement par

zéro. Si St = a, on est ramené a un probleme de lutte contre un joueur
inruinable.

On discutera suivant la parité de d

On pourra exhiber une mesure invariante.

Si X est pair, la suite (Xa,)n>0 ne prend que des valeurs “paires”.
Utiliser la représentation canonique

On remarque que Y, 1 = Y, 4 (—1HXn(Var)=1},

Commencer par étudier le cas ou ~ est une masse de Dirac.
Calculer la probabilité de chaque N-uplet.

Utiliser les questions précédentes.

On pourra montrer que la chaine est réversible.

. Si 'on note D,, l'indicatrice de I’événement “la société est disponible
le lundi de la semaine n”, alors on a
— pour la stratégie A : D1 =1 — D,(1 — A,)B,.
— pour la stratégie B : D,,.1 =1— D, B,.
Quant au gain des travaux commencés a la semaine n, il est
— pour la stratégie A : G,, = D,,(200A4,, + 360B,, — 3604, B,,).
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— pour la stratégie B : G,, = D, (200A4,, + 360B,, — 200A,,B,,).
On peut remarquer que (D,,),>0 €t (A, Bn, Dn)n>o sont des chaines de
Markov.

7. Utiliser le théoreme ergodique des chaines de Markov
(a) C’est dans le cours!

(b) De maniere plus générale, on peut remarquer qu’une marche aléatoire
symétrique sur un groupe fini admet toujours une probabilité
réversible tres simple.

(c) Si p est une mesure réversible et que x et y sont deux voisins, on

a % = %, ou d(z) est le nombre de voisins de x.

9. On peut représenter ’état du systéme au temps n par un vecteur
(x(1),2(2),...,2(2N)), ou x(i) est le numéro de I'urne (0 ou 1) oun
est la boule 7. On peut supposer que les boules numérotées de 1 a N
sont noires. Pour passer du temps n au temps n + 1, on choisit un “1”
au temps n que ’on remplace par un “0” et un “0” au temps n que I'on
remplace par un “1”7. X,, est une chaine de Markov irréductible a va-
leurs dans {z € {0,1}2V; 32 z; = N}. Si deux états communiquent,
la probabilité de passer de I'un & I'autre est 1/N2.
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Annexe C

Probleme

Partie 1

Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N, (U,,),>1 une suite de va-
riables aléatoires indépendantes suivant la loi uniforme sur [0, 1]. On suppose
de plus que X est indépendante de (U,,),,>1. On définit une suite de variables
aléatoires (X,,)n>0 par la donnée de X et la récurrence X, 11 = Ent(U,,X,,).

1. Montrer que l'on obtient ainsi une chaine de Markov.
Dans la suite, on notera PV la loi sur I’espace canonique de la chaine
de Markov associée a cette dynamique qui vérifie PV (X, = N) = 1.

2. On note T' = inf{n > 0; X,, = 0}. Montrer que PV (T < +o00) = 1.

3. On note ¢, la fonction génératrice de T sous la loi P", c’est a dire
on(z) = E"[zT]. A laide de la propriété de Markov, établir la formule
de récurrence

n—1
x
enlw) == i),
i=0
4. Montrer que
Vn>0 Vzel0,1] ¢,.(z)=P,.(z),

ou la suite de polynomes (P,),>o est définie par Py = 1 et P,(X) =
X(X+1)...(X+n—1)
n!

pour n > 1.

n

k:] par l'identité

5. On définit les nombres de Stirling de premiére espeéce [

X(X—1)...(X—n+1)zznjmx’f.

k=1

117
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Montrer que

PYT = k) = #m

6. Montrer que pour tout n > 1, on a

3

E"[T] =

il
A
ENl

Partie 11

On a N cartes avec des chiffres numérotés de 1 a N. On tire au hasard
une premiere carte et on la garde. Ensuite, on tire au hasard les cartes, et si
le chiffre est inférieur a la premiere carte, on la garde, sinon, on la jette. Et
ainsi de suite, on jette toute carte de valeur supérieure a la plus grande des
cartes tirées précédemment, jusqu’a épuisement du paquet. On s’intéresse au
nombre final F' de cartes gardées.

1. Montrer comment on peut modéliser le probleme a ’aide de la loi uni-
forme sur G(N), avec

Flo)y={ie{l,...,N}hj<i=0(i) <a(y)}|

2. On définit une suite (Z,),>o par récurrence comme suit :
On pose Zy = N et pour k > 1,

Zy =min(o(1),0(2),...,0(k)) — 1,

avec la convention o (i) = +o00 pour i > N.
Montrer que Yn € N* Vj €{0,...,N}

N—n—Z2,

. 1
P(Znnr=jlo(L),....o(n) = 5—Wgjcz,) + —x— L=z}

En déduire que (Z,),>0 est une chaine de Markov.

3. On définit la suite (T} )ren par récurrence comme suit : on pose Tp = 0
et
Tir1 = Ti + Lz, oy min{n > 0, Zry 1 # Z1, },
avec la convention 0.0o = 0. Montrer que la suite (Z7; )x>0 & la méme
loi que la suite (X,,),>0 étudiée en I sous la loi PV,

4. Montrer que F' = inf{k > 1; Zy, = 0}.
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5. Montrer que {F = k} est en bijection avec les éléments de S(N)
possédant exactement k cycles.

6. Démontrer alors I'interprétation combinatoriale des nombres de Stirling
de premiere espece : (—1)"+* [Z] est le nombre de permutations de n

objets ayant exactement k cycles.
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Partie 1

1. Larécurrence s’écrit X,,11 = F(X,,, U,), avec (U, )n>0 iid et indépendant
de Xy, avec F(x,y) = Ent(x,y)

2. Si X,, > 0, on a presque surement U, X, < X,,, or X,, est entier, donc
Xpy1 = Ent(U,X,) < X,, < X, — 1, dou T < Xy = N et on a bien
PM(T < +00) = 1.

3. Pour tout n, on a P*"(0 < X; < N) =1, donc

BT = Y B flnye’)
_ iEn[ﬂ{Xlzi}ﬁHTOG]
= Y E g e)a” o)

— Z E"[(x, =y 2]E [27]

= AP (X = i)pila)

i=0
T n—1
- Z @i()
=0

4. Preuve par récurrence.
5. Py(x) = pu(x) = Era?] = Y0 PY(T = k)a*, donc P"(T = k) est le
coefficient en z* du polynéme P,(r). Mais comme

X(X—l)...(X—nH):iMX’“,
posst

par substitution

n

(—X) (=X —1)...(-X —n+1) = [k

| o

et en multipliant par (—1)" :

XX +1) ... (X4+n—1)= Y m (—1)mHh Xk,



ce qui nous permet d’identifier le coefficient voulu et donne bien

PY(T = k) = (_3%1: {Z} .

6. D’apres les propriétés de la fonction génératrice, on a
E"[T] = ¢, (1) = F(1). Or

Comme P,(1) = 1, on a donc finalement

n - 1
E'T) =)+
k=1
Partie 11
1. F(o) est le nombre de “records” descendants de la permutation o.
2.0na
Plo(n+1) = aps1lo(l) = ar,...,0(n) = ay,)
_ HoeSy:o(l)=ay,...,0(n+1) = ans1}|/N!
{oeSy:0(l)=ay,...,0(n) =a,}|/N!
(N —(n+1))!
- (N —n)! W, 1 #far,an})
1
= N—_,'z]l{an+1¢{a1 ,,,,, an}}
Notons m = min(ay,...,a,). Si j=m —1,

P(Zpi1 =jlo(1) =aq,...,0(n) = ay,)
P(X,11 >mlo(l) =ay,...,0(n) =ay)

> P(X,s1 = alo(1) = ay,...,0(n) = a,)

a>m,ag{ai,....an}

N-m-mn-1) N-n—j

N-—n  N-—n
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etsij<m—1,ona

P(Zuss = jlo(1) = ar,... o(n) = an)
= PX,1=j+1c(1)=ay,...,0(n) =ay,)
1
N—n’

ce qui donne l'identité

. 1 N—-—n—2,
P(Zpt1 = jlo(1),....0(n)) = N—_n]]{j<zn} + N—_n]]{szn}'
La tribu F, engendrée par Zi,...Z, est une sous-tribu de la tribu
engendrée par o(1),...o0(n), donc

]P)[ZnJrl = ]’Fn] = E[P(ZnJrl = j‘O’(l), se. 7J(n))’Fn]
1 N—-—n—2,
= Elylocz + =y Mo Pl
1 N-—-n—2,
N i<zt W=z
= pZ’ﬂ7j’

1 N—n—i -
avec p;j = w—Alfj<iy + o=y, ce qui montre que (Z,),>o est une

chalne de Markov.

0 est l'unique point absorbant de la chaine (Z,),>0. Yi = Zr, est la
suite (Z,,)n>0 observée quand elle bouge ou est morte (voir exercice du
cours). Ainsi, (Y} )x>o est une chaine de Markov de matrice (¢; ;) donnée
par

507]‘ sit=0

qij = 0, Sl'l:]>0 ,
Di,;j .. . .
—1_me_ sit>0,1#)

ce qui nous donne ici

(50,3' sit=20
qi; = 0, Sij2i>0
Toosii>0,j<i
La chaine (Z,,) bouge losqu’elle descend : le nombre de mouvements est
donc le nombre de records descendants.
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5. Soient 71,79, ...7; les k records de o : on peut associer a o la permu-
tation y=(1=ry...rg—1)(ry...73 — 1) ... (rr... N).
On retrouve les 7, et donc o, a partir de v : r, = y(1), rr_1 = y(r%),
Tk—o = Y(rg_1),.... Ainsi o — ~ est injective.
Voyons la surjectivité. Je pose ry = 1, 7,1 = min{l,... N}\O,(ry),
rh_g = min{1,... N}\(O(re_1) U O,(r%)),. . .A v on associe la permu-
tation

120000 oin e e N
7’10’(7’1)02(7’1)... 7’2(7(7"2)02(7"2)... rka(rk)...
C’est la réciproque.

6. D’apres la question I1.3., comme (X,,),>0 a la méme loi que (Y},))n>o0,
I a la meéme loi que T'. D’ou avec 1.5 :

_1\N+k
P(F:k):PN(T:k):%[Z].

N :
Donc (—1)N+* 3 est le nombre de permutations avec k records, donc

d’apres I1.5 le nombre de permutations possédant exactement k cycles.
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