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1. Tout d’abord, remarquons que X; étant borné par 1, S,, est une variable
aléatoire bornée, de méme que Y,, = S2 — n. Ainsi les variables considérées
ont bien intégrables et admettent bien des espérances conditionnelles.

S2 = (Sn+Xn+1)? =82+ X2 +25,Xns1 =52 +1+25,Xn41,
car Xp4+1 € {—1,1}. Par suite
V>0 Yipr =Y+ 25, Xns1.

S, est la somme des X;, pour 1 < i < n, donc S,, est F,,-mesurable,
et par suite S2 —n = Y, l'est aussi. Ainsi E[Y,|F,] = Y,. Comme S,
est F,,-mesurable, on a également E[S,, X, +1|F,] = SpE[X,+1]|Fn]. Cepen-
dant, par construction, X, 1 est indépendante de la tribu F,, (les X; sont
indépendants), donc E[X,,1|F,] = E[X,+1] = 0. Finalement, par linéarité
EY,11|F.] = Y, et (Y,)n>0 est une martingale adaptée a la filtration
(Fn)n>0-

2. T est le temps d’entrée de la suite (S,,)n>0 dans le borélien | —coR]U[R, 4+o0].
Comme (S),)n>0 est adaptée a la filtration (F,,)n>0 (on a vu que pour tout
n, Sy, est F,-mesurable), il s’ensuit que T est un temps d’arrét adapté a la
filtration (F,,)n>0. Mais (Y,,)n>0 est une martingale adaptée a la filtration
(Fn)n>o0. Or, le théoreme d’arrét dit que lorsqu’on arréte une martingale
adaptée & une filtration par un temps d’arrét adapté a la méme filtration, le
processus obtenu est encore une martingale adaptée a cette filtration. Ainsi
(Yran)n>o0 est une martingale adaptée a la filtration (Fy,)n,>o0-

On va montrer que |Stpr,| < R. On raisonne ici w par w, méme si la
dépendance en w est laissée implicite pour ne pas surcharger les écritures.
Par définition de T, on sait que |S,| < R pour n < T. Si T = +o0, alors
on a pour tout n, n < T et |Span| = |Sn| < R. Supposons donc T fini.
Comme (|Sy,|) est & valeurs entiéres, on a, pour n < T, |S,| < R — 1.
Comme Sp = Sr—1 + X7, on a alors |St| < |[Sr—1|+|Xr| < R—1+1=R.
Finalement, |S,| < R pour tout n < T. Cependant, T An < T, donc on a
bien |S7an| < R, d'ou

Yran = Shpn — (T An) < S}, < B2

3. (Y7an) est une martingale, donc en particulier son espérance est constante :
pour tout n, on a

]EYT/\TL - ]EYT/\O - EYO - IEO - 0
Or Yrp, = S2 rn — (T'An), donc par linéarité, cela nous donne bien que

vn >0 E[S%,,] =E[T An].
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. On sait que Yra, < R?, donc EYyp,, < R? mais E[SZ,, ] = E[T A n], donc
pour tout n > 0, on a E[T'An] < R? est donc la suite (E[T" A n]),>o est
bornée.

T est une variable a valeurs dans [0, +00], et ([T'An]),>0 une suite croissante
convergeant (dans R) vers T. Par convergence monotone, on a donc E[T] =
lim,, 4 o0 E[TAn], ot ET < R? < +00. T est donc intégrable, donc presque
stirement finie.

. Soit w tel que T(w) < +o0. On sait que |S7an| < R pour tout n, donc

|(S7(w)(w))| £ R. Cependant, par définition de 7', [(S7(.)(w))| > R, finale-

ment |(S7()(w))| = R. Pour tout n > T'(w), (S7,,)(w) = R?, ce qui montre

que (S%,,) converge presque strement vers R%. Cependant |S7..,| < R?,

donc par convergence dominée, E[SZ An) converge vers R?. Finalement
ET = lim E[T An]= lim E[S7,,]= R’

n——+4oo n—-+4oo
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(a) D’apres le théoréme de transfert, on a pour tout nombre complexe z :

1.z —1.z e +e”
9(z2) =P(X; =1e*+P(X; = —1)e i cosh z.

(b) ¢x,(t) = Ee®™1 = g(it) = coshit = cost et ¢y, (t) = Ee™™1 =
¢x,(—t) = cos —t = cost.

(¢) Sp = X1+ --+X, est une somme de variable aléatoires indépendantes,
donc ¢g, (t) = ¢x,(t)...¢x, (). Comme Xy,...X, ont la méme loi,
elles ont la méme fonction caractéristique, donc ¢g, (t) = ¢x, (£)" =
(cost)™. De la méme maniere —S,, = (—X1) + -+ + (—X,,) est une
somme de n variable aléatoires indépendantes ayant la méme loi que
—X; donc ¢_g, (t) = ¢_x,(t)" = (cost)™. S, et —S,, ont la méme
fonction caractéristique donc elles ont la méme loi.

. Ona
+o0 u2n
g(u) = COShU =1 +;W
et
+oo (ﬁ)n +oo U2n
2 2
exp(u”/2) + nz::l n! + nz::l ALY
Or pour tout n > 1, on a
u?n w2 .2 o2 un

o)l Il E .1 2). @) S 2

s 7 L2 . . 2
En sommant les inégalités, on obtient bien que g(u) < exp %-.

. Soit n un entier strictement positif et a > 0.
(a) Soit u > 0. (S, > na) = (exp(uSy,) > exp(naa)), Donc

P(S, > na) < P(exp(uSy) > exp(naa))
exp(uS,,) est a valeurs positives, donc d’apres 'inégalité de Markov

E exp(uSy)

P(exp(uS,) > exp(naa)) < exp(nan)

On aexp(uS,) = [[_, exp(uXy) : Les variables aléatoires (exp(uXy))1<k<n
sont indépendantes car les (Xj)1<k<n sont indépendantes. On a donc
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exp(uSy,) = [i_; Eexp(uX})) Mais ces variables aléatoires ont toutes
la méme loi — la loi image de £ (01 +6_1) par Papplication z — exp(uz) :
on a donc exp(uSy,) = Eexp(uX;)™ = g(u)™. On a bien finalement

g(u)"

enau

Yue Ry P(S, > na) <

(b) En utilisant la majoration que I'on a pour g, on obtient

o

2
enau

exp(n
Vu € Ry P(S, > na) < L)
En particulier, pour le choix u = «, on obtient 'inégalité

o2
P(S, > na) < exp(fn?).

(c) On a
P(|S,| > na) =P(S, > na) + P(=S, < na)

Mais on a vu que S,, et —S,, ont méme loi : on a donc P(S,, > na) =
P(—S, < na), dou

P(|Sn| > na) = 2P(S, > na)
2

< —n—>).

< 2Zexp(-n)

4. Soit € > 0. On va montrer que

Sn
P(lim sup |—B\ >¢e)=0.

n—+oo T

Pour cela, le lemme de Borel Cantelli nous dit qu’il suffit de montrer que la
série de terme général P( 5 2| > ¢) converge.
On a P(] iﬂ

> ¢) = P(|S,| > na) ot I'on a posé o = en”~1. On a donc

Sy a?
P( m| >e) < QGXP(*nj)
€ o

< Zexp(—5n™T)

n28-1
Inn

> ;% des que

2 N 2 —
n est assez grand : on a alors 1?1 > 2Inn, d’olt exp(—5n?F~1) < L
2 ’ 2 n2>

ce qui assure que la série de terme général IP’(|;(’:—g| > ¢) converge, et donc que

268—1 . .
Comme " —— tend vers +o0 lorsque n tend U'infini, on a

Sh
P(li — | >e)=0.
(1msup|nﬁ\ >e)

n—-—+oo

Comme on a ce résultat pour tout € > 0, le critére fondamental de conver-
gence presque stre nous permet de dire que i—g tend presque sirement vers
0.
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