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1 R L .

On pose Y,, = a, X, et Y,g ) = azXn]J{an‘XnEl}. D’apres le théoreme des trois

séries, la série de terme général Y,, converge presque siirement si et seulement si
on a simultanément :

+oo
SB(Yal > 1) < +oo (1)

n=1

+oo
> EYY < +oo (2)

n=1

“+oo
Z Var Y,V < 400 (3)

n=1

P(Ya| >1) =P(Xa| > 5-)

R\[- 2L, ;L !

= / le"x‘ d\(x)
R\ 2 2
“+o0o
= / e % dx
1
1
= eXP(*a)

1

An

Supposons donc que la série de terme général exp( ) converge. Ceci entraine
que exp(fai) a une limite nulle, donc que a, tend vers 0. Passons alors a la

deuxie¢me condition
EY" = aEXda, x,<1)
= an/ z dPx, (x)
- 3]

an ’an

1
= an/ z=e 17 dX(z)
k) 2

= 0

par symétrie. Ainsi la condition (2) est toujours remplie. Passons & la derniére

Master 1



condition. Comme EY;\") =0, on a Var V") = E(Y;{")2. Ainsi,
Var Y,V = @2EX,, x. <1}
= arEXilla, x, <1}

D’apres le théoreme de convergence monotone

lim EX{l, x, <1} = EX7.

n— 00

Or cette derniére intégrale est finie car
1 +oe
EX? :/IEQ dPx, () :/1'2*67&‘ d\(x) :/ e dx
R R 2 0

et £2 = O(e*/?). Ainsi Var VAREN (EX?)a2 et donc la derniere série converge si et
seulement la série de terme général a2 converge. Finalement, la série converge si et
seulement si les séries de termes généraux respectifs a2 et exp(—i) convergent,
mais la convergence de la série de terme général a2 est la condition la plus forte
car

( 1 ) 1 1 942
exp(——) = =2a
1 — 17 1\2 n’
An GXP(,Tn) 5(@)
donc finalement la série de terme général Y,, converge presque stirement si et
seulement si la série de terme général a? converge.
_I-—

e*®. f est convexe. Or on a la combinaison convexe
1) (noter que 0 < 152 < 1 et 152 4 12 = 1. Ainsi
)+ L F(1), soit

ar o 11— 7a+1+xea.

-2 2

(b) En substituant dans I'inégalité précédente, on a

e

e*X < cosha + (sinh ) X.
Par positivité de I'expérance conditionnelle,

E[e*X|A] < cosha + (sinha)E[X]|A] = cosha

too  op
!
cosh(a) = cosha =1+ Z
— (2n)!

et

2 - (%2)” o a?n
exp(a /2):1+Z py :1+Z2nn!
n=1 n=1

Or pour tout n > 1, on a

e 2 .2 ... 2 _ o
(2n)!  27nl (n+1).(n+2)...(2n) ~ 27n!

En sommant les inégalités, on obtient bien que cosh(a) < exp %2 D’ou
finalement

042
Ble™¥|4] < exp(S).



(C) eQ(Yner_Yp) — ee(Yn+p_ n+p71)69(Yn+p71_Yp). eG(Yn,+p,1—Yp) est ]:n-l-p—l'

mesurable, donc

E[e®Yntr=Yo) | 1] = (ee(Ynﬂfl—Yp)) E[e?Pr | Fpipi)-
Cependant, comme (Y},) est une martingale,

E[Yn+p_Yn+p71|fn+pfl] = Yn+p_E[Yn+p71|fn+p71] = Yn+p_Yn+p =0.

L Yoin—Ynip_ .
Ainsi si 'on pose X = —zte—"ntp-l o — 0k, ... X est & valeurs dans
k ) +p>

v +p
[—1,1] et E[X|A] =0 : d’apres (b), on a donc

WX 042 92 5
E[e |~7:n+p—1] < eXp(?) = exp(;k‘nﬂ,),

soit
2

0
E[60D7l+p|fn+p71] < exp(§k31+p)7
d’ou le résultat désiré.
2. En prenant I'espérance, on a
B[/ =)] < B[e 05 exp(5 07K,

soit
E[ee(yn+p_yp)]

1 21.2
E[ee(ynﬂofl_yp)] S eXp(§9 K )

n—+p

En faisant le produit pour n variant de 1 a £, on obtient
EleMerr )] - L22
S -
g = L oG )

soit

¢
_ 1 1

E[e/Yen—¥)] < eXp(§92 E kiﬂ)) = exXp (292(Le+p - Lp)) :

n=1

3. Avec l'inégalité de Markov, on a

P(Yoyp — Yy >2) < P(e?Verr—Ye) > cbo)

Eee(YPrp —Yy)

<
— 60:6
Lo
< exp| -0z + 59 (Legp — Lp) ) -
4. En prenant 0 = ﬁ, on obtient
P(Y, Y,>z) < ( 1 2 ! ))

tap— Yy >x)<exp|—zx——) ).
I g 2 Leyp—1Ly

Cependant (—Y;,)n>0 est également une martingale, avec | =Y, —(—=Y,—-1)| <
k., donc on a également

1 1
P(-Y, Y, >z) < ——gt—— .
(FYerp 4% 2 0) _exp< 2" Le+pr>
Finalement
22
P(|Yerp=Ypl > ) < P(Yeip—Yy > 2)+P(=Yeip+Y), > ) < 2exp (—> )
2(Leyp — L)



—II -
. Comme |X| est une variable aléatoire positive, on a
ElX| = / P(|X| > x) d\(x)
R+
2
< 2 —=) dA
< [ 2emigm) A
2
= ———) dA
[ expl=5p) @)

1
= \/27ra2/ exp(——
R V2ma2 p( 2a?
= V2ma

En effet, on a reconnu en -5 exp(— ) la densité d’une variable aléatoire
N(0,a?), donc son intégrale falt 1.

2

) dA(z)

(a) (Ye4p — Yp)e>1 est une martingale, donc d’apres 'inégalité de Doob
B( max [Vie, ¥yl > €) < SB[V, — ¥

D’apres 1.4 et I1.1, on a

ElYnip = Yp| < /27 (Lngp — Lp).

Cependant
p+n p+oo
biv-ty= Y 82 Koo,
i=p+1 1=p+1
d’ou
BVt — Yyl < v/27ar,
et enfin

\2Ta
P(M,, >¢) < Y7
€

(b) Par définition de la borne supérieure

{(My>e} = U {[Yep, =Y >¢}

£>1

TU (V- Y
T 21 i<i<n {l t+p — p|>5}

+o0
= U My, > e}
n=1

L’union est croissante, donc

P(M, >¢e)= lim P(M,, >e).

n—-+o0o

Or d’apres la question précédente P(M),,, > g) < ¥— T pour tout n,

donc
\/ 2T
P(M] > €) < L

e




(¢c) |Yx — Ye| > € entraine |Yy, — Y,| > /2 ou |Yy — Y,,| > £/2. Ainsi,

{M;] > e} Uk, ezn{[ Yk = Ye| > €}
(Fk>n |V Y| >e/2)

{M,, Ce/2}

N

D’ou
V2o, 227y

P(M" >¢e) <P(M' >¢e/2) < =
(M > £) < BOM; > ¢/2) < Y -

(d) Posons, pour € > 0,
Ac = {3ng;Vk, L > ng |V — Yy < e}
Soit n > 1. A, D {M], < e}, donc

2V 2ra,

P(A) >P(M, <e)=1-P(M), >¢e)>1-
g

En faisant tendre n vers +o0o, on obtient P(A.) = 1.

—+oo “+oo
Sur ﬂl Aq/n, Yn est une suite de Cauchy, donc converge. Mais ﬁl At/n
n= n=

est une intersection dénombrable d’événements de probabilité un, donc
est de probabilité un. Finalement, (Y;,),>1 converge presque sirement.

3. Comme (Y;,) est une martingale, il suffit de montrer que la suite est bornée
dans L'. Or, d’aprés la preuve de I1.2.a, pour tout n > 0, on a E|Y,, —
Yo| < v2map. Commme Yj est intégrable, (Y;,) est donc bien une martingale
bornée dans L!.

4. Soit € > 0.
{1Z=Yo| > 2} C{|Yn —Yo| >z —c} U{|Y, — Z| > &},
donc
B(Z-Yo|>a) < P(Yn—Yol>z—2)+B(Ya— 2| >e)

A
2exp (—(gjg)) +P(|Y, — Z| > ¢)
20[0

IN

grace a 1.5 et l'inégalité L, — Ly < «g. Y, tend presque siirement vers Z
donc en probabilité vers Z, d’ou en faisant tendre n vers +oo.

(z —¢)?

P(Z —Yo| > z) < 2exp(— o
0

).
En faisant tendre € vers 0 et en posant 02 = «, on obtient bien

2
P(|Z - Yo| > 2) < 2exp [ ——— ) .
202
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