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– Exercice –

On pose Yn = anXn et Y
(1)
n = axXn11{an|Xn|≤1}. D’après le théorème des trois

séries, la série de terme général Yn converge presque sûrement si et seulement si
on a simultanément :

–
+∞∑
n=1

P(|Yn| > 1) < +∞ (1)

–
+∞∑
n=1

EY (1)
n < +∞ (2)

–
+∞∑
n=1

Var Y (1)
n < +∞ (3)

P(|Yn| > 1) = P(|Xn| ≥ 1
an

)

=
∫

R\[− 1
an

, 1
an

]

dPXn

=
∫

R\[− 1
an

, 1
an

]

1
2
e−|x| dλ(x)

=
∫ +∞

1
an

e−x dx

= exp(− 1
an

)

Supposons donc que la série de terme général exp(− 1
an

) converge. Ceci entrâıne
que exp(− 1

an
) a une limite nulle, donc que an tend vers 0. Passons alors à la

deuxième condition

EY (1)
n = anEXn11{an|Xn|≤1}

= an

∫

[− 1
an

, 1
an

]

x dPXn(x)

= an

∫

[− 1
an

, 1
an

]

x
1
2
e−|x| dλ(x)

= 0

par symétrie. Ainsi la condition (2) est toujours remplie. Passons à la dernière
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condition. Comme EY
(1)
n = 0, on a Var Y

(1)
n = E(Y (1)

n )2. Ainsi,

Var Y (1)
n = a2

nEX2
n11{an|Xn|≤1}

= a2
nEX2

111{an|X1|≤1}

D’après le théorème de convergence monotone

lim
n→+∞

EX2
111{an|X1|≤1} = EX2

1 .

Or cette dernière intégrale est finie car

EX2
1 =

∫

R
x2 dPX1(x) =

∫

R
x2 1

2
e−|x| dλ(x) =

∫ +∞

0

x2e−xdx

et x2 = O(ex/2). Ainsi Var Y
(1)
n ∼ (EX2

1 )a2
n et donc la dernière série converge si et

seulement la série de terme général a2
n converge. Finalement, la série converge si et

seulement si les séries de termes généraux respectifs a2
n et exp(− 1

an
) convergent,

mais la convergence de la série de terme général a2
n est la condition la plus forte

car

exp(− 1
an

) =
1

exp( 1
an

)
≤ 1

1
2 ( 1

an
)2

= 2a2
n,

donc finalement la série de terme général Yn converge presque sûrement si et
seulement si la série de terme général a2

n converge.
– I –

1. (a) On pose f(x) = eαx. f est convexe. Or on a la combinaison convexe
1−x

2 (−1) + 1+x
2 (1) (noter que 0 ≤ 1−x

2 ≤ 1 et 1−x
2 + 1+x

2 = 1. Ainsi
f(x) ≤ 1−x

2 f(−1) + 1+x
2 f(1), soit

eαx ≤ 1− x

2
e−α +

1 + x

2
eα.

(b) En substituant dans l’inégalité précédente, on a

eαX ≤ cosh α + (sinh α)X.

Par positivité de l’expérance conditionnelle,

E[eαX |A] ≤ cosh α + (sinh α)E[X|A] = cosh α

On a

cosh(α) = cosh α = 1 +
+∞∑
n=1

α2n

(2n)!

et

exp(α2/2) = 1 +
+∞∑
n=1

(α2

2 )
n

n!
= 1 +

+∞∑
n=1

α2n

2nn!

Or pour tout n ≥ 1, on a

α2n

(2n)!
=

α2n

2nn!
2 . 2 . . . 2

(n + 1).(n + 2) . . . (2n)
≤ α2n

2nn!

En sommant les inégalités, on obtient bien que cosh(α) ≤ exp α2

2 . D’où
finalement

E[eαX |A] ≤ exp(
α2

2
).
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(c) eθ(Yn+p−Yp) = eθ(Yn+p−Yn+p−1)eθ(Yn+p−1−Yp). eθ(Yn+p−1−Yp) est Fn+p−1-
mesurable, donc

E[eθ(Yn+p−Yp)|Fn+p−1] =
(
eθ(Yn+p−1−Yp)

)
E[eθDn+p |Fn+p−1].

Cependant, comme (Yn) est une martingale,

E[Yn+p−Yn+p−1|Fn+p−1] = Yn+p−E[Yn+p−1|Fn+p−1] = Yn+p−Yn+p = 0.

Ainsi si l’on pose X = Yn+p−Yn+p−1
kn+p

, α = θkn+p, X est à valeurs dans
[−1, 1] et E[X|A] = 0 : d’après (b), on a donc

E[eαX |Fn+p−1] ≤ exp(
α2

2
) = exp(

θ2

2
k2

n+p),

soit

E[eθDn+p |Fn+p−1] ≤ exp(
θ2

2
k2

n+p),

d’où le résultat désiré.
2. En prenant l’espérance, on a

E[eθ(Yn+p−Yp)] ≤ E[eθ(Yn+p−1−Yp)] exp(
1
2
θ2k2

n+p),

soit
E[eθ(Yn+p−Yp)]
E[eθ(Yn+p−1−Yp)]

≤ exp(
1
2
θ2k2

n+p).

En faisant le produit pour n variant de 1 à `, on obtient

E[eθ(Y`+p−Yp)]
E[eθ(Yp−Yp)]

≤ ∏̀
n=1

exp(
1
2
θ2k2

n+p),

soit

E[eθ(Y`+p−Yp)] ≤ exp(
1
2
θ2

∑̀
n=1

k2
n+p) = exp

(
1
2
θ2(L`+p − Lp)

)
.

3. Avec l’inégalité de Markov, on a

P(Y`+p − Yp ≥ x) ≤ P(eθ(Y`+p−Yp) ≥ eθx)

≤ Eeθ(Y`+p−Yp)

eθx

≤ exp
(
−θx +

1
2
θ2(L`+p − Lp)

)
.

4. En prenant θ = x
L`+p−Lp

, on obtient

P(Y`+p − Yp ≥ x) ≤ exp
(
−1

2
x2 1

L`+p − Lp
)
)

.

Cependant (−Yn)n≥0 est également une martingale, avec |−Yn−(−Yn−1)| ≤
kn, donc on a également

P(−Y`+p + Yp ≥ x) ≤ exp
(
−1

2
x2 1

L`+p − Lp

)
.

Finalement

P(|Y`+p−Yp| ≥ x) ≤ P(Y`+p−Yp ≥ x)+P(−Y`+p+Yp ≥ x) ≤ 2 exp
(
− x2

2(L`+p − Lp)

)
.
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– II –

1. Comme |X| est une variable aléatoire positive, on a

E|X| =
∫

R+
P(|X| > x) dλ(x)

≤
∫

R+
2 exp(− x2

2a2
) dλ(x)

=
∫

R
exp(− x2

2a2
) dλ(x)

=
√

2πa2

∫

R

1√
2πa2

exp(− x2

2a2
) dλ(x)

=
√

2πa

En effet, on a reconnu en 1
2πa2 exp(− x2

2a2 ) la densité d’une variable aléatoire
N (0, a2), donc son intégrale fait 1.

2. (a) (Y`+p − Yp)`≥1 est une martingale, donc d’après l’inégalité de Doob

P( max
1≤`≤n

|Y`+p − Yp| > ε) ≤ 1
ε
E|Yn+p − Yp|

D’après I.4 et II.1, on a

E|Yn+p − Yp| ≤
√

2π(Ln+p − Lp).

Cependant

Ln+p − Lp =
p+n∑

i=p+1

k2
i ≤

p+∞∑

i=p+1

k2
i = αp,

d’où
E|Yn+p − Yp| ≤

√
2παp,

et enfin

P(Mp,n > ε) ≤
√

2παp

ε
.

(b) Par définition de la borne supérieure

{M ′
p > ε} = ∪

`≥1
{|Y`+p − Yp| > ε}

=
+∞∪
n=1

∪
1≤`≤n

{|Y`+p − Yp| > ε}

=
+∞∪
n=1

{Mp,n > ε}

L’union est croissante, donc

P(M ′
p > ε) = lim

n→+∞
P(Mp,n > ε).

Or d’après la question précédente P(Mp,n > ε) ≤
√

2παp

ε pour tout n,
donc

P(M ′
p > ε) ≤

√
2παp

ε
.
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(c) |Yk − Y`| > ε entrâıne |Yk − Yn| > ε/2 ou |Y` − Yn| > ε/2. Ainsi,

{M ′′
n > ε} = ∪k,`≥n{|Yk − Y`| > ε}

⊂ {∃k ≥ n |Yk − Yn| > ε/2}
= {M ′

n ⊂ ε/2}

D’où

P(M ′′
n > ε) ≤ P(M ′

n > ε/2) ≤
√

2παp

ε/2
=

2
√

2παp

ε
.

(d) Posons, pour ε > 0,

Aε = {∃n0;∀k, ` ≥ n0 |Yk − Y`| ≤ ε}.

Soit n ≥ 1. Aε ⊃ {M ′
n ≤ ε}, donc

P(Aε) ≥ P(M ′
n ≤ ε) = 1− P(M ′

n > ε) ≥ 1− 2
√

2παn

ε
.

En faisant tendre n vers +∞, on obtient P(Aε) = 1.

Sur
+∞∩
n=1

A1/n, Yn est une suite de Cauchy, donc converge. Mais
+∞∩
n=1

A1/n

est une intersection dénombrable d’événements de probabilité un, donc
est de probabilité un. Finalement, (Yn)n≥1 converge presque sûrement.

3. Comme (Yn) est une martingale, il suffit de montrer que la suite est bornée
dans L1. Or, d’après la preuve de II.2.a, pour tout n ≥ 0, on a E|Yn −
Y0| ≤

√
2πα0. Commme Y0 est intégrable, (Yn) est donc bien une martingale

bornée dans L1.

4. Soit ε > 0.

{|Z − Y0| > x} ⊂ {|Yn − Y0| > x− ε} ∪ {|Yn − Z| > ε},

donc

P(Z − Y0| > x) ≤ P(|Yn − Y0| > x− ε) + P(|Yn − Z| > ε)

≤ 2 exp
(
− (x− ε)2

2α0

)
+ P(|Yn − Z| > ε)

grâce à I.5 et l’inégalité Ln − L0 ≤ α0. Yn tend presque sûrement vers Z
donc en probabilité vers Z, d’où en faisant tendre n vers +∞.

P(Z − Y0| > x) ≤ 2 exp(− (x− ε)2

2α0
).

En faisant tendre ε vers 0 et en posant σ2 = α0, on obtient bien

P(|Z − Y0| > x) ≤ 2 exp
(
− x2

2σ2

)
.

FIN
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