Université de Nancy I Master 1

Nancy-Université

Université
Henri Poincaré

Probabilités et Modélisation Stochastique

correction de I'examen du 13 octobre 2007

g

L Uy =01 Zj et Uppr = Y071 Zj, done Upyp, — U = Y770 | Z;, puis

n+k n+k

Unsn =Un)* = D> > ZiZy,

j=n+1j'=n+1

d’ou
ntk nt+k
E[(Un+k_Un)2]: Z Z EZ;Zj.
j=n+1j'=n+1
1l vient
n+k n+k
]E[(Un+k_Un)2] < Z Z EZ;Z|
j=n+1j'=n+1
n+k n+k
< 2 D e
j=n+1j'=n+1
n+k
< D> D
j=n+1j'€Z
n+k
< S u
Jj=n+1
< Mk,

ou 'on a posé M = Z’yp < 400. On remarque qu’en particulier EU? =
pEL
E(Uy, — Up)? < Mk.

2. (a) En utilisant I'inégalité de Markov, on a

EU?, _ Mn? Me?

2 2 2. 4
up =P(|Up2| > en”) <P(Up2 >e"n’) < e2nt ~ et n?

ce qui assure la convergence de la série
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(b) Soit € > 0. Comme la série de terme général P(|U,2| > en?) =

P(% > en?) converge, le lemme de Borel-Cantelli assure que

P(lim sup{@ >en?}) = 0.
n—-4o0 n

Comme ¢ est quelconque, le critére fondamental de convergence presque

. N . U N
stre entraine que la suite (=%-),>1 converge presque strement vers
0.

3. On pose, pour n > 1,
V= max{|Uy — Up2| : n? < k < (n+1)%}.

(a) Soit € > 0. Par définition de V,,, on a

V, >en?} = U Ui — U,z2| > en?
V> en”} n?<k<(n+1)? {10 2| > en’}
D’ou
P(V, >en?) < > P(Ukx — Uyl > en?)
n2<k<(n+1)2
(n+1)2-1

P(|Ug — Up2| > en?).
k=n“+1

(b) Soit n > 1 et k entre n?+1 et (n+1)?—1: on peut écrire k = n?+¢,
avec £ € {1,...,2n}. On a

E(U,: —U)?> = Ml _ 2Me™?2
]P(|Uk_Un2‘ > gnQ) = P((Uk_UnZ)Z > 52n4) < ( n2 k) < < 5

e2n4 = g2pd = 3 0
d’ou
(n+1)2-1
P(V, >en?) < >, P(Uk = Upl| > en?)
k=n“+1
(n+1)2—1 9pfe—2
S 3
k=n"+1 n
2Me=2  4Me2
< (2n) 3 2

Comme précédemment, le lemme de Borel-Cantelli et le critere fon-
damental de convergence presque stre entraine alors que (%)nzl
converge presque sirement vers 0.

4. Posons M, = max{% :n? <k < (n+1)%} Soit n > 1 et k un entier
avec n® <k < (n+1)*:ona

1Okl Ukl _ |Un2| +[Un2 = Uil _ [Un2| | |Un2 — Uk| < Un2| | Vo

k — n?2 — n? n? n2 n2 n?
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En passant au max en k, on obtient

U, V,
‘2|+7n

M, < = 4

D’apres les questions précédentes, cela entraine que M, tend presque
stirement vers 0. Mais pour tous les w tels que M, (w) tend vers 0 Y lw)
tend vers 0. En effet, soit € > 0 : il existe ng = ng(w, €) tel que M, (w) < ¢

pour n > ng, et par définition de M,, on a W < g pour k > nd.

Uk (w)

Comme ¢ est quelconque cela entraine que la suite ( Jk>1 converge
vers 0 pour w dans un ensemble de probabilité 1, ce qui acheve la preuve.

—1I —

. Posons Y; = 22:0 cxCn—g. Pour tout ¢, Y; est intégrable, centré car c’est
une combinaison linéaire de variables intégrables, centrées. On va montrer
que la suite (Y;) est de Cauchy dans L? : soit € > 0 : comme la série des 7

q o +oo 9 . 2 -
converge, il existe 7o tel que le reste ), | c; ne dépasse pas £°. Pour i
et p entlers, on a

i+p
Yigp—Y; = E CrCn—k-
k=i+1

On reconnait une somme de variables aléatoires indépendantes, de carrés
intégrables : on a donc

[Yitp =Yil3 = E(Yigp—Yi)® = Var [Yiy, — Y]]
1+p i+p
= Z Var (cpCn—k) = Z ciVar Cnk
k=i+1 k=i+1
it+p +o0
= Y &<y «
k=i+1 k=i+1

Ainsi i > ig = ||Yi4p — Yill2 < e. Comme ¢ est quelconque, on a bien
montré que (Y;) est de Cauchy, ce qui suffit & montrer que (Y;) converge
dans L? qui est complet.

. On sait que pour une série de variables aléatoires indépendantes, la conver-
gence en probabilité entraine la convergence presque stre. Comme la
convergence dans L? implique la convergence en probabilité, le résultat
s’ensuit.
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1.

2.

— III —

Par construction, X, est dans L?; elle est donc en particulier dans L'
ce qui suffit a justifier 'existence de ’espérance conditionnelle. Posons

n—1
R = Z CkCopn—k €t D = Z ckCotn—k- On a alors X,,4p =D + R.
k>n k=0

Pour tout k > n, {+n—k < ¢, donc (p4rn—k est Fy mesurable; par suite R
est Fy mesurable (la mesurabilité est préservée par la convergence presque
stre). On a donc évidemment E[R|F;] = R.

Pour tout k < n, {+n—k > ¢, donc {ypyp—k est o(¢;,i > £) mesurable ; par
suite D est 0((;,% > ¢) mesurable. Mais, d’apres le théoréme d’associativité
de l'indépendance, les tribus o((;,7 < £) et Fp sont indépendantes : on a
donc E[D|F] = E[D] = 0. D’ou

E[X¢1n|Fe] = E[D + R|F;] = E[D|F]+E[R|F] =0+ R =Y cxCrin—t-
k>n

(a) Comme L? est complet, il suffit de montrer que la série de terme
général ||E[X¢4n|Fe]||2 converge. En reprenant les arguments invoqués
au II.1, on voit que la suite Yri-i—é,i = ZZ;FZL ¢kCn—t converge (lorsque
i tend vers I'infini) dans L? vers E[X,,,|F¢] = > ksn CkCopn—k- Il en
découle que B

n—+1w

>kl
k=n

|E[Xetn|Fellla = lim

71— 400

2

Or, comme au II.1

n+1 n+1i
> kCakl| = > Var (ckCu-r)
k=n 2 k=n

n+1i

E 2
= Ck7
k=n

d’ou

n+1 1/2
[E[X enlFell2 lim <Z Ci)
i 9] —
= Tn

Comme la série de terme général r,, converge, cela donne le résultat
voulu.
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(b)

On a, dans L?, I'identité

Ze = ) E[XesnlF]

n>1

= > alornn

n>1k>n

De méme

Xo=> cxlo

k>0
d’ot l'identité dans L? :

Zo+Xe=> > cxlon i

n>0k>n

Ensuite,

Ziw = ). ckle-tin—k

n>1k>n

= > D rCrrmr—k

n>0k>n+1

= Y D arlernn | —enle

n>0 k>n

La série de terme général ((3 .-, ckCrtn—k) — CnCe)n>0 converge
dans L? (sa somme est Z;_1); de méme la série de terme général
(O pon kCitn—k))n>0 converge dans L? (sa somme est X, + Z),
donc la série de terme général ¢, (, converge dans L2. Cela entraine
bien str que la série de terme général ¢, converge dans R et I'on a

D e G+ DD enCoink

n>0 n>0 \k>n

Zo_1

(D | G+ Xe+ 2,

n>0

ce qui donne bien I'identité demandée avec s =3, - cn.

S! =3",_; 8Ce est la somme de n variables aléatoires indépendantes
identiquement distribuées, centrées, admettant un moment d’ordre
2. Ainsi, d’apres le théoréme central limite S, //n converge presque
stirement vers N(0, s?).
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(d) En sommant l'identité X, + Z;, — Zy—1 = sX, pour ¢ variant de 1 &
n, on obtient

S+ Zn — Zo =50 _ o),
(=1

d’ou
Su Sy Zn
vnooynooyn
Soit t € R.
it it it it
Eexp(—=S,) —Eexp(—=S.)| < [E —8S,) — exp(—=5!
| exp(\/ﬁSn) eXp(ﬁSn)l < Iexp(\/ﬁSn) exp(\/ﬁsn)l]
< Ell-ep(22)
|t Z,|
< E
< B L
o HEIZ
- Vn
< |t|E|Z]

NG

La derniére égalité provient du fait que les (Z,,) sont des variables de
méme loi intégrables (car elles sont dans L?). Ainsi, Eexp(f/—%Sn) -
Eexp(%S&) tend vers 0. Mais d’apres le théoréme central limite
S! /+/n converge en loi vers N(0, s?) et donc E eXp(%S,’L) vers exp(5t%s?).
Par suite, Eexp(f/—%Sn) converge vers exp(3t*s®) et donc, d’apres le

théoréme de Lévy, S, //n converge en loi vers N(0, s2).
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1.1, encore

1.1, toujours

Commentaires particuliers

De trop nombreux candidats semblent ignorer 1’écriture

n

(Z rp)? = Z Z T
k=1

i=1 j=1

et ne connaitre que ’expression

n n
(Zxk)Q = fo +2 Z ;T
k=1 i=1

1<i<j<n

dont ils ne savent se dépétrer. Pourtant, de telles écritures apparaissent
couramment, en particulier dans I’étude des formes quadratiques.
Certains imaginent alors que I'identité EX? = (EX;)? (qui est évidemment
fausse) va leur permettre de s’en sortir. Rappelons que si une variable
aléatoire positive est d’espérance nulle, elle est presque strement nulle :
une telle situation viderait évidemment le probleme de tout intérét. Les
erreurs sont toujours possibles, mais il faut essayer de garder du recul par
rapport a ce que 'on écrit, cela permet de les identifier et de les corriger.
De maniere générale, une attitude critique par rapport a ses propres écrits
est toujours payante.

Une rédaction étrange a souvent été trouvée : une fois établi que

n+k

E[(UnJrk - Un)Q] < Z Z'Yju

j=n+1j€Z

plusieurs candidats écrivent : “comme la série converge, il existe M tel que

27j < M”,

jez

puis concluent —ce qui est vrai — que E[(U,1x — Up)?] < Mk. Mais si la
série converge, il est aussi simple de poser M = > jez v, ! Ainsi, on a le
sentiment que le bien fondé de 1’écriture > jez "V est pas completement
assuré dans les esprits.

Plusieurs candidats, n’ayant obtenu qu’une majoration
E[(Un+k - Un)Q] < Mk?

pensent pouvoir poser M’ = M/k, et ainsi obtenir par ce tour de passe-
passe E[(U,4x — Uy,)?] < M'k. Le probléme, c’est que le M’ ainsi obtenu
dépend de k, alors qu’on avait demandé une majoration uniforme en n
et en k. Il faut ainsi toujours faire attention & l'ordre des quantificateurs
dans les propriétés dont la démonstration est demandée.
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1.3.a

1.1

III.1

I11.4

On a souvent rencontré I'erreur suivante, qui consiste a dire que pour des
variables aléatoires X1,..., X, il existe kg tel que

{max(Xy,...,X,) > h} ={X, > h}.

Or c’est faux : il est vrai que pour tout w € {max(Xy,...,X,) > h}, il
existe ko(w) tel que X, (w) > h, mais il n’existe pas nécessairement de kg
qui convienne pour tous les w.

L’expression “montrer que la série ano u, converge” signifie bien que
le but de la question est de donner un sens mathématique a I’expression
“ano u,” . Toute tentative de preuve qui commencerait par des calculs
sur cette expression en supposant que son statut mathématique est défini
est vouée a ’échec.

Tres peu de candidat comprennent qu’il suffit de montrer que Xy4,, est
intégrable pour justifier de I'existence de l’espérance conditionnelle. La
plupart se lance dans une longue discussion complétement hors-sujet.

Etonnament peu de succes pour cette question de cours tres facile. Sans
grapiller de maniére outranciére, il est quand méme bon de lire le sujet
entierement, et ce faisant, d’y repérer les endroits ou ’on pourra faire
valoir ses compétences.



