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Partie I

1. Ay = {(e1,62) € {0,1}% : g1 + &2 < 1}, donc Ay = {(0,0);(1,0); (0,1)}.
Ainsi GQ = maX(O.X1 —|—0.X2, 1X1 +0.X2, OX]_ —|—1X2) = H’laX(O7 Xl; Xg) =
max (X1, X5) car X; et Xo sont & valeurs positives.

Par suite, G5 est aussi a valeurs positives. Soit ¢ > 0.

P(Gy <t) P(max (X1, X2) < t)

= P(X; <t Xy <)

= P(X; <t)P(Xy <t) parindépendance
= (1-eH1-e™)

= 1- 2€7t +e 2

Et bien stir P(G2 < t) =0 pour t < 0 puisque G est & valeurs positives.
Posons f(z) =2(e™" — e 2, (z).

Pour ¢ <0, on a f]—<><>7t] f(z) d\(z) = f]_ooﬂ 0 d\(z) = 0.

Pour ¢t > 0, on a

| @ o

/ f@) dr@) + [ fe) dA@)
]—00,0] [0,]

t
0+ / 20 —e ) dr=1—-2e""+e %
0

Finalement, pour tout ¢ réel, f]—oo,t] f(z) d\(x) = P(G2 < t), ce qui montre
que f est une densité de la loi de G5 par rapport a la mesure de Lebesgue.

. On suppose ici que la suite (V;);>1 est constamment égale & 0 et que les
(X1n)n>1 sont des variables aléatoires indépendantes suivant la loi

3 1 1

—00 + =01 + =ds.

190 + 31 + 302

(a) Comme les V; sont identiquement nuls, on a A,, = {0,1}". Pour tout
e €{0,1}", on a¢;V; <V;, donc

2. aVi< Vi
=1 i=1

avec égalité pour € = (1,...,1). Ainsi G, = X1+ -+ X,,. G, est une
somme d’entiers naturels donc c’est un entier naturel : (G,,)n>0 est &
valeurs dans N. Si on pose Gg = 0, on a la récurrence G, 11 = G,, +
Xnt+1 = h(Gpn, Xp11) avec h(z,y) = z + y. Comme (X,),>1 est une
suite de variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées
indépendantes de Gy (une constante), (G,,)n>0 est bien une chaine de
Markov. Par construction, on ne peut passer de 7 a j que si j > i, donc
la chaine n’est pas irréductible (par exemple on ne peut pas passer de
2al)
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(b) Comme Gpy1 = Gp + Xpg1, Wopy1 = Gpyr — (n+1) = (G, — n) +

(Xnt1—1) = Wi + (Xng1 — 1) = f(Wy, Xn), avec f(z,y) =2z +y—1,
donc les mémes arguments que précédemment montrent que (W,,) est
une chaine de Markov.
On a Wy41 =W, + (Xp41 — 1). Or X,,41 — 1 prend avec probabilités
positives les valeurs —1,0, 1 : ainsi, pour tout x € Z, on peut aller de x
a x + 1 en faisant un pas de +1 et on peut aussi aller de x + 1 & x avec
un pas de —1 : ainsi pour tout x, et x+1 communiquent. Finalement,
tous les éléments de Z communiquent. On peut aller de 0 & 0 en 1 coup
poo =P(X1 —1=0)=1/8> 0 : ainsi le pged des n tels qu’on peut
aller de 0 & 0 en n coups est 1, donc 0 est apériodique, et comme la
chaine est irréductible, la chaine est apériodique.

()

E[2""] = E[29" "] = 2 "E[29"] = 2*”[@[12[ 2% =27n ﬁﬂzpf]

par indépendance, mais comme les variables sont identiquement dis-

tribuées, on a
E[2""] = 27" (E[2¥])"™.
1 1 3 1 2 6 3

3
E20] =20+ 22 4 22 =24 o D=0 =0,

d’on

E[2""] =27"(3/2)" = (3/4)".
{W,, =0} = {2"» =1} c {2"» > 1}, donc P(W,, = 0) < P(2W» >
1)< w, d’apres I'inégalité de Markov. Donc

“+oo +oo +oo
S oppo=>_PR" >1) <> (3/4)" < +o,
n=1 n=1 n=1

ce qui montre que I'état 0 est transitoire : la chalne n’est donc pas
récurrente.

Partie I1

1. On sait que pour tout couple (U, V) de vecteurs aléatoires indépendants et
pour toute fonction h telle que h(U, V) soit intégrable, on a E[h(U,V)|U] =
H(U) avec H(u) = E[h(u, V)].
OnprendiciU = (X,Y),V = Zet h((z,y), 2) = ¢(x, z) : il vient E[¢(X, Z)|o(X,Y)] =
E[W(U,V)|U] = HU) = H((X,Y)), avec H((z,y)) — Elh((z,y),V)] =
E[é(z, Z)], ce qui donne bien l'identité E[p(X, Z)|o(X,Y)] = ¢ (X).
La tribu o(X) est une sous-tribu de ¢(X,Y"), donc

Elp(X, 2)|X] = E[E[p(X, 2)|o(X, V)]|X] = E[$(X)[X] = ¢ (X)),

car (X)) est o(X)-mesurable. On a donc finalement E[¢(X, Z)|o(X,Y)] =
P(X) = E[p(X, 2)|X].
2. Pour tout € € A,,, on a

0 S Z 5'&‘/'& S K’ﬂ,
1=1

d’ou 0 < G,, < Kn, ce qui assure 'intégrabilité de G,,.
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. Fo est la tribu triviale qui est contenue dans toute tribu. Par construction, la
suite (Fy,)n>1 est croissante. La suite (F, ), >0 forme donc bien une filtration.
Soit k un entier naturel : E[Yy11|Fx] = E[E[Gy|Frt1]|Fr] = E[Gn|Fk] car
Fi C Frt1- On a donc bien E[Yyy1|Fx] = Yk, ce qui montre que (Y3)r>0 est
une martingale.

. Comme Al C A,, I'inégalité G, < G,, est immédiate. Soit € € A,, tel que
n
Gn = Z&ij.
j=1
Posons &) = ¢; pour j # i et €/ = 0. Ainsi 0 < &) < ¢; pour tout 7 : On a
n n
S <Y ey <n
Jj=1 Jj=1
donc ¢’ € A,,. Comme de plus &; =0, on a &’ € A%, d’ou
n n
G;ZZS;XJ': ZEij —EiXi:Gn—SiXiZGn—K7
j=1 j=1

ce qui nous donne la deuxieme inégalité.

. Posons X = (X1, V1, Xa, Vo, ..., X1, Vi1), YV = (X3, Vi) et
Z = (Xi+17‘/7;+17Xi+27‘/i+27 ‘e aX'ran)- On a G:z = ¢(X, Z)7 avec

A((@1,01, -0, Tim1,0i—1)5 (T 15 Vig 15 Tig2, Vig 2, - -, Ty Up))
i—1 n i—1 n
= hax d et D eiw |Booem | Doguit D v
" j=1 j=i+1 j=1 j=i+1

D’apreés la question 1., on a E[¢(X, Z)|0(X,Y)] = E[¢(X, Z)| X], soit
E[GY|Fi] = E[G}|Fial.

. Soit i € {1,...,n}. On a G}, < G,, < G + K. En prenant l'espérance
conditionnelle sachant F;, on a

E[G,|F] < Vi <E[G,|F] + K.

En prenant ’espérance conditionnelle sachant F;_1, on a

E[GL|Fi—1) < Yio1 < E[GL|Fioa] + K,
soit A _

—E[G},|Fi-1] = K < =Yy < -E[G,|Fi-1],
ce qui, compte tenu de 1’égalité démontrée en 5. donne en additionnant les
deux inégalités :
-K<Y,-Y 1<K

L’inégalité est encore vérifiée pour i > n puisque Y; est constamment égale
a G, pour i > n.
. Les hypotheses de I'inégalité de Hoeffding sont clairement vérifiées, avec k; =
K pour tout i. Comme Fy est la tribu triviale, on a Yy = E[G,|Fo] = E[G,],
d’ott le résultat

2

P(|G, —EG,| > z) < 2exp(—m).
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Partie 111
1. Posons Z,, = %. Pour montrer que Z,, tend presque surement vers 0,

il faut et il suffit que pour tout € > 0. P( lim {|Z.| > ¢}) = 0. D’apres le

n—-+4oo
premier lemme de Borel-Cantelli, il suffit de montrer que pour tout € > 0,
la série de terme général P(|Z,| > ¢) converge. Cependant

(ne)? ne?
= - > < — = [
P(|Z,| > ¢) =P(|G,, — EG,| > ne) < 2exp( 2nK2) 2 exp( 2K2)’
d'ott P2 P(1Z,| > ¢) < ﬁ < +00, ce qui donne bien le résultat
—exp(— =%
voulu. .

2. On a vu que G,, < Kn, donc E[G,] < Kn, dou u,/n < K et v =
sup,,>; 5 < K < +o0.

3. (a) Soit e € A, et &’ € A, ,, tels que

n p
Gn = ZEJ'X]' et Gn’p = ZE‘;‘Xn+j.
j=1

Jj=1

Par définition de A,, et A,, p,

n p
Ze’:‘jVj + ng'vn—i-j <n+p,

j=1 j=1

donc la suite concaténée (g,e’) est dans A, 4,, d’olt

n p
Gnip> Y X+ Y i Xnpj=Gn+Gny.

j=1 j=1

(b) Si on pose

P P

¢p($17 ULy .oy Tpy U;D) = Enelif Z €52 |B—con] Z €jVj
j=1 j=1

Ona G[) = 1/}p(X17 ‘/17 s aXpa Vp) et Gn,p = ¢p(Xn+1a Vn-‘rla s aXn-i-[)a V’VL-’rp)

Cependant (X1, V1,...,Xp, V) et (X1, Vagi, - -+, Xogps Vigp) suivent

tous deux la loi ]P’%;l ) donc Gy et G, suivent toutes deux la loi

image de P%?hvl) par .

(c) On sait que Gptp < Gy, + Gy p. Gy p est intégrable car il a la méme
loi que G, : on peut donc prendre l'espérance : unyp = E[Ghyp] <
E[G,] + E[Gn ] = E[G,] + E[Gp] = uy, + up; en effet comme G,, ,, et
G, ont méme loi, ils ont la méme espérance.

4. Comme v < 400, l'existence de ng est une conséquence immédiate de la
définition de la borne supérieure. Comme Upg(i+1) = Ungitng = UngitUng, ON
montre aisément par récurrence que Unyi > kin, pour tout k, puis Ugne+r >
Ukng + Ur > kUn, + Ur, sOit

ukno +7r k Uy

kng+1r — kzno—i—run“Jr kng + 1’

d’ou en faisant tendre k vers +oo :

. Uk
lim — —Fnrotr

> Up, =Y — €.
k>too kng+r1 T no =
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Mais
. U . . U
lim — = inf lim —~metr
n—+oco N 0<r<ng k—-+4oco k’I’LO —+7r

d’ou  lim == >~ —¢ En faisant tendre ¢ vers 0, ona  lim = > 4.
n—-+oo n—-+oo
. On a
U — u ) U
y= sup > Tim —> lim - >4,

n—-+oco N n—too N n—+oo N
Ainsi la limite inférieure et la limite supérieure de u,,/n coincident avec 7,
qui est donc la limite de u,/n lorsque n tend vers l'infini.
. Up/m converge (presque strement!) vers v et G, /n — u,/n tend presque
stirement vers 0, donc comme la convergence presque silire est compatible
avec addition, G, /n converge presque slirement vers .

FIN



