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Toutes les variables aléatoires considérées dans ce probléeme sont définies sur
un méme espace probabilisé (Q2, F,P).

On dispose d’une collection d’objets numérotés de 1 a n, de valeurs respectives
X1,...,X, et de volumes respectifs Vi,...,V,.

On veut remplir un sac a dos de contenance maximale n avec certains de ces
objets, de maniére & maximiser le gain total. Ainsi, le gain maximal est

n

Gn= max Y g X,

e€A,
i=1
avec
n
A, ={e€{0,1}": ZsiVi < n}.
i=1
On suppose que les variables V1, ..., V,,, X1, ..., X, sont des variables aléatoires

positives indépendantes et qu’il existe une constante K telle que pour tout i
X; < K presque stirement.

Partie I

Cette partie est consacrée a ’étude de quelques cas particuliers.

1. On suppose ici que n = 2 et que les variables Vi et V5 sont dégénérées
avec Vi = Vo = 2. Montrer que G2 = max(X;, X3). Dans le cas ou X,
et Xy suivent la loi exponentielle de parametre 1, déterminer la fonction
de répartition de Go, puis montrer que la loi de G2 admet une densité par
rapport a la mesure de Lebesgue.

2. On suppose ici que la suite (V;);>1 est constamment égale a 0 et que les
(Xn)n>1 sont des variables aléatoires indépendantes suivant la loi

3 1 1
—00 + =01 + =0s.
1% + 3 + 322
(a) Montrer que G,, = X1 +---+ X,,. Montrer que (Gy,),>1 est une chaine

de Markov & valeurs dans N. La chaine (G,,)n>1 est-elle irréductible ?

(b) On pose W,, = G,, —n. Montrer que (W,),>1 est une chaine de Markov
a valeurs dans Z. Est-elle irréductible, apériodique ?

(c) Montrer que E[2"»] = (3/4)". Montrer que P(W,, = 0) < P(2"» > 1).
La chaine (W,,),>1 est-elle récurrente ?
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Partie I1

Dans toute cette partie, on fixe un entier naturel non nul n et on étudie les
propriétés de concentration de G,,.

Pour 1 < k <mn, on pose Fj, = o(X1,..., Xk, V1,..., V). On pose également
Fir = Fn pour k > n et Fo = {@,Q}.

On rappelle I'inégalité de Hoeffding, que 'on a démontrée dans le devoir n” 1
de cette année, et que ’on pourra utiliser sans démonstation :

Théoréme 1 Soit (Y,,)n>0 une martingale. On suppose qu’il existe une suite ki,
telle que pour tout n, |Y,| < k,. Alors pour tout entier naturel n et pour tout
x> 0.

2 n
P(|Y, — Yo| > z) < 2exp(—%(z k2)71).
=1

1. Soient X,Y, Z trois vecteurs aléatoires indépendants. Soit ¢ une fonction
telle que ¢(X, Z) soit intégrable. Montrer que

El¢(X, 2)|o(X,Y)] = ¢ (X)),

avec ¢ (z) = E[¢(z, Z)]. (On pourra remarquer que (X,Y") est indépendant
de Z et on citera précisément le ou les théoremes employés). En déduire que
E[¢(X, Z)|o(X,Y)] = E[¢(X, Z)| X].

2. Montrer que G,, est intégrable.

3. Pour tout entier naturel k, on pose Y}, = E[G,,|Fi]. Montrer que (Y3)g>0 est
une martingale.

4. Pour i € {1,...,n}, on pose A, = {e € A,;e;, =0} et

Montrer que G, < G, < G!, + K.
5. Montrer que E[G}|F;] = E[GE|Fi—1].
6. En déduire que |Y; —Y;_1| < K pour i € {1,...,n}. Que peut on dire pour
i>n?
7. A laide de I'inégalité de Hoeffding, montrer que
22

P(|Gn —EG,| > z) < QGXP(—W

).
Partie 111

On suppose maintenant de plus que les suites (X, )n>1 et (Vi,)n>1 sont toutes
deux respectivement identiquement distribuées. On s’intéresse au comportement
asymptotique de G,,.
1. A Tlaide du lemme de Borel-Cantelli, montrer que
surement vers 0.

% tend presque

2. On pose u, = E[G},]. Montrer que v = sup,,>; 4= < +0o0.
3. Soient n et p deux entiers naturels non nuls. On pose

p

Gpp= max €iXn+ti,
e€Anp “ 7
i

avec

p
App ={e€{0,1}": ZEiVn+i <p}.
i=1
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(a) Montrer que Gp4p > Gy, + G p.
(b) Montrer que G, et G,, , ont méme loi.
(c) Montrer que Upqp > Uy + Up.

4. Soit € > 0. Justifier I’existence d’un entier naturel non nul ng tel que 12—‘00 >
~ — &. Montrer que pour tout r € {0,...,n9 — 1}, on a

. Uk
lim  —hnotr > g
k>too kng+r

En déduire que lim == >+ —¢, puis que lim “2 >,
n—-+o0o n—-+00
5. Montrer que u,/n tend vers v lorsque n tend vers Uinfini.
6. Montrer que G, /n converge presque stirement vers une limite que 'on

précisera.
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