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1. Tout d’abord, remarquons que Y;, est une variable aléatoire bornée (elle est
bornée par m Ainsi les variables considérées ont bien intégrables et
admettent bien des espérances conditionnelles. Pour simplifier les écritures,

posons Z, = a(S, — %)) : on a

cos(Zpt1) = cos(Zy, +aX,11) = cos(Z,,) cos(aX,+1) —sin(Z,) sin(aX,,41).
Z, est Fy-mesurable, donc
E[cos(Z,+1)|Fn] = cos(Z,)E[cos(aX,+1)|Fn] — sin(Z,)E[sin(aX,,4+1)|Fn]-

Cependant cos(aX,,11) est sin(aX,,41) sont indépendants de F,,, donc E[cos(aX,,+1)|Fn] =
E[cos(aX,+1)] = cos a, tandis que E[sin(aX,+1)|Fn] = E[sin(aX,11)] = 0.
Ainsi

Elcos(Zy+1)|Fn] = cosacos(Z,),

d’ou il vient que
]E[Yn-&-l‘fn} =Y,

ce qui montre bien que Y, estd’ou il

SZ

1= S+ Xp1)? =82+ X2 + 25, X001 =52+ 1428, X041,
car X, 11 € {—1,1}. Par suite
V>0 Yipr =Y+ 25, X0s1.

Sy, est une martingale adaptée a la filtration (F,),>o0-

2. T est le temps d’entrée de la suite (Sy,)n>0 dans le borélien | —oo—d]U[e, +00].
Comme (S),)n>0 est adaptée a la filtration (F,,)n>0 (on a vu que pour tout
n, S, est F,-mesurable), il s’ensuit que T est un temps d’arrét adapté a la
filtration (F,,)n>0. Mais (Y,,)n>0 est une martingale adaptée a la filtration
(Fn)n>0. Or, le théoreme d’arrét dit que lorsqu’on arréte une martingale
adaptée & une filtration par un temps d’arrét adapté a la méme filtration, le
processus obtenu est encore une martingale adaptée a cette filtration. Ainsi
(Yran)n>o0 est une martingale adaptée a la filtration (Fy,),>o0-

On va montrer que Sy, € {—¢;—c+ 1;...d — 1;d}. On raisonne ici w par
w, méme si la dépendance en w est laissée implicite pour ne pas surcharger
les écritures.

Par définition de T, on sait que S,, ¢] — oo — d] U [¢, +oo pour n < T'. Si
T = +00, alors on a pour tout n, n < T et —c < Span < —d. Supposons
donc T fini. Comme (]Sy|) est a valeurs entieres, on a, pour n < T, —¢ <
Stan < d. Comme St = Sy_1 + X, on a alors St = Sp_1 + Xr <
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d—1+1=d, tandis que St = S7_1 + X7 > —c+ 1 —1 = —c. Finalement,
{—¢;—c+1;...d — 1;d} pour tout n < T. Cependant, T An < T, donc on
a bien Spap{—c;—c+1;...d —1;d}, d’ou

T c+d c—d c+d 7

—§<—O[ SO&(ST/\n—T)SOé ) <§

En utilisant les variations de la fonction cosinus, on obtient

c=dyy > Cosa# (1)

cos(a(a(Sy, —

ce qui entraine Yra, > 0.

. (Yran) est une martingale, donc en particulier son espérance est constante :
pour tout n, on a

—d
EYrnn = EYzpo = EY, = B0 = cos(aCT).

Cependant, d’apres 1, on a cosac;rd (cosa)~T"" < Yrp,, don

—d
cos s (cos @) T < EYpp, = cos(och),
soit J
cos(a52)
(cosar) A" < — 22
cos(a<hd)
P(T>n) = P(TAn>n)
< P ((cosa) T < (cosa)™")

E(cos a)~Thn

<

- (cosa)™™
cos(as54)

< == 2 Zicosa)”

— cos(a c;d) ( )

Ainsi, d’apres le théoreme de continuité séquentielle décroissante

P(T = +00) = lirf P(T >n)=0,

donc T est fini presque strement.

. Comme T est presque siirement fini, la suite (cos a) ~7" est positive,croissante

et converge presque siirement vers (cos o)~ 7. D’apres le théoréme de conver-
gence monotone, on a donc

E(cosa)™? = lim E(cosa) /"
n—-+4oo
. -T . cos(a52) N
cependant la suite (E(cosa)™1""™),>¢ est bornée par m, donc & la
limite on a 4
cos(a<5%)
E(cosa) 1 < ——2 2 < 4o0.
( )= cos(ast?)
. Comme T est fini presque stirement, X,,np converge presque stirement presque
Xr. Bien évidemment, cos (a(XnAT — ng)) converge donc presque sturement
vers cos (a(XT — c;d)) On a déja vu que X, a7 € {—¢,...,d} pour tout n,

donc Xr € {—c,...,d}. Mais par définition de T, Xy < —c ou Xy > d,
donc finalement X7 € {—c;d}, d'ott a(Xr — 54) € {—at?; 0%t} Dans
les deux cas, cos (X7 — $5%) = cos(a®t?) . Ainsi cos (a(X,ar — 59))
converge presque stirement vers cos(a<?).
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7. En mettant ensemble les résultats des dernieres questions, on voit que Y, 7

converge presque siirement vers (cos o)~ cos(a<t?). Cependant on a pour
tout n

|Yoar| < (cos a)*("AT),

qui est une fonction intégrable. D’apres le théoréeme de convergence dominée,
on a donc que

d —d
E(cosa)™ 7 cos(a%) = hIJIrl EY,ar = EYy = cos(aCT),
soit 4
E(cosa)™ T = 608(0472[1).
cos(a<$?)

8. Sic+d>3,onac>1loud>1:
—sic>1,ona

{T'=2n+c} 5N {X; = (1)} NNZEr, {Xi =1},
d’ou
P(T =2n+c) > P(NZ{X; = (1)} N30 {X; = 1)) = (-1)*"*e.
— sinon, d > 1 et on a
{T =2n+c} DN {X; = (1)} nnege  {Xi = 1},
d’ou encore
P(T = 20-+¢) 2 B2, {X; = (—1) 7} nr2ne, (X = 1)) = (-1,

9. D’apres le théoreme de transfert
+oo
E2" = " 2"P(T = k),
k=0

donc pour que 27 soit intégrable, il est nécessaire d’avoir limy_. o 2¥P(T =
k) = 0. Cependant, la question précédente montre que limsup,, ., ., 2"P(T =
n) > 1. Comme « € (5, 5[, (cosa)™! > 2, d’ou

E(cosa)™ T > E2T = 400.

Ny

1. Comme les événements ({X,+1 = j});>0 forment une partition de €2, on a

f(Xny1) = f(Xpp)l

+oo
- f(Xn+1)Z]]{Xn+1=j}
=0
+oo ’
= Dl f(Xas)

Jj=0

+oo
= Z]J{Xn+1:j}f(j)
=0
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Remarquons qu’a n fixé, X,,+1 ne peut prendre qu'un nombre fini de valeurs,
toutes comprises entre 0 et x + (n + 1)). Ainsi la somme considérée ici ne
comporte en réalité qu'un nombre fini de termes :

x+1

f(Xng1) = Z]J{Xnﬂzj}f(j) P*p.s.
3=0

D’ou
x+1
E[f(Xn-‘rl)‘Fn} = ZExﬂJ{X,L+1:j}|fn]f(j>
=0

x+1
= ZPI[Xn-H = jIFnlf(5)
j=0

x+1

= Y px.if0)
j=0
Comme X,, <z +n,onapx,; =0pour j>x-+2: ainsi on peut écrire

+o0
Ef(Xns)|Fal = Y px,i10)
j=0

= Vy(Xn),

ce qui montre bien le résultat voulu.
. En particulier, en prenant f(z) = 1/(1 + ), on a ¥(0) = po,of(0) =
1.f(0) = f(0) et pour j > 1

Vi) = 3D+l
o j+2 1 i1
T2 425+2 25425
1
IR

Ainsi, ¥y = f : on en déduit avec la question précédente que
E[f(Xn+1)[Fn] = \I]f(Xn) = f(Xn),

ce qui montre que la suite (f(X,))n>0, soit (¥,)n>0, est une martingale.
Cette martingale est adaptée a la filtration F,,, puisque Y;, est une espérance
sachant F,,. Enfin, comme f(z) € [0,1] pour tout = € N, (Y},)n,>0 est une
martingale bornée.

. T=Ta ATy =1inf{n > 0; X, € {a;b}}, donc 7, A 7, est le temps d’entrée de
la suite X,, dans le borélien {a;b}. Comme la suite (X,,) est adaptée a la
filtration JF,,, 7 est un temps d’arrét adapté a la filtration F,.

. (Yn)n>0 est une martingale adaptée a la filtration F,, et 7 est un temps
d’arrét adapté a la filtration F,,. D’apres le théoreme d’arrét (Yyan)n>0 est
également une martingale adaptée a la filtration F,.

En particulier, pour tout n
1
E*Yopn = E*Y 00 = E*Yy = ——.
An AO 0 1+

On a admis que 7 < 400 p.s. On a donc

lim Y;p, =Y, P’p.s.

n—-+o0o

4 Tournez la page S.V.P.



En appliquant le théoréme de convergence dominée (avec domination par
1), on voit alors que

1
E*Y,. = 1 E*Y pp=—— = .
L EYrnn = oo = f(2)
Cependant
Y’T‘ = YT]J{TO_<T[,} + YT Ta>Th}

= Y, ra<mp} T YTb]]{TaZTb}
= f(RTQ)]J{Ta<Tb} + f(RTb)]]TaZTb
= f(a)]l{ra<ﬁ,} + f(b)]lraZTb

En intégrant, on a alors,
f(@) =E*Y; = f(a)P*({ra <7}) + f(B)P*(7a = 7),

soit si 'on pose ¢ = P* ({7, < 7})
d’on

. Pour tout p on a P® presque stirement R,.1 < R, + 1 : on en déduit que
pour tout n 7, > n — z. En particulier 7,, tend P* presque stirement vers
+00.

. Ainsi

]J{Ta, <+oo} = nEIEwH{TH, <Tn}

En appliquant le théoréme de convergence dominée (avec domination par
1), on a alors
Elr, <tooy = Him B, <7y
soit
fn)—flz) _ fle) a+1

Pt <oo) = T B(ra <m) = I 50 @ ~ fl@) ot 1

. On a pour tout n |X,, — X,,41] € {0;1} : il s’ensuit que {X,,;n > 0} est une
partie connexe de Z contenant Xy = .

Ainsi, si a € {0,...,x}, dire que I < a signifie que a est une valeur atteinte
par la suite (X,,)n>0, c’est a dire que 7, < +o00. Ainsi

{I <a} ={1s < 400},

d’olt +1
a
PY(I <a)=P1, < +0) = ——,
(I < @) =P(ra < +o00) = 2
ce qui entraine aisément que I suit la loi uniforme sur {0,...,z} : en effet
pour tout ¢ € {0,...z}, on a
t+1 i 1

P, =i)=P*(I<i)—P*(I<i—1)=

t+1 z+1 z+1
FIN



