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Soit Ω = ZN et F = B(Ω). On note (Xi)i≥0 les projections canoniques : pour
ω ∈ Ω, on a Xi(ω) = ωi. On peut alors définir une filtration (Fn)n≥0 en posant
Fn = σ(X0, X1, . . . , Xn) pour tout n ≥ 0. Soit p ∈ [0, 1].

Pour tout entier relatif k, on note

Pk = δk ⊗ ((1− p)δ(−1) + pδ1)⊗N
∗
.

Ainsi, sous la loi Pk, X0 = k et (Xn)n≥1 est une suite de variables aléatoires
indépendantes identiquement distribuées avec

∀n ≥ 1 Pk(Xn = 1) = 1− Pk(Xn = −1) = p.

Par ailleurs, on notera Ek l’intégrale par rapport à la mesure de probabilité Pk.
On remarquera que la notation Pk utilisée ci-dessus est compatible avec les

conventions usuelles pour l’écriture des châınes de Markov.
On pose S0 = X0 ainsi que, pour tout n ≥ 1,

Sn = X0 +
n∑

i=1

Xi.

Dans ce problème, on s’intéressera au temps nécessaire à la suite (Sn)n≥0 pour
atteindre un point donné. À cet effet, pour k ∈ Z, on définit

T k = inf{n ≥ 0 : Sn = k}.

Les parties II et III sont indépendantes.

Partie I

1. Montrer que pour tout x ∈ Z, (Sn)n≥0 est une châıne de Markov sous Px.
2. En fonction de la valeur de p, discuter si (Sn)n≥0 est une martingale, une

sous-martingale, une surmartingale sous Px.
3. On pose In l’ensemble des valeurs prises par la suite (Sk) entre les instants

0 et n : In = {Sk; k ∈ {0, . . . , n}}. Montrer que pour tout n ≥ 0 et tout
x ∈ Z, Px-presque sûrement, In est un intervalle de Z qui contient x. (On
suggère de procéder par récurrence.)

4. En déduire que pour tout k ∈ N

T k = inf{n ≥ 0 : Sn ≥ k} P0 p.s.
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5. Montrer que pour tout k ∈ Z, T k est un temps d’arrêt adapté à la filtration
(Fn)n≥0.

6. Soit m un entier naturel. Montrer que si X0 = 0 et Tm < +∞ , alors pour
tout l’entier naturel v, on a

(Tm+1 ≤ Tm + v) ⇐⇒ (∃k ≤ v; ST m+k = m + 1)

7. En déduire que quel que soit l’entier naturel v, et quel que soit l’événement
A ∈ FT m

P0(A, Tm < +∞, Tm+1 ≤ Tm + v) = P0(A, Tm < +∞)Pm(∃k ≤ v; Sk = m + 1)
= P0(A, Tm < +∞)P0(T 1 ≤ v).

Partie II

On suppose dans cette partie que p > 1/2.

1. Montrer que, P0-presque sûrement, on a l’équivalent

Sn ∼ (2p− 1)n.

2. En déduire que
– pour tout k ≥ 0 , T k est P0-presque sûrement fini.
– T m

m converge P 0-presque sûrement vers 1
2p−1 lorsque m tend vers l’infini.

Indication : pour le deuxième point, on pourra considérer ST m .
3. Soit m un entier naturel. Montrer que Tm+1−Tm est indépendante de FT m

et que Tm+1 − Tm a même loi que T 1 sous P0.
4. Montrer que les variables aléatoires (Tm+1 − Tm)m≥0 sont indépendantes

sous P0.
5. Soit M un entier naturel non nul. Montrer que P0-presque sûrement,

E0[T 1 ∧M ] = lim
n→+∞

1
n

n∑

k=1

(
(T k+1 − T k) ∧M

) ≤ 1
2p− 1

.

6. Montrer que T 1 est intégrable sous P0.
7. Montrer que tout tout k ∈ N, E0[T k] = k

2p−1 . (On suggère de commencer
par traiter le cas k = 1).

Partie III

On suppose dans cette partie que p < 1/2.

1. Montrer que Sn tend P0-presque sûrement vers −∞. En déduire que l’état
0 de la châıne (Sn)n≥0 est transitoire.

2. En déduire que P0(T 1 = +∞) > 0.
3. On pose ρ = P0(T 1 < +∞). Montrer que P0(Tm < +∞) = ρm.
4. Montrer qu’il existe c > 1 tel que cSn soit une martingale sous P0.
5. On pose enfin Yn = Sn∧T 1 . Soit c le réel déterminé à la question précédente.

Montrer que Zn = cYn est une martingale bornée sous P0.
6. Montrer que Zn converge P0-presque sûrement vers c× 11{T 1<+∞}.
7. Montrer que

ρ =
1
c

=
p

1− p
.
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