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Soit Q = ZN et F = B(£2). On note (X;);>0 les projections canoniques : pour
we N, ona X;(w) =w;. On peut alors définir une filtration (F,),>0 en posant
Fn = 0(Xo,X1,...,Xp) pour tout n >0, .

Pour k entier supérieur ou égal a —1, on note

1 1 1 .
Pk - 5k; ® (5(5(_2) + 55(_1) + 551)®N .

Ainsi, sous la loi P*, Xy =k et (X,,)n>1 est une suite de variables aléatoires
indépendantes identiquement distribuées avec

1
Vn>1 P¥X,=-2)=P'X,=-1)=PX,=1)= 3

Par ailleurs, on notera E* I'intégrale par rapport & la mesure de probabilités
P*.
On pose Sy = Xy ainsi que, pour tout n > 1,

n
Sn = X() + Z Xz

i=1

Dans ce probléeme, on s’intéressera au point ou la suite (S,,)n>0 sort de 'en-
semble des nombres strictement positifs. A cet effet, on définit
T=inf{n>0: S, <0}
On pose enfin Y,, = S,aT.
Partie I

Dans toute cette partie, k est un entier supérieur ou égal a —1 fixé.
Pour tout n > 0, calculer I’espérance et la variance de S, sous P¥.
Montrer que (Y},),>0 prend ses valeurs dans [—1, +o0[NZ.

En déduire que |Y,,| < 1+ max(S,,0).

Montrer que T est un temps d’arrét adapté a la filtration (F,)n>0 -

Gk W N

Montrer les identités suivantes, qui seront tres utiles dans le probleme :

Vn>0 Yop1 =Y, =lrsny Xnp1 =Ly, 01 Xnt1.

1 Tournez la page S.V.P.
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Montrer que (Y},),>0 est une sur-martingale adaptée a la filtration F,,.

Soit = un réel positif. Montrer que

14n

PSS, —k>z) < ——
VneN (Sn k_m)_(3$+2n)2

En déduire I'existence d'une constante C' telle que E¥ max(S,, — k,0) < C
pour tout n > 0.

Montrer, a ’aide du théoreme de Doob, qu’il existe une variable aléatoire
réelle Yo, telle que (Y,),>0 converge P presque stirement vers Y.

En déduire que T est presque stirement fini.
Indication : on pourra utiliser le fait que (Y;,)n>0 prend ses valeurs dans un
ensemble discret.

Retrouver les résultats des deux dernieres questions a ’aide de la loi forte
des grands nombres.

Montrer que sous P*, (Y,,),>0 est une chaine de Markov a valeurs dans
[—1, +00[NZ dont la matrice de passage vérifie

p_1,—1=1
po,o =1
Vn € N* Pnn+l = Pnn—1 = Pnn—2 = %

et démarrant au point k.

Partie I1

On a montré dans la derniere question de la partie I que pour tout k& €
[—1, +00[NZ, (Yy)n>0 est, sous la loi P¥, une chaine de Markov commengant en £k,
la dynamique restant la méme quel que soit k. Le but de cette deuxieme partie est
donc, en utilisant des techniques de chaines de Markov, de comprendre 'influence
du point initial sur le comportement asymptotique de la chaine. On remarquera
que la notation P* utilisée ci-dessus est compatible avec les conventions usuelles
pour P’écriture des chalnes de Markov.

1.

On pose, pour k € [—1,+00[NZ : ux = P¥(Y,, = 0). Montrer que

VE>1 up = Ug+1 + Uk:371 + ’Uzk72' (1)

Que valent ug et u_1 ?

On note E lespace vectoriel formé par les suites réelles (vg),>—1 qui vérifient
la récurrence (1). Soit z un réel non nul. A quelle condition sur z la suite
(2%)g>_1 est-elle dans E ? Vérifier que x = 1 satisfait cette condition. Mon-
trer que E est un espace vectoriel de dimension 3 dont on donnera une base.

On note V le sous-espace vectoriel de E formé par les suites bornées de E.
Montrer que V est un espace vectoriel de dimension 2 dont on donnera une
base.

Montrer que

1— (1 _ \/i)k—i-l

Pour k > —1 entier, déterminer la loi de Yo sous P¥.

VE> -1 P*(Y, =0)=

FIN



