Université d’Orléans Deug MASS, MIAS et SI

UHI'-'EHSITED OFLEANES

Unité MA 3.03
Probabilités et Graphes
corrigé abrégé de ’examen du 20 juin 2003

durée: 2h

Exercice 1

En appliquant le théoreéme de transfert, on a
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Exercice 11

1. X représente le nombre de succes dans une suite de 3 événements indépendants
ayant chacun la méme probabilité de succes 1/6. Donc X suit la loi bino-
miale B(n = 3,p=1/6).

2. Comme G = X —1x—g}, on a EG = EX — Hl x_¢) :EX—P(X 0).

Comme suit la loi binomiale B(n = 3,p = 1/6), on a P( 0)=(1-
p)" = (5/6)® et EX = np = 1/2. Finalement, EG = L — (5/6)% =
332253 _ 17
6 216"
Probleme
Partie I
1. Soit ¢ € CP,(H) et montrons que ¥(c) € CP,(H). Soient k et [ tels que

e ={k,0} € A. On a ¥(c)(k) = U(c(k)) U(c)(l) = o(c(l)). Comme ¢

1 Tournez la page S.V.P.



est un coloriage propre, on a c(k) # c(k). Comme o est injective, on en
déduit T(c)(k) = o(c(k)) # o(c(l)) = ¥(c)(l). Comme e est quelconque,
on en déduit que ¥(c) est un coloriage propre. ¥ est donc une application
de CP,,(H) dans lui méme.

2. Maintenant, pour tout ¢ € CP,(H) et k¥ € S, on a ¥ o ¥(c)(k) =

o(P(c)(k)) = oo (cgoc)(k) = (coooc)(k) = c(k), car o est une in-
volution. On a donc ¥ o ¥(c) = ¢ pour tout ¢, donc ¥ o ¥ est I'identité:
¥ est une involution de CP,(H).
Soit maintenant ¢ € C7,,(H): on a ¥(c)(z) = g(c(2)) = o(i) = j. Comme
la restriction de ¥ & CZ ( ) est la restriction d’une bijection, on en déduit
U(c) est une injection de Ci,(H) dans Cf,(H). De la méme maniere
¥ = ¥~ réalise une injection de C?,.(H) dans C7, (H). On en déduit
que ¥ réalise une bijection entre C7, (H) et C7,,(H).

3. Deux ensembles qui sont en bijection ont le méme cardinal, donc |CF,,(H)| =
G5 (H)|

4. CP,(H) est la réunion disjointe des C7, (H), pour ¢ variant de 1 & n.
D’apres la question précédente, ils ont tous le méme cardinal. Notons m
ce cardinal commun. On a donc

k=1

n

= m
k=1

= mn

[PREN _CPH(TL)
d'ot m = =7

Partie 11
1. Comme chaque aréte de G[A] est une aréte de A et que le coloriage de
ses extrémités par €4 est le méme que leur coloriage par ¢, une aréte

“proprement” coloriée le reste.

2. Montrons d’abord que 'application définie sur D}; par ¢(c) = (C|S g )
1 2
prend bien ses valeurs dans C7, (G[S1]) x C5,(G[Ss]). Montrons que pour

¢ coloriage propre de G verlﬁant c(xo) = i cl est un coloriage propre
de G[S1] vérifiant s, (zo) = i. A Dévidence, 'il suffit de montrer que
c| est un coloriage propre de G[S1], ce qui a été démontré a la question

precedente On montre de méme que pour c coloriage propre de G vérifiant
c(yo) = 7, s, est un coloriage propre de G[S2] vérifiant °g (yo) = .
2

L’injectivité prov1ent du fait que S; U Sy = S, ainsi connaissant ¢ sur S}
et Ss, on la connait sur S tout entier.
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Voyons la surjectivité. Soit (a,b) € C75,(G[S1]) x C}5,(G[S2]). On va
construire un antécédent de (a, b) par ¢. Définissons ¢ par

fa(k) sikes
dm_{mm sik € S

Il est clair que ¢ est bien défini car S; et Sy sont disjoints et que 'on a
c(zo) = a(xo) =i et c(yo) = b(yo) = j. Il ne reste plus qu’a montrer que ¢
est un coloriage propre. Soit e = {z,t} une aréte de G. Si z et ¢ sont dans
S1, alors ¢ colorie I’aréte de la méme maniere que a, donc proprement. De
méme z et t sont dans Ss, alors ¢ colorie ’aréte de la méme maniere que
b, donc proprement. Si on est dans aucun des deux cas précédents, c’est
que e = {zo, Yo}, car c’est la seule aréte qui n’a pas ses deux extrémités
dans la méme partie de la partition. Or on sait que l’aréte e{xg,yo} est
correctement coloriée, car ¢(xg) = 7 # j = c(yo)- Le coloriage est donc
propre, on a donc bien trouvé un antécédent. Maintenant, il suffit de
rappeler que deux ensembles en bijection ont méme cardinal et que le
cardinal d’un ensemble produit est le produit des cardinaux pour achever
la preuve. On a donc

|D7;1 = |G (GIS1])| x |5 (GIS:])I-
Mais, d’apres en appliquant le résultat de la question I & G[S1] et G[S2], on
a [C% (G[S1])| = ™ ot (020 (G[Sa))| = T2 | q'oi puis [DF;| =

n )
Pg[s,1(n)Pgls,1 (1)
TL2

. CP,(H) est la réunion disjointe des D7;, pour i variant de 1 a n et
i # j. D’aprés la question précédente, ils ont tous le méme cardinal

Porsn®Pesn™ 0 4 done
n
CPr(n) = Y  |DyY
1<4,j<n;i#j
Pgis,1(n)Pais,)(n)
Z n2

1<4,j<n;i#j

Pais,1(n) Pgs,)(n)
n2

PG[S1] (n)PG[Szl (n)
n

= n(n-1)

= (n—-1)

Vn € N* nPg(n) = (n — 1)Pg[51](n)Pg[52](n).
Cela signifie que les polynémes X Pg et (X —1)Pgs,1Pays,) coincident sur
un ensemble infini. On en déduit qu’ils sont égaux, d’ou

X-1
Pg = e Pgis,)FPais,)-
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5. On note G = (S, A) le graphe ci-dessous, S; I’ensemble composé des 4
points du carré de gauche et Sy les 'ensemble composé des 4 points du
carré de gauche.

Le théoréme démontré ci-dessus s’applique; on a G[S1] = [S2] = C4, d’otr
Pg = X1 P2 = XZ1(X(X-1)(X2-3X+3)" = X(X—1)3(X2—3X +3)2.

6. On a P = Pg_. — Pg... Dans le graphe G — e, les composantes Sy
et Sy ne communiquent pas, donc le résultat rappelé s’applique: on a
Pg = PG[Sl]PG[Sz]‘ Finalement,

X-1

Pg., = PG[Sl]PG[Sz] - PG[SI]PG[S2]

1
= EPG[Sl]PG[Sz]'

7. Le graphe représenté est précisément le graphe G.e correspondant au
graphe de ’exemple précédent. On a donc comme polynome chromatique
%Pg4 =X (X —1)%2(X2-3X +3)%

FIN DE L’EPREUVE



