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Le polycopié de cours, les notes manuscrites, et les calculatrices sont autorisés.

Le sujet est constitué de deux exercices et d’un probléme indépendants.

Exercice 1

Soit X une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur [2,4]. On pose Y = 5.
Calculer P(Y > 0.4) et EY".

Exercice 11

Un jeu consiste a effectuer une mise en choisissant un nombre entre 1 et 6, puis
a lancer simultanément trois dés. Si le numéro choisi sort une fois, le joueur
récupeére sa mise plus une somme égale & sa mise. Si le numéro choisi sort deux
fois, le joueur récupere sa mise plus une somme égale & deux fois sa mise. Enfin,
si le numéro choisi sort trois fois, le joueur récupere sa mise plus une somme
égale & trois fois sa mise.

1. On note X le nombre de fois ol ’on a obtenu le nombre choisi. Montrer
que X suit une loi binémiale dont on précisera les parametres.

2. Quelle est 'espérance de gain & ce jeu ?
Indication: on pourra remarquer que le gain est G = X —1 x—o;-

Probleme

Soit G = (S, A) un graphe simple non orienté. On suppose qu’il existe une
partition {S1,S2} de S et des sommets zg € S1 et yo € S2 tels que {zg,yo}
tels que {zo,yo} soit 'unique aréte entre un point de S; et un point de S.
Autrement dit
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1. {.’L‘o,yo} €1l
2. ¥(z,y) € (S1\{zo}) x (S2\{o}) {z.y} ¢ A.
Le but du probleme est de montrer 1’identité

X-1
Pa = —5—FPorsuFars:) (1)

et d’en donner quelques applications.

On pourra utiliser sans démonstration le résultat suivant, vu dans exercice
8 du chapitre 8 du polycopié:

Soit G = (S, A) un graphe et (S1, S2) une partition de S telle que

VX eS VYyeSy {z,y}¢A

Alors
Pg = PG[Sl]PG[52]‘

1. Soit H un graphe simple non-orienté et z un sommet quelconque du
graphe. Le but de cette question est de montrer que le nombre de colo-
riages propres de G a 'aide d’une palette de n couleurs ou 'on a imposé
une couleur donnée pour le sommet z vaut Pa(n)

Soit n un entier non nul. Pour ¢ € {1,...,n}, on note
sz,n(H) = {C (S CPn(H);c(z) = i};

c’est ’ensemble des coloriages propres de G & valeurs dans {1,...,n} tels
que le sommet z est colorié avec la couleur 7. Soient ¢ et j deux éléments
distincts de {1,...,n} fixés.

On note ¢ la transposition de {1,...,n} qui échange les points i et j. On
rappelle que o est définie par

j sik=i
ok)=<1i sik=j
k sinon.

(a) Montrer que 'application ¢ — coo réalise une bijection entre C7 ,, (H)
et C7,(H).

(b) En déduire que |C7,(H)| = |C},,(H)|
(c) En déduire que |C7, (H)| = Pu(n)

n

2. Pour i et j éléments distincts de {1,...,n}, on note

D}; = {c € CP,(G);c(ao) = i et c(yo) = j}.
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3. Montrer que
ID7;] = |CEn(GS1])] x |CF5.(G[S:2])],

puis |D2j _ PG[511(nT)LfG[s2](n)‘
4. En utilisant le principe de partition, montrer que

n—1

Vn e N*  Pg(n) = Pgis,1(n) Pgis,) (n).

5. Montrer dans R(X) l'identité
X-1

Pg = Pais,1Pais,)-

6. Calculer le polynéme caractéristique du graphe ci-dessous:

7. On pose e = {zg,yo }. Montrer que
1
Pg.= YPG[Sl]PG[Sg]-

8. Calculer le polynéme caractéristique du graphe ci-dessous:

FIN DE L’EPREUVE



