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Chapitre 1

Théoremes ergodiques

1.1 Deéfinitions

1.1.1 mesures invariantes, fonctions invariantes

On appelle systéeme dynamique un quadruplet (2, F, P, 0) ou (2, F,P) est
un espace probabilisé et 6 une application mesurable de (€2, F) qui préserve
la mesure P, c’est a dire que

VAe F P(07'(A)) = P(A).

On dira aussi que la mesure P est invariante par 6.

Exemple fondamental : si (X,,),er est un processus réel stationnaire in-
dexé par T = Z ou N, alors (RT, B(RT), Py, ) est un systéme dynamique,
ou 0 est l'opérateur de décalage usuel : (0x), = z,11. On rappelle que si
I1,, est Popérateur de projection canonique de projection de R” sur R, on a
[Tyof™ =TI, et la loi du processus canonique (I1,,),e7 sous Py est exactement
la loi du processus (X,,)ner sous P.

Inversement, si (2, F,P,#) est un systéeme dynamique et f une fonction
mesurable quelconque de (Q, F) dans (R, B(R)), le processus f(6*w)ren est
stationnaire. Si 6 est inversible, alors le processus f(6*w)iecz est encore un
processus stationnaire.

On dit qu'un événement A est un invariant du systeme (Q, F, P, 0) si
P(AAO~(A)) = 0, ol, de maniere équivalente si Iy = Iy 060 P ps.. La
famille des événements invariants forme une tribu (laissé en exercice), que
I’'on note souvent Z.

On dit qu'une application mesurable f de (2, F) est invariante si f =
f o0 P-presque strement. Les fonctions invariantes par # sont exactement les
fonctions Z-mesurables.



1.1. DEFINITIONS

Soit f une fonction invariante. Posons

+o0
Y=Y |f—foflof"
n=0

On a

+oo
EY = > E|f—fof|of"
n=0
“+o0o
= ) E|f - fod
n=0

+00
— Zo

n=0
=0

Ainsi si f est une fonction invariante, on a presque surement pour tout n
fof" = fof" donc presque siirement f o 6" = f pour tout n.

Ainsi, si f est invariante pour (2, F,P,#), alors pour tout n, elle est
invariante pour (£, F,IP,0").

1.1.2 ergodicité, mélange

On dit que le systeme (2, F,P,0) est ergodique si la tribu Z est triviale
sous P, c’est a dire que pour tout A € Z, P(A) € {0,1}.

On dit que le systeme (Q, F, P, 6) est mélangeant si quels que soient les
événements A, B dans F, on a

P(ANn6O™(B)) — P(A)P(B),
Théoreme 1. Tout systeme mélangeant est ergodique.

Démonstration. Soit A un événement invariant. On a vu que pour tout n
Iy =14 0 0" presque stirement, donc llyng-n(ay = Lallg-n(a) = 1% =1, presque
strement, d’ou P(A N6 "(A)) = P(A). En faisant tendre n vers +oo, on
obtient P(A) = P(A)?, d’'ou P(A) € {0,1}. O

Théoreme 2. Etant donné un espace de probabilité (Q, F,P), pour qu’une
tranformation 6 : (2, F) — (Q, F) conservant la mesure P soit mélangeante,
il suffit qu’il existe une algebre Fy de parties de €2 engendrant la tribu F et
telle que :

VA, B € Fo,P(ANO(B)) —n_..o P(A)P(B).
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CHAPITRE 1. THEOREMES ERGODIQUES

Démonstration. Soit A,B € F. Si P(A) = 0 ou P(B) = 0, alors P(A N

0~"(B)) = 0 pour tout entier n > 1. La limite est donc claire dans ce cas.
On peut donc supposer que P(A) > 0 et P(B) > 0.

Soit € > 0. D’apres un résultat classique de théorie de la mesurd® | on a

I'existence de A, et B. dans Fy tels que P(AAA,) < e et P(BAB,) <e.

On a

P(ANO~(B)) — P(A)P(B) = P(ANO~(B)) — P(A. N0~"(B.))
+]P(A€ N Q_n( 6)) - P(Ae)P(BE)
+P(A:)P(B:) — P(A)P(B)

Si w1, X2, Y1, Y2 sont de module plus petit que 1, |z1y1 — zaya| < |21 — 22| +
ly1 — ya|. Ainsi |P(A)P(B.) — P(A)P(B)| < 2¢. et

Wallg-—n(py — Mg dg-n(py| < a —La.| + Mg-n(p) —lop-—r(p,)l,

d’ou en intégrant

P((ANO™(B)A(A.N6(B.))) < P(AAA.)+ PO ™(BAB.))
P(AAA,) + P(BAB.)

2e

IA AN A

Ainsi on a pour tout n

IP(AN6~"(B) — P(AP(B)| < 4e+P(A.N0~"(B.)) — P(A)P(B.)

D’ou o
lim,, oo |P(ANO(B) — P(A)P(B)| < 4e.

Comme ¢ est arbitraire, cela donne le résultat voulu.

[]

Corollaire 1. Soit n > 1 et Q = (R™)2". Pour tout i € Z%, on note 6;
Vopérateur de décalage défini par (0;(w)); = wiy;. Soit v une mesure quel-
conque sur (R"™, B(R™).

Pour tout - € Z4\{0}, le systéme (Q, (B(R™))EZ* v¥%" 0,) est ergodique.

1Si p1 est une mesure finie sur F et A une algebre engendrant F, alors pour tout A € F
et tout € > 0, il existe A’ € A tel que p(AAA’) < e. En effet, il suffit de montrer que les
ensembles A qui peuvent s’approcher ainsi forment une tribu, ce qui n’est pas tres difficile.
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1.2. THEOREME DE BIRKHOFF

Démonstration. 11 suffit d’appliquer le théoreme précédent a I'algebre formée
par les événements locaux : A est la réunion des tribus o(IIy), ou II, est la
projection canonique de € sur (R%)* et ot A décrit I'ensemble des parties
finies de Z¢. Pour A et B dans cette algebre, A et 6~"(B) sont indépendants
des que n est assez grand, ce qui donne la convergence voulue. Il

1.1.3 sous-additivité

On dit qu’une suite de fonctions ( f,,),en+ est sous-additive pour le systéeme
(Q,F,P,0) siona

V(n,p) EN* XN* fn+p§fp+fnoep-

Exemple : si f est une fonction quelconque, la suite (f,),>1 définie par
n—1 &
fa= 2 fob
=0

est sous-additive (en fait exactement additive).

1.2 Théoreme de Birkhoff

Le théoreme de Birkhoff-Von Neumann est le résultat de base de la théorie
ergodique. La preuve présentée ici est inspirée du texte de Kingman [Kin76].
Comme la plupart des preuves, elle se base sur un lemme sous-additif maxi-
mal pour les fonctions sous-additive. La preuve de ce lemme est presque un
décalque de la preuve célebre de Garsia.

1.2.1 Lemme sous-additif maximal

Théoréme 3. Soit (f,)nen une suite de fonctions sous-additives intégrables.
On pose

A={3IneNf, >0}

Aﬁza
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CHAPITRE 1. THEOREMES ERGODIQUES

Démonstration. Posons M,, = max(fi,..., f,). On a

Mn+1 = max(fl, f27 R fn+1>)

< max(fy, fi+fiol,...,fi+ fno0))
< fi+max(0, f1080,..., f,00))
f1 + max(0, max(fi,..., fn)00))
f1 + max(0, M,) o6
Maintenant
EMliar,>01) < E[Mysilliag, >0y
< E[filgar,>0y] + E[max(0, M,,) o 0)laz,>0y]
< Elfila,>0y] + E[max(0, M,,) 0 0)]
= E[filiar,>0y] + E[max(0, M,)]
= E[filfa,>0y) + E[Myliar, >0y

Dot E[fillgar, >0y] 2> 0.
Cependant, filliyr,>0) tend presque stirement vers fills, donc le théoreme
de convergence dominée permet de conclure. O]

1.2.2 Théoreme de Birkhoff

Théoréeme 4. Soit (2, F,P,0) un systéme dynamique et f une fonction
intégrable. On pose

n—1
S ren
k=0
Alors, il existe une fonction f O-invariante (f o = f ) telle que

— =/

n

presque stirement. La convergence a lieu également dans L' et on a

[ =E[fIZ],

ot T est la tribu des événements invariants par 6.
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1.2. THEOREME DE BIRKHOFF

Démonstration. - Etape 1 : convergence presque stire
Il est facile de voir que (.S,,) est sous-additive (en fait additive). Posons

f = Im Sn—" On a également f = [im S’;“. Comme S, ;1 =
n—-+o0o n—-+00

f+S,080, donc on a

s, . _

f=lim L~ Tim S,060=fod.

n—-+00 n n—-+o0o
De méme, si 'on pose f = Tim 22, ona f= fof.
- n—-+00 -

Soit b un réel quelconque tel que P(f > b) > 0. Posons B = {f > b} et
définissons Pp par Pg(A) = Pglf(‘;f). Comme f est invariante par 6, B

est invariant par 6, c’est a dire que iz =1z 0 0. On en déduit aisément
que (2, F,Pg,0) est un systéeme dynamique.

Si je pose g, = S, — nb, il est facile de voir que (g,) est encore additif,
de sorte que d’apres le théoreme ergodique maximal

/91 dPp > 0,
A

avec A = {3n > 0;g, > 0}. Cependant B C A donc Pp(A) =1, d’ou
[ g1 dPg > 0, soit

/ fi dP > bP(B).

Comme le membre de gauche est borné par E| f|, cela montre que P(f >
t) = O(1/t), en particulier P(f = +o00) = 0.

De la méme maniere, en travaillant avec h,, = na — .5,, on peut voir
que si B'={f <a}, on a

—f1 dP > —aP(B'),
B/

ce qui, en faisant tendre a vers —oo, va entrainer que P(f = —o0) = 0.

Soit maintenant deux rationnels a et b, avec a < b. On reprend main-
tenant le méme procédé, avec I’'événement

B'"={f<a<b<f}

On va montrer que P(B” = 0) : en effet sinon, avec (g,) on montre que

fi dP > bP(B")

BN
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CHAPITRE 1. THEOREMES ERGODIQUES

tandis qu’avec (—S,, + na) on montre

—f1 dP 2 —G]P(B”)

B//

En faisant la somme, on a 0 > (b — a)P(B"), d’ou P(B"”) = 0. Fina-
lement f = f et les 2 quantités sont finies presque siirement, ce qui
achéve de montrer la convergence presque siire.

- Etape 2 : convergence L' et identification de la limite.
Pour la suite, on va d’abord traiter le cas ou f est bornée : dans ce cas
S, (f) tend dans L' vers f grace au théoreme de convergence dominée.

Soit AeT:
Salf), 1 ;
T]IA = E;(ﬂh) of’,
donc )
By = 23 w1 0 01 = Bl
=0

Mais S"T(f) tend dans L' vers f, donc E[Z221,] tend vers E[fl4], d’on

E[FiL,] = E[flL,]. Finalement, on a bien F — E[f|Z].

Passons au cas général : soit f. une fonction bornée telle que || f— f.|[1 <

£/2.
On a
Sn(f)=E[fIZ] = (Su(f) = Sulfe))+(Su(fe) — E[f|Z])+(E[f:|Z] — E[f|Z])
Mais
1Sn(f) = Su(f)ll < Nf = felh < €/2
et
|E[f|Z] — E[f|IZ]]: < |If — fellh < €/2,
donc

Vv > 1 [|Su(f) = E[f|Z]]L < e+ [1Su(fe) — E[f|Z]]1.
Et en faisant tendre n vers l'infini :
mn—»—&-OOHSN(f) - E[f|I]||1 <e.

Comme ¢ est arbitraire, cela acheve la preuve.

]
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1.2. THEOREME DE BIRKHOFF

1.2.3 Application aux chaines de Markov

Les chailnes de Markov fournissent des exemples de systemes dynamiques
mesurés. Si £ est un ensemble dénombrable, P = (p;;) une matrice sto-
chastique et p une mesure de probabilités sur £ , on notera P* la loi sur
(Q, F) = (EN, B(E") d’une chaine de Markov de dynamique P = (p; ;) et de
loi initiale p; c’est a dire que

n—1
PH(Xo = xg,..., Xy = x,) = u(xo) szi@iﬂ.
=0

On note comme d’habitude P* pour P%.
On rappelle deux propriétés fondamentales des chaines de Markov qui
seront tres utiles dans la suite.
— Expression d’'une loi Markovienne partant d’une probabilité quelconque
comme un mélange de lois issues d’une Dirac : pour tout A € F

P(4) = [ () du(a)
— Propriété de Markov. Si A € F,, = 0(Xo,...,X,) et B€ F, on a
PH(ANG(B)) = [Lupn(Xo) 4B, avec pa(x) = P*(B)

En particulier
(AcCH{X,=12}) = P(ANO"(B)) =P(A)P*(B)

et si on prend A =1, on a

PH(6"(B)) = / P*(B) dP% (z).

Démonstration. Posons A = {Xy = zg,..., X, = z,} et B = {X, =
Yo, .- Xp,= Yp}. Dans ce cas, les vérifications des identités proposées ne
sont ni tres difficiles, ni tres amusantes. On prendra soin de distinguer selon
que x, = Yo ou non. Tout élément de F,, est réunion dénombrable disjointe
d’éléments de type A = {Xo = x¢,...,X,, = 2,,}, idem pour B et F,.
Ainsi, par sommation dénombrable, on obtient les formules pour A dans F,
quelconque et B dans F, quelconque. La premicre formule est donc vérifiée
dans la réunion des F,, qui est un Il-systeme qui engendre F, or P, et
A — [P*(A) du(z) sont deux probabilités sur F; coincidant sur un II-
systeme qui engendre F, elles coincident sur F tout entier. Passons a la
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CHAPITRE 1. THEOREMES ERGODIQUES

propriété de Markov. Fixons A € F,. Si P#(A) = 0, l'identité est évidente.
Sinon

PH(ANG(B))

B B) =
— ¢(B) Pi(A)
“ f (X,) dP
Tapp(X,) dPH
B
sont encore deux probabilités qui coincident sur un II-systeme qui engendre
F, donc qui coincident sur F tout entier. O

Théoréme 5. Supposons que ju est invariante, au sens ot Py = p. Alors
(EN, B(EM),P*,0) est un systéme dynamique.

Démonstration. D’apres la propriété de Markov,
PH O (A) = /Px(A) dP’y.

- / P(A) du()
— Pr4)
]

Théoreme 6. Soit P* la probabilité sur l’espace canonique associée d une
chaine de Markov irréductible sur S admettant p comme probabilité inva-
riante. Alors, le systéeme (SN, B(SY),P*) est ergodique.

Démonstration. Soit A un événement invariant tel que P#(A) > 0. On veut
montrer que P#(A) = 1. Soit ¢ tel que P#(A, X,, = 0) > 0. Comme on 'a déja
vu, il existe n > 1 et A, tel que A, € o(Xo, ..., X,) et P¥(AAA,) <e. On
en déduit que

PH(67"(A)AG(AL)) = PH(9"(AAAL)) <

On a
PHA, X, =i) = PYA X, =1i0"(A))
< PHAL X, =14,07"(A) + 2¢
= PYA, X, =1)P(A) + 2
< PH(A, X, = i)P(A) + 4e + €

En faisant tendre € vers 0 dans la derniere inégalité, on obtient

PH(A, X, = i) < PH(A, X, = i)P(A),
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1.2. THEOREME DE BIRKHOFF

d’ott P/(A) = 1. On a donc montré
Vie B (PY(X, =1,A4)>0) = (P'(A) =1).

Mais

PYX, =i, A) =P"X, =i,0"(A)) = P*(X, = i)P'(A) = u(i)P'(A),
donc A A

Vie B (P'(A) >0) = (P'(A) =1).
Il existe 7 tel que P*(X,, =i, A) > 0 (sinon on aurait P#(A) = 0). Soit j un
entier quelconque. Il existe n tel que P/(X,, =) > 0.
P/(A) =P/(07"(A) > P/(X, =i,0"(A) =P (X, =i)P'(A) >0,

donc P/(A) = 1. Finalement, P*(A) = [P(A) du(i) = 1. O

Remarque : dans la preuve ci-dessus, on a utilisé le fait qu'une probabilité
invariante pour une chaine de Markov irréductible chargeait tous les points.
En effet, prenons = € F tel que p(z) > 0 et soit y un autre élément de E.

Il existe un entier n et une suite x = g, 1, ..., = y d’éléments de F avec
pour tout ¢ entre 0 et n — 1, py, o, > 0. Ainsi

n—1
uly) =PHX, =y) > P Xo=x0, X1 =21,... X, = 2,,) = p(x) 1:[0 Daywisn > 0.

Théoreme 7. Soit P* la probabilité sur l’espace canonique associée a une
chaine de Markov irréductible apériodique sur S admettant p comme proba-
bilité invariante. Alors, le systeme (SN, B(SY),P*) est mélangeant.

Démonstration. On va utiliser le critere de mélange et le théoreme de la
probabilité stationnaire.

En effet, prenons A € F, et B € F un événement quelconque. On va
montrer que P#(A,0~"(B)) — P*(A)P*(B).

Soit n > p. On peut écrire ~"(B) = §7P(§~"=P)(B)). D’apres la propriété
de Markov, on a ainsi

P67 (E) = [ Lagp-omno(Xy) P
Il suffit donc de montrer que pour tout x, P*(§~"B) tend vers P*(B) et on
pourra conclure avec le théoreme de convergence dominée. Or, d’apres la
propriété de Markov,

P(0"(B) = | P(B) P, (0)
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CHAPITRE 1. THEOREMES ERGODIQUES

D’apres le théoreme de la probabilité stationnaire, P% ~converge en loi vers
i, donc

P (6~ (B)) — / PY(B) dy = P*(B).
]

Théoréeme 8. Soit (X,,),>0 une chaine de Markov irréductible a valeurs dans
l’ensemble dénombrable S et admettant la probabilité invariante p. Pour toute
fonction g p-intégrable, on a presque sturement

En particulier, pour tout x € S

n—1

, 1
iy 2 ovme) = ()
Démonstration. Si I'on note P* la loi sur SN d’une chaine de Markov avec
la méme dynamique que (X,,) et démarrant avec la loi initiale u, le quadru-
plet (SY,B(S™N),0,P*) est un systéme dynamique. Ce systéme est ergodique
d’apres le théoreme précédent. D’apres le théoreme ergodique de Birkhoff
avec f = go Xy, on a P* presque stirement

n—1 n—1
1 1
T3 0) = 2 > (ge X ot — [ fap = [gau
=0 "=
Notons
1 n—1
A={- g(Xk)—>/g du}
L
On a

0= P44 = [P dufa),

donc P*(A°) = 0 pour p-presque tout z. Mais p charge tous les points de S,
donc pour tout x, P*(A¢) = 0. Finalement, pour tout v, on a

P (A%) = / P (A%) du(z) = / 0 dv(z) =0,

d’ott P¥(A) = 1 : ainsi, quelque soit la probabilité de départ, méme si elle
1

5 . . . n—1 . ~
n’est pas invariante, on a bien = > =0 g(Xk) qui tend presque strement vers

p(x). O
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1.3. THEOREME DU RETOUR, SYSTEME INDUIT

1.2.4 Théoreme ergodique multidimensionnel

Théoréme 9. Soit (2, F,P) un espace probabilisé. Soit (0;);eza un groupe
de transformations préservant la mesure P, avec 0;,; = 0;00;. Soit T la tribu

des événements invariants par les 6;.
Soit (R,)nen une suite de boites telle que R, / Z%. Alors,

1
| R

Z f o0, — E[f|Z] P-p.s. et dans L'(P) quand n tend vers + occ.

Q?ERTL

Une preuve de ce théoreme se trouve dans le livre de Hans-Otto Georgii
cité en référence.

Le cas le plus fréquent est le cas ou ) = EZ et o1 6; est I'opérateur de
décalage défini par (6;(w)); = wi;-.

1.3 Théoreme du retour, systeme induit

1.3.1 Théoréme du retour de Poincaré

Théoréme 10. Soit (2, F,P,0) un systeme dynamique mesuré. Pour tout
A € F, la suite 0"x passe une infinité de fois dans A pour presque tout point
x de A.

Démonstration. On pose

N(@) = 3 14(6"(x))

ainsi que Y (z) = exp(—N(z)), avec la convention exp(—(+00)) = 0. On pose
enfin Z(x) = Y (fx). Comme 6 préserve la mesure, on a [Y(z) du(zx) =
[ Z(x) du(z). Cependant, on vérifie facilement que Y (x) = e*h@Z(z).
Comme Y < Z, Y et Z sont donc presque strement égales, ce qui veut
dire que pour presque tout x € A, Z(x) = 0, soit N = 4o0. ]

1.3.2 Systeme induit

Soit (Q, F,P,0) un systéme dynamique mesuré, A € F avec P(A) > 0.
Pour z € Q, on note ny(z) = inf{n > 1;0"x € A}
Notons 04 'opérateur de €2 dans lui méme défini par

x sinon.

na(@) (g sinalx 00
94@:{9 () (2) < +
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CHAPITRE 1. THEOREMES ERGODIQUES

On note P4 la mesure de probabilité définie sur la trace F4 de F sur A par

PA(C) = 53

Théoreme 11. (A, Fa,P4,04) est un systéme dynamique.

Démonstration. Soit C' € F avec C' C A. Pour tout n > 1, on a

Iy =ng1y = (Macllg,—ny) © 0.

D’oll, en multipliant par Iz o 7+ :
T p=nt1y (o © ") = (e (g ,=nylle © 67)) 0 6.
Puis, en prenant l'espérance et en utilisant 'invariance de P par 6
P(nga=n+1, 6_("+1)(C)) =P(A%ny =n,07"(C)),
d’ou la décomposition

P(A° g =n,07"(C)) = P(A,na = nt1,0 " (C)+P(A ny = n+1,6~D(C))
(1.1)
D’autre part on a
P(C) = P6(C))
= P(na=1,607(0))
— P(na=1,4,071(C)) +P(na = 1,A°,07(C))

Ainsi, avec (ILT]), on montre par récurrence sur n que pour tout n > 1, on a
P(C) = (Z P(na =k, A, e—k(c))) +P(ny =n, A%,071(C))
k=1

La série de terme général P(ny = n) converge, donc le dernier terme de la
somme tend vers 0 quand n tend vers 'infini et on a

P(C) = 3 Blns = k, A.074(C)).
d’ott P(C) = P(6,(C)). -

Théoreme 12. Si (2, F,P,0) est un systéme dynamique ergodique, alors
(A, Fa,Pa,04) est un systéme dynamique ergodique.
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1.3. THEOREME DU RETOUR, SYSTEME INDUIT

Démonstration. Soit C' € F4 un événement invariant strict pour #4. On va
d’abord montrer 65" (C) est un invariant pour 6, ce qui en fera un événement
trivial sous P. On va commencer par établir I'inclusion

{04(z) € C} C {04(0(x)) € C}.
Si f(x) ¢ A, alors f4(x) = 04(6(x)), donc
{04(z) € C,0(x) ¢ A} C {04(8(x)) € C}.
Par définition de C, {y € A;0(y) € C} = C, donc
{04(z) € C,0(x) € A} C {04(6(2)) € CY.

Finalement
{0a(x) € C} C {04(0(x)) € C}.
Autrement dit,

Lo o) STy 1y 00

Comme 6 préserve la mesure, on en déduit que

Ainsi, 61 (C) est un invariant pour § : comme 6 est ergodique, on a P(6,'(C)) =
0 ou P(6,1(C)) = 1.

— Dans le premier cas, on a P(C) = P(0,'(C)) = 0, d’ott P4(C) = 0.

— Dans le second cas, on a P(z € ) : GA( )¢ C)=0,douPx e A:
Oa(x) ¢ C) =0, soit Py(fa(z) ¢ C) = 0, et donc, comme 0,4 préserve
la mesure Py, P4(A\C) =P4(0a(x) € A\C) =0.

Dans les deux cas P4(C) € {0,1} et 04 est ergodique. O

1.3.3 Théoréme de Kac

Théoréeme 13. Soit (2, F,P,0) est un systéme dynamique ergodique et A €
F avec P(A) > 0. Alors

1
dP, = ——.
/A”A T PA)

Démonstration. Comme 04 est ergodique, d’apres le théoreme ergodique,
pour P4 presque tout w

n—+oo N

1
/nA d]PAI lim —Sn(CU),
A
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CHAPITRE 1. THEOREMES ERGODIQUES

ou
n—1
§ k
Sn - yes QA
k=0

D’autre part, comme 6 est ergodique

n—-+oo N,

lim 1 ZIIA 00" (w)=P(A) Pp.s.
k=1

En particulier
S,
1 n
lim T Z]lA 0f" =P(A) Pps.

n—-+o0o n

Mais par construction,
Sn
Z]lA o} 9’“ =n.
k=1
Ainsi ¢~ tend presque strement vers P(A), d'ott [, na dP4 = ﬁ. O
Remarque : dans le cas d’une chaine de Markov sur I’espace canonique,

en appliquant la formule de Kac a 1’événement {X, = x}, on retrouve la

formule classique u(x) = ﬁ.

1.4 Théoreme ergodique sous-additif

Lemme 1 (Fekete). Soit (u,),>1 une suite vérifiant

Vi, p > 1 tUpyp < Uy + U

Alors == converge vers inf “=.
n>1

Démonstration. 11 suffit de montrer que  lim *“* < inf,>; “*. On va donc
n—-+o0o
montrer que pour tout ¥ > 1 lim oo < =k Pour tout r entre 0 et k — 1,
n—-—+o0o

on a Ugpiyr < NUg + u,, d’olt
Ukn+r nug Uy
= + .
nk+r ~nk+r nk+r

T Ukntr Ug T Un max T Uknir PN

Et lim 7755 < % Cependant lim “* = . 31@—1 lim 755, dou
n—+oo n—-+4o0o TS n—-4o0o

le résultat. O
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1.4. THEOREME ERGODIQUE SOUS-ADDITIF

Le théoreme ergodique sous-additif est di & Kingman [Kin68|. La preuve
présentée ici est celle de Steele [Ste89]. Elle s’inspire des travaux de Ka-
mae [Kam82| et de Katznelson et Weiss [KW82]. Elle présente la particularité
de ne pas faire explicitement appel au lemme ergodique maximal, se basant
sur des arguments trajectoriels.

Théoreme 14. Soit (2, F,P,0) un systeme dynamique, (gn)n>1 une famille
de fonctions intégrables vérifiant

Vn,pz 1 gn—i—p Sgn—l—gpoen

Alors il existe une fonction g mesurable par rapport a la tribu des invariants
7 telle que

g=lim In D.S.
n—+oo T
Démonstration. — Etape 1 : réduction au cas de fonctions négatives

n—1
Go=gn—> giob"
=0

D’apres la propriété de sous-additivité, les fonctions (g, ) sont négatives.
Elles sont également sous-additives. Si on montre le théoreme pour les
(g.), on l'aura pour les (g,) car %Z?;Ol g1 0 0" tend vers E[g;|Z]. On
peut donc dorénavant supposer les g, négatives.
- Etape 2 : On pose
gn

g= lim =—.
n—+oo T

il <9 In g
n n n

donc en passant a la limite inférieure g < g o #. On pose maintenant
Gy = max(g, —M)

On a Gy < Gy o6. Gy est intégrable, de méme Gy o 6 — Gy est
intégrable et positive, mais son intégrale est nulle, donc G,y = G0 6
presque stirement. En prenant l'intersection pour M € N, on obtient
g = g o 6. Définissons maintenant

9r 1 :
= U =< —
A(N, M) S { 7 < Gu + M} les gentils
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CHAPITRE 1. THEOREMES ERGODIQUES

et son complémentaire

1
B(N,M)= N {% >GM+M} les méchants

1<I<N
La clef de la preuve consiste en 1'obtention de I'inégalité suivante :

n—N
1 |
YN, M eN* Yn>N g, < (Gu+ M)(ZIIA(MM) of’). (12

La preuve est essentiellement algorithmique. Si G, + % >0,iln’y a

rien & démontrer car g, est négative. Sinon, on définit une suite 4, (w)

par récurrence avec ig = 0, puis

—siiy, >n—N,ip 1 =n

— sinon, si " (w) € B(N, M), ipy1 =i, + 1

— sinom, 4,11 = i, +k, ol k est un entier entre 1 et N tel que g;(0"w) <
(GM<91”(U) + %)k = (GM + %)k

Soit j le plus petit entier tel que i,, = n. La sous-additivité donne

7—1

) Py (A ()}

u=0

Cependant, par construction on a pour tout w :

1. . . ;
Ginir—in < (G + M)(Zu+1 — G )i, <nenllacv,any © 0,

donc gy < (G + 57)A, avec

—_

A= (fys1 — iu)]]-{iugn—zv}(l - ﬂB(N,M)) o 6™

U

<.

I
o

Soit s le plus grand entier tel que que i, <n — N : on a

s

A == Z(iqul — Zu)(l _]lB(N,M)) o (9“

u=0

= Z(iu+1 - Zu) - Z 1]lB(N,M) o 91“
u=0 u=0

= Siy1— Z]IB(N,M) 06"

u=0
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1.4. THEOREME ERGODIQUE SOUS-ADDITIF

Origpqy>n—N+1lety A ob™ < Z?:_ON]IB(MM) 06, donc

n—N

A Z ZHA(N,M) o QZ

1=0

Ce qui nous donne bien ([L.2)). Maintenant, avec le théoreme de Birkhoff
ponctuel, on a

. |
YN, MeN Tm &< (Gu+ IP(AN, M)|T) pss.

n—-+00

Mais Nlim Iyn,a) — 1 p.s. Dott, avec le théoreme de convergence
— 400

dominée conditionnel

g |
VM eEN  Tm <Gyt — ps.
n—+oo N M

On termine la preuve en faisant tendre M vers l'infini.

O

Théoreme 15. (Q, F,P,0) systeme dynamique (g,)n>1 famille de fonctions
intégrables
gn+p S 9n + gp © en

On suppose qu’il existe ¢ > 0 telle que pour tout n Eg,, > —nc. Alors il existe
une fonction g mesurable par rapport a la tribu des invariants I telle que

g= lim In p.s. et dans L'
n—+oo N

Enfin,
E
Eg= inf —2°.
n>1 M

Démonstration. On a déja obtenu la convergence presque sure par le théoreme
précédent, reste a voir la convergence dans L'. La premiere étape consiste &
établir I'intégrabilité de g. La sous-additivité nous donne

n—1
1 ] Ink
E>1 — gk — 2% > ),
vnk 2 nk:jzogko nk:_o

En faisant tendre n vers 'infini, le théoreme de Birkhoff entraine

1
EE[Qk‘Ik] —g=>0, (1.3)

18 Version du 26 juin 2010 a 16:09



CHAPITRE 1. THEOREMES ERGODIQUES

ott Z}, est la tribu des invariants de #*. En particulier, la fonction E[g;|Z] — ¢
est positive. On peut majorer son intégrale a I'aide du lemme de Fatou :

EE@IT]-9) = E lim [Elg7] - 7

n—-+00
Egn,
< lim (Eg — i) <Eg +c.
n—+00 n

Ainsi, E[g;|Z] — g est intégrable. g est donc également intégrable.
Maintenant, on a

g g
(f—g)+ < (f)++lg|

Mais, d’apres le théoréme ergodique L', la suite (% Zf;é g1 )i est équiintégrable,
donc la suite ((%—g)")y est équiintégrable et la convergence L' de (g /k—g)*
vers 0 s’ensuit. Cependant

E|S —g| = 2B(F — g)* — (52 —Eg) < 2B(F - )",

ou la derniere inégalité vient de ([L3]). Ainsi, on a bien que gy /k converge dans
L' vers g. Le dernier point découle alors aisément du Lemme de Fekete. [

1.5 Application a la percolation de premier
passage

La percolation de premier passage a été introduite par Hammersley and
Welsh comme un modele de propagation d'un fluide dans un média poreux.
A chaque aréte du graphe Z¢, on associe une variable aléatoire positive qui
représente le temps nécessaire pour traverser l'aréte. Dans le cas le plus clas-
sique, on suppose que les temps de passages sont indépendants, distribués
suivant une méme loi ¥ admettant un moment d’ordre deux2 On peut alors
définir le temps nécessaire pour suivre un chemin : c¢’est la somme des temps
des arétes qui le composent. On peut alors parler de temps minimal pour aller

20n peut grandement affaiblir cette hypotheése, mais ce n’est pas notre propos ici.
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1.5. APPLICATION A LA PERCOLATION DE PREMIER PASSAGE

d’un point  a un point y : c’est la borne inférieure des temps des chemins
qui vont de x a y.

Ainsi, cette famille de temps de passage induit une distance (aléatoire)
d(.,.) sur Z*

Théoreme 16. On suppose que les temps de passage des arétes sont des
variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées suivant une lot
v avec un moment d’ordre 1 et telle que v(R™) = 0. Alors, il existe une norme
p sur RY telle que pour tout x € 74, d(0,nx)/n converge presque stirement
et dans L' vers pu(x).

Avant de faire la preuve, il convient de noter que les hypotheses présentées
sont loin d’étre minimales. On pourra par exemple se reporter au cours de
Saint-Flour de Kesten [Kes86] pour plus de renseignements.

Démonstration. Quelques remarques simples : évidemment d(0,x) > 0 pour
tout x. Ensuite, pour tout € Z%, on peut construire un chemin déterministe
de longueur ||z[[; de 0 a x : soit 7y,...,7,), les nombres inscrits sur ces
arétes : on a

d(()’x) <m-+---+ M||1s

d’on 0 < Ed(0,z) < m||x|; avec m = En;.
D’apres I'inégalité triangulaire

d(0, (n+ p)x) < d(0,nz) + d(nz, (n + p)x) = d(0,nx) + d(0, pzx) o 67).

Posons f, = d(0,nz) : les f, sont dans L' et sont positives. On peut donc
appliquer le théoreme ergodique sous additif et il existe u(x) > 0 tel que
d(0,nz)/n converge presque surement et dans L' vers u(z) — noter quon
utilise ici le corollaire [[] D’apres l'inégalité ci-dessus, on a

0 < p(x) <mlxfly. (1.4)
Soient z,y dans Z%. On a
d(0,n(z +y)) < d(0,nz) + d(nz,nx + ny) = d(0,0,n) + d(0,ny) o O,

d’ol en prenant 'espérance et en divisant par n :

Ed(0,n(z +y)) < Ed(0, nz) N Ed(0, ny)
n - n n
Et, en faisant tendre n vers +oo

Yo,y € 24 ple +y) < ple) + p(y) (1.5)
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CHAPITRE 1. THEOREMES ERGODIQUES

En utilisant 'invariance par translation Ed(0,nz) = Ed(—nx,0) mais
d(—nz,0) = d(0,nx), donc en divisant par n et en faisant tendre vers vers
linfini p(z) = p(—=x). Soit p > 1. La suite d(0, (np)z)/np est une suite
extraite de d(0,nz)/n donc sa limite est p(z). Mais d(0, n(px))/n tend vers
p(px). Done p(px) = pu(x). Finalement

Vo€ Z4 YneZ p(nx)=|n|u(z). (1.6)

Cela permet de prolonger 1 & Q¢ par homogénéité en posant

p1 pay _ f(p1,- -5 pa)
ASIRNS N

On vérifie sans difficulté que I'inégalité triangulaire (ILH),1’homogénéité (LA,
et la “continuité” (IL4]) sont encore vérifiées pour z,y dans Q¢ et n dans Q.
Grace a 'inégalité triangulaire, on a pour tout

Vo,y € Q1 — p(y — ) < p(x) — ply) < plx —y),
d’ot1, grace a4
() — p(y)| < mllz -yl (1.7)

Ainsi, 'application = — p(z) est une application uniformément continue
sur Q4. Comme Q¢ est une partie dense de R?, y admet un prolongement
unique continu sur R%.

Il est maintenant facile de voir que p est une semi-norme.

Reste a voir que p est une norme.

On utilise le lemme suivant :

Lemme 2.
Ve, 0 >0dpg <1Vp>poVn>1 B(n,p)([n(l—c¢),+oo]) >1-45".
Démonstration. Soit X ~ B(n,p) et § >0.OnposeY =n—Xetg=1—p.

P(X <n(l—¢)) = P
- P

(EeeY)efnGE

(1 —q) + ge’)e )"

On choisit 0 tel que e=% < §. Alors, pour ¢ suffisamment proche de 0 (c’est
a dire p suffisamment proche de 1), on a ((1 — q) + ge¥)e % < 4. O

Y > ne)

69Y > en@s)

(
(

IAINA
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1.5. APPLICATION A LA PERCOLATION DE PREMIER PASSAGE

Soit § > 0 quelconque. Son choix précis sera fait ultérieurement. Soit py
donné par le lemme précédent avec ¢ = 1/2. Comme pu(R™) = 0, on peut
trouver a > 0 tel que p([a, +00[) > po. Si je prends des variables aléatoires
M, ..., Ny 1id de loi w, j’ai

a
P+ +m=gn) < Plyze+ o +lp2e <1/2)
< 4"

Notons

B, = {r € 2%d(0,r) <t} et A, = {x € Z% || x|, < t}

2 U <
{Bt¢A t}C n>2 2 ’YGCn {Zne_t}

ou C, est la famille des parties de E? qui sont le support d’un chemin sans
recoupement partant de 0 et de longueur n.

D’ou
CYITENR ) ST
- n> 2¢ 'yEC {Z]]{ne>a} }
Ainsi
P(B; ¢ A < a
(B: ¢ %t) > n> 1, weCn (;]{ne> } < 2)
< |C| 6"
nzat
< 2d(2d — 1)" 16"

n>=<t

el

2d

< BIDa @i (- D)

Ainsi, il existe des constantes C, 3 strictement positives telles que

P(Bi ¢ Asy) < Coxp(—t) (18)
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CHAPITRE 1. THEOREMES ERGODIQUES

Soit u € Z%. On a
o
P(d(0,nu) < gnllull) < P(Bgujuls & Aaju)

(0%
< Cexp(—f5nlull)

D’apres le lemme de Borel-Cantelli, d(0,nu) > §n||ul|, pour n assez
grand : on en déduit que p(u) > §|lull;. Comme p est homogene et continue,
I'inégalité s’étend d’abord & Q?, puis & RY. Et comme ||.||; est une norme, il
en est de méme pour p.

[

En utilisant les ingrédients de la preuve ci-dessus, on peut méme démontrer
le théoreme de forme asymptotique :

Théoreme 17. On suppose que les temps de passage des arétes sont des
variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées suivant une loi
v avec un moment d’ordre 2 et telle que v(R™) = 0. Alors, il eziste une
norme p sur R? telle que, pour tout € > 0, il existe presque stirement un
to(w) tel que pour t >ty

Bu((1 - )t) € By € Bu((1+e)t),
ot l'on a noté
B, = {z € 2%d(0,z) < t} et B,(t) = {z € Z% p(z) < t}

On va donner la preuve dans le cas plus simple ou les temps de passage
ont un moment exponentiel. Cela couvre en particulier le cas ou les temps
de passages sont des variables exponentielles (modele de Richardson).

Démonstration. On va montrer que, presque sirement,

C’est la forme analytique du théoreme ; il n’est pas tres difficile de voir qu’elle
est équivalente a la forme géométrique. Soit € > 0. La famille QZ? est dense
dans R?, donc son image par z + é est dense dans le “cercle” unité :

{z : |z| = 1} : on peut trouver une famille finie 21, ...z, € Z% tel que pour
tout z avec |z| = 1, il existe i avec - z| < e. On pose M = max |z]|.

Avec probabilité 1, on a pour tout i entre 1 et n limd(0, kz;)/k = p(z;). Soit
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1.5. APPLICATION A LA PERCOLATION DE PREMIER PASSAGE

x € Z% avec |x| > M : il existe i tel que |ﬁ—%| < g|xl, soit |z — ||Zx"“a:| <el

|

et, en notant n l'entier le plus proche de |7|" |z —nz| < 2¢||z|. On a

4(0,2) — p(x) = d(0,) — d(0,n2) + d(0, nz) — u(nz) + p(nz) — p(x),

dot
d(0, z) — p(x)| < d(z,nz) +[d(0,n2) — p(nz)| + p(nz — x)
D’ou
—1d(0,z) — . d
L R C S %
la/-too ] [al—+oo [o—yl<ellal 7]

avec m = E[X;]. On va montrer que  lim SUP |5 —y|<2¢ | %’\y)‘ < 4dme, ce
|| —+00 -
qui achevera la preuve. Pour cela, avec le lemme de Borel-Cantelli, il suffit

de montrer que

d
Z IP’( sup | (i:|y)‘ >4m5]x\> < +o00.

ze€Z4\{0} |z —y| <2e]|x||

Mais, pour a > 0, on a

d
P ( sup M > 4m€> < Z P(ead(x,y) > ea4m5|x|)

r—y|<2||x ’SE‘
lz—y|<2e]|z|| lz—y|<2e]|z||

< (1+ 45]x\)d]P’(e°‘S > ea4m5‘x|),

ou S est la somme de p = [2¢||x||] variables aléatoires indépendantes ayant
la loi du temps de passage des arétes. Ainsi

d

P sup d(z. y)| >dme | < (1 + de|z|) E[erX1|pe(p-1)2am
e-yl<2elell 2]

< (1 defale (Bfe ey,

ce qui donne le résultat voulu en prenant « suffisamment petit.
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Chapitre 2

Couplage, ordre stochastique

2.1 Généralités

2.1.1 Ordre stochastique

Si 2 est un ensemble muni d’un ordre partiel <, on dit qu'une fonction
f de 2 dans R est croissante si

V(z,y) € (z2y) = f(z) < f(y).

Dans la pratique, on consideérera le plus souvent le cas ou 2 = E°, ol
E est une partie de R et S un ensemble fini ou dénombrable, I'ordre partiel
considéré étant 'ordre classique

Y(z,y) €D (r=y) = VicS z;<y).

Soient p et v deux mesures sur (£2, F). On dit que u est stochastiquement
dominée par v, et 'on note p < v si pour toute fonction croissante mesurable

bornée, on a
/f dp < / f dv.
) Q

On dit qu'un ensemble (un événement) est croissant si son indicatrice est
une fonction croissante.

Théoreme 18. Soient p et v deur mesures sur R. Les deur conditions sui-
vantes sont équivalentes :

VieR Qut) < Qu(t),
avec Q,(t) = v(Jt, +00]).
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2.1. GENERALITES

Démonstration. Preuve de (i1) = (7)
Posons, pour v € {u, v}

Vu € [0,1] Q% (u) = inf{x; Q,(x) < uj.

Par construction ()}, < Q7. Soit maintenant U une variable aléatoire suivant
la loi uniforme sur [0, 1]. {Q*(U) > z} = {Q,(z) > U}, donc

Vr eR ]P(ny(lﬂ > ) =P(Q,(z) > U) = Q,(2),

ce qui signifie que v est la loi de Q7 (U).
Soit maintenant f une fonction croissante mesurable bornée : on a @}, <

@5, done Q7 (U) < Q;(U)

d’ou

/R f du=EF(QLU)) < EFQLU)) / — f v,

Exemple : pour tous p,p’ € [0,1], p < p’ entraine Ber(p) < Ber(p/).

Au cours de la preuve, on a montré qu’on pouvait fabriquer des variables
aléatoires X et Y telles que X <Y, avec p pour loi de X et v pour loi de
Y : c’est ce qu’on appelle un couplage.

2.1.2 Couplage

Définition : Soit p et v deux lois sur €2 : on appelle couplage de p et v la
construction d’un espace probabilisé (', F', P) et de deux variables aléatoires
X et Y sur (0, F,P) telles que Px = p et Py = v.

Remarque : un couplage existe toujours! Il suffit en effet de prendre ' =
O F' = F®F et P = p®v. Généralement, on recherche des couplages
qui vérifient des conditions supplémentaires sur la loi du couple (X, Y"). Dans
notre exemple, la condition supplémentaire était P(x yy(M) = 1, avec

M = {(z,y) € Rz < y}.

Théoréme 19 (Strassen). Soit (2, F) un espace mesuré polonais (métrique
séparable complet) muni d’un ordre partiel. On suppose que

M ={(z,y) € @z 2y}
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CHAPITRE 2. COUPLAGE, ORDRE STOCHASTIQUE

est fermé pour la topologie produit. Alors, quelque soient les lois p et v sur
(Q,F), il y a équivalence entre

~pu=v

— Pour toute fonction f croissante continue bornée

AfWSLfW

— Il existe un couplage de u et v sur Q? avec Poxyy(M) =1, Px = p et
]P)y = V.

Démonstration. La preuve est trop longue et complexe pour étre exposée ici.
On peut trouver les grandes lignes de la preuve dans Liggett [Lig85b]. [
2.1.3 Quelques propriétés

Corollaire 2. Si Q) est muni d’une addition compatible avec l’ordre, alors la
convolution associée préserve l’ordre stochastique.

Démonstration. 11 suffit de réaliser un couplage. O

Exemple : pour tout n € N* et tous p,p’ € [0,1], p < p' entraine
B(n,p) < B(n,p').

Corollaire 3. La convergence en loi préserve [’ordre stochastique.

Démonstration. Cela vient de la caractérisation avec les fonctions croissantes
continues bornées. O]

Exemple : pour tout A\, \ > 0, A < X entraine P(\) < P(X\).

Ainsi, si (up,)n>0 est une suite croissante, la fonction

est croissante sur R,.
Définition : on dit qu'une fonction définie sur E° est locale si elle ne
dépend que d’un nombre fini de coordonnées.

Corollaire 4. On prend Q2 = E°, ot E est une partie de R et S un ensemble
dénombrable, l'ordre partiel considéré étant [’ordre classique.

V(r,y) €Q* (z=y) <= Vi€ S z;<wy).
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Soient u et v deux mesures sur (Q,F). Pour que u soit stochastiquement
dominée par v, il suffit d’avoir pour toute fonction croissante locale continue

bornée :
/ f < / f dv.
Q Q

Démonstration. Soit f une fonction croissante continue bornée. Soit y € (2
quelconque, A une partie finie de S. On pose fa(z) = f(zayac). fa est locale

croissante continue, donc
[aans [ pyav
Q Q

Soit A,, une suite croissante de parties finies de .S dont la réunion est S. Quand
n tend vers l'infini x,,yse tend vers x (pour la topologie produit), donc,
comme f est continue fy,(x) = f(wp,yac) tend vers f(z). Par convergence
dominée, fQ fa, dp tend donc vers fQ f dp, idem pour v, d’ou

/Qfdus/Qfdu.

Remarque : si S est fini, une mesure de probabilité sur {0, 1}* est completement
déterminée par la donnée des mesures des événements croissants. En effet si

we S, ona{w}=A%\(AYN B¥) ou

]

A= N {zeQz. =1}

e:we=1
et
B = U {xeQa. =1}
e:we=0
Si S est dénombrable, comme les marginales fini-dimensionnelles caractérisent
une mesure, une mesure de probabilité sur {0, 1} est complétement déterminée
par la donnée des mesures des événements locaux croissants.

Théoreme 20. Soit E un ensemble compact, S un ensemble dénombrable.
Pour que la suite i, de mesures de probabilités sur E° converge vers ju, il
suffit que pour toute fonction continue locale (bornée), [ f du, converge vers
I f dpn.

Démonstration. Soit f une fonction continue. Comme E* est compact, f est
uniformément continue. Quand n tend vers 'infini x5, yx. tend uniformément
vers = (pour la topologie produit), donc, comme f est uniformément conti-
nue fa,(z) = f(xa,yae) tend uniformément vers f(x). Ainsi, on peut uni-
formément approcher toute fonction continue par une fonction locale. La
suite est classique. Il
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CHAPITRE 2. COUPLAGE, ORDRE STOCHASTIQUE

Théoréme 21. Soit S un ensemble fini ou dénombrable, et Q = {0,1}5.
Soit pu, une suite de mesures de probabilités sur 2. Si p,, est monotone pour
['ordre stochastique, alors i, converge vers une mesure de probabilité jis.

Démonstration. Traitons d’abord le cas ou .S est fini. Soit A un événement
croissant. La suite p,(A) est croissante (ou décroissante), majorée par 1, mi-
norée par 0 donc converge. Soit w € Q. (fn(w))n>1 = (n(A%) — pn((AY N
B¥)))n>1 est une suite a valeurs positives. La suite converge (comme différence
de deux suites convergentes) et la limite est positive (comme limite de quan-

tités positives). Notons fi(w) la limite. Pour tout n, on a > p,(w) = 1;
we

comme la somme est finie, & la limite on a ), fleo(w) = 1, donc g est
bien une mesure de probabilités. Il est maintenant évident que u, converge
Vers fi.

Passons au cas général : pour tout k, les marginales ,uﬁk convergent,
vers une limite ué‘; . Comme le systeme (uﬁk) k>0 est compatible, le systeme
(1) >0 Test aussi, ce qui définit donc une mesure sur {0,115 d’apres le
théoreme de prolongement de Kolmogorov. D’apres ce qui précede, il y a
convergence de [ f du, vers [ f du pour les fonctions locales, ce qui suffit &
caractériser la convergence en loi d’apres le théoreme précédent. n

2.1.4 Un contre-exemple

On a vu que dans R, la comparaison des fonctions de répartition permet
de caractériser 1'ordre stochastique. Il est 1égitime de se demander si c¢’est
encore vrai pour l'ordre partiel classique sur I’espace produit R®. On va voir
tout de suite que c’est faux.

Théoreme 22. On peut construire des vecteurs aléatoires (X1, Xa) et (Y1,Y2)
avec
V(t, 1) ER? P(Xy 211, Xy 2 1) SP(Y1 2 11,Y2 2 1),

mais tels qu’on n’a pas Pix, x,) = Pyi,vs)-

Démonstration. On va prendre des variables de Bernoulli. Ainsi, il suffira de
montrer que P(X; = 1) < P(Y; =1),P(Xo =1) < P(Ys =1) et P(X; =
X2:1)§IP>(Y1:Y2:1).
Prenons X; et X, indépendantes suivant la loi Bernoulli de parametre
p € (0,1). Posons Y] = Y, = Xj.
PX;=1)=PYi=1)=1etP(Xo=1)=p=PYo=1) =1
P(X; =X, =1) =p? tandis que P(Y; =Y, = 1) =P(X; = 1) = p > p*.
Cependant
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E[max(X1, X2)] =1~ (1 = p)* =p(2 - p)

tandis que
E[max(Y1,Y2)] = EX; =p <p(2—p).

2.2 Dynamiques markoviennes monotones

Si E est un ensemble dénombrable muni d’un ordre partiel <, on dit
qu'une dynamique markovienne donnée par la matrice p;; est monotone si,
lorsqu’on note p; la probabilité définie par y;(j) = p; ;, on a

(i 2 J) = (i = py)

Avec laide du théoreme de Strassen, on peut démontrer le théoreme
suivant :

Théoreme 23. Soient pu,v deur mesures sur E avec p = v; on suppose
qu’une dynamique markovienne monotone p; ; sur E est donnée.

Alors, on peut construire sur le méme espace deux chaines de Markov
(X0)n>0, (Yn)n>0 suiwvant la dynamique monotone donnée par (p; ;) telles que
Xo ~u, Yo ~ v et pour tout n, X,, XY,.

Démonstration. On prend d’abord (X, Yy) avec Xy =Yg, Xo de loi p et Yy
de loi v (Strassen). Posons ensuite

M= {(z,y) € B%2 < y}.

Pour (i, j) € M, notons P, ; telle que P; ;(M) = 1 ayant p; comme premiere
marginale et v; comme deuxieme marginale (’existence est donnée par le
théoreme de Strassen). Ensuite on prend des variables V{; ;») indépendantes
avec V(; jn) ~ IP; ;, ces variables étant elles mémes indépendantes de (X, Yj).
Ensuite, on définit par récurrence (X, Y5, )n>1 par (Xni1, Yoi1) = Vi, v, nt1 —
par construction, on a pour tout n (X,,,Y,) € M ce qui légitime la définition
de (Xpn11,Yn11) € M. Ainsi, pour tout n, on a X,, < Y,. Posons G, =
0(X;,Y;, i < n). La suite (X, Y,)n>0 est clairement markovienne, avec

IPD(AXVn—I—l =, Yn+1 = y|gn) = ]P)(men)({(l'7 y)})v

d’ou

P(Xp1=2(G) = > P, v){(z,9)}) = px, (2) = px, 2

yer
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On en déduit que si 'on pose F,, = o(X;,i < n), on a

ce qui montre que (X,,),>o suit bien la dynamique voulue. On procede de
méme pour (Yy,)n>o- O

On va maintenant étudier un cas simple ou tous les calculs peuvent se
faire sur des espaces “concrets”. On pourrait utiliser le théoreme que 'on
vient de démontrer, mais il est aussi simple, et plus instructif, de procéder
de maniere directe.

2.2.1 Processus de naissance et de mort

On appelle processus (a temps discret) de naissance et de mort une chaine
de Markov (X,,),en sur Z (ou sur une partie de Z) qui vérifie X,,.; — X,, €
{=1;0;+1}. Ainsi, il existe p;, q;,7; avec P( X1 = @ — 11X, = 1) = ¢,
PX,1=ilX,=9)=r, P(X,1 =i+ 11X, =9 =petp+q+r =1
pour tout .

Théoréeme 24. Soient z,y € Z avec v < y ; (pi)iez, (¢:)iez, (7:)icz trois suites
de réels positifs indexées par Z avec p; + q; + r; = 1 pour tout 1.

On suppose que pour tout i € Z, on a qi41 < 1 — p;.

Alors, on peut construire sur le méme espace deux chaines de naissance
et de mort (X,)n>0, (Yn)n>o de dynamique donnée par (p;)icz, (Gi)icz, (7i)icz
telles que Xg =z, Yo =y et pour tout n, X,, <Y,.

Démonstration. Posons W(a, b, u) = —lju<ay Hlys1-p}. Soit (Uy)n>1 une suite
de variables aléatoires indépendantes suivant la loi uniforme sur [0,1] On
définit X,, par Xg = z et X,,y1 = X, + V(¢x,,px,,Un) et Y, par Yy =y
et Yo = Yo + Y(qy,,pv,, Un). Il est facile de voir que (X,,)n>0 et (Y2)n>0
suivent les dynamiques voulues. Reste a voir que X,, < Y,, pour tout n. Il
suffit de démontrer que pour tous x,y dans Z et tout u € R,

(v <y) = (r + (o, po,u) <Y+ V(qy,py,u))

Siz =y, il n'y a rien a démontrer. Si y < x4+ 2, on a = + V(q,, ps,u) <
r+1<y—1<y+ V(g,p,,u). Reste donc le cas ou y = = + 1 : il faut
montrer que

T+ ‘I’(C]a:,pmu) S T+ 1 + qj(Qw-‘rhp:c—I—l:u)»

soit
Q(prma U) S 1 + ‘Il(qz+17px+17 U’)7
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ou encore
\Ij(qtmpaja ’LL) - qj(Qﬂ:—‘rlapz—‘rbU’) <2

L’inégalité large est toujours vérifiée. Supposons qu’on a égalité : on aurait
U(qy, peyut) =1 et WU(quy1, Por1,u) = —1,80it u>1—p, et u < qypq:onen
déduit 1 — p, < g1 : contradiction. O

Exemple : processus de naissance et de mort avec le taux de mort 1 et
le taux de naissance A : (qo,70,p0) = (0,1,0) et pour i > 0 (g;,7i,p;) =
)

Remarque : en réalité, avec la méme construction, on peut faire mieux :
on peut faire vivre sur le méme espace des chaines (X,,(4)),>0 ou ¢ décrit Z
tout entier, avec Xo(i) = i et telles que ¢ < j entraine X, (i) < X, (j) pour
tout n. C’est un résultat plus fort que celui énoncé dans le théoreme général
sur les dynamiques monotones. Cette particularité est liée au fait que Z est

totalement ordonné.

2.3 Applications a la percolation

2.3.1 Transition de percolation

Soit ; une mesure de probabilités sur Q = {0,1}2". On note (X;);czq la
projection canonique sur la i-iéme composante. On dit que le site ¢ est ouvert
dans la configuration w si X;(w) = 1.

On appelle chemin toute suite de points de Z? telle que chacun ne differe
du précédent que d’un élément de norme 1.

Notons

I = { 1l existe un chemin infini de sites ouverts}.

Si I est vérifié, on dit qu’il y a percolation.

Il est facile de voir que I est invariant pour 'action de Z.

Ainsi, si p est ergodique u(1) ne peut valoir que 0 ou 1.

Le cas le plus fréquemment étudié est celui de la percolation indépendante :
on a u =P, = Ber(p)®%".

Théoreme 25. [ existe p. € (0,1) tel que pour p < p. P,(I) = 0 tandis que
pour p > p., P,(I) = 1.

Démonstration. Soit (U;);eza une collection de variables aléatoires indépendantes
suivant la loi uniforme sur [0, 1]. On pose X;(p) = Iy, <p3- A p fixé, la loi des
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(Xi(p))ieza est P,. Cependant par construction on a (X;(p)) = (Xi(q)) des
que p < q. Ainsi pour p < ¢, on a

P,(I) = P(les i avec X;(p) = 1 percolent)
< P(les ¢ avec X;(q) = 1 percolent) = P, (I).

Comme les P, sont ergodiques, on sait maintenant que p — P,(I) est une
fonction croissante de [0, 1] dans {0, 1}, d’ou I'existence d'une valeur critique

€ [0, 1].

Il reste a voir que p. €]0, 1[. Pour cela, il suffit d’exhiber un p > 0 tel que
P,(I) = 0 et un autre p < 1 tel que que P,(I) > 0.

Notons A, (z) I’événement : “le point x est le point de départ d'un chemin
ouvert sans recoupement de longueur n” : on voit facilement qu’il existe moins
de 2d(2d — 1) tels chemins, donc on a P,(A,(z)) < 2d(2d — 1)"p", de sorte

que si p < 3 d -, la probabilité de I'événement A(x) : “le point z est le point

de départ d’'un chemin ouvert infini” est nulle. Comme I = U A(x), on a
zez?

P,(I) = 0 pour p < 2d - Ainsi p, > 2d ;> 0.

On suppose ici que d = 2. Si la composante connexe de 0 est finie, sa
frontiere extérieure A = 0C(0) forme un contour *-connexe fini qui coupe
I'axe des abscisses en un point (z,0) avec 1 < z < |A], et les points de A
sont tous fermés. Ainsi

P,(|C(0)] < +00) < Z Y > P(WweB X,=0)

n=1 1<z<n BeR(z,n)

< fz > (1-p)

n=1 1<z<n BeR(z,n)

ou R(x,n) est I'ensemble des contours x-connexes passant par (z,0) et de
longueur n. Cependant, |R(z,n)| < 8.7"7!, donc

P,(|C(0)] < +00) < > m8.7"7'(1—p)"

8(1—p)
- (=71 -p))?
En prenant p assez grand (par exemple p = 0.7), on trouve P,(|C(0)] <
+00) < 1, ce qui achéve la preuve en dimension 2.
Cependant, si il y a percolation en dimension d = 2, il y a percolation
en dimension plus grande car le méme raisonnement assure l’existence d’'un
chemin infini dans un sous-espace de dimension 2 de Z¢.

]
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2.3.2 Formule de Russo

Théoréme 26. Soit E un ensemble fini, et Q = {0,1}F. Soit A un événement
croissant, au sens ou 1y est une fonction croissante. On dit que e € F est
pivotal pour A dans la configuration w si 1y (0.wee) 7# La(lewee). Soit N(A)
la variable aléatoire représentant le nombre de points pivotaux. Alors si P,
désigne la mesure produit de Bernoulli de paramétre p sur ), on a

d

Ainsi, si0<p<qg<1,ona

P,(A) = P,(A) exp ( /,, ' iEx[N(A)M] dx) .

Démonstration. Soit (¥, F,P) = ([0,1]7, B(Q), U0, 1]*F).
On pose X?(w') = ly<py. Pour tout p € [0,1], le champ (X)ccp prend

ses valeurs dans Q et suit P, sous la loi P. Soit G : RF — R défini par

G((pe)eer) = EMa((XF)eer)]-

G est un polyndme en les composantes de p, donc G est C1. Or, si on pose

2_9: (p7"'7p)
Vp e [0,1]  G(p) = Py(A),

donc d’apres la formule de dérivation composée
d oG
d—pPp(A) = Z E(P, . sD)
feE

Notons (uf)ep les vecteurs de base : on a
Gp+hup) = G(E) = BIL((X)ec)] = Bla(XP)ecr)
- IE:[]]-{f pivotal pour A} ((Xépe)e€E>]]{p<w}§p+h}]

E[]]-{f pivotal pour A} ((Xépe )eeE)]E[ﬂ{p<w} §p+h}]
= Ep []l{f pivotal pour A}]h
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Ici, on a utilisé que I’événement { f pivotal pour A} est indépendant de w}.
Ainsi,

oG

W(]ﬂ = IEp [ﬂ{f pivotal pour A}]a
d’ou en faisant la somme

d

d_]PP(A) = Z ]Ep []]{f pivotal pour A}]
p fEE
= Ep[z ]l{f pivotal pour A}]
fer
= E,[N(4)]
Cependant, on a également
1
Ep []]-{f pivotal pour A}] = Z;Ep [ﬂ{f pivotal pour A}]L{f ouverte}]
1
= Z;Ep []]-{f pivotal pour A}]lA]
d’ol en faisant la somme la deuxieme formule voulue. O

2.4 Théoreme de Holley — Inégalités FKG

2.4.1 Théoreme de Holley

Lemme 3 (Echantillonneur de Gibbs). Soient (X,Y') deuz vecteurs aléatoires
a valeurs respectivement dans R"™ et RP. On suppose que la lot v du couple
(X,Y) admet la décomposition

/Rn @ y) dv(zy) =/ (| flz,y) dv,) dv(z,y)

R xRP JR"?

On suppose que sur l'espace (2, F,P) vivent des variables aléatoires (Y;)zern,
avec v, comme loi de Y,, et une variable aléatoire X' indépendante des
(Yy)zern ayant la méme loi que X. Alors, si l'on pose Y' = Y, le couple
Y' X") alaloiv.

Démonstration. Soit g une fonction mesurable bornée.
Elg(X", Y)IX'T = E[(9(X", Yx)|X'] = ¢(X),
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avec (x) = Elg(z,Y,)] = [o, 9(z,y) dvy(y). Ainsi

Elg(X", Y] = E[p(X")] = /IR"x]RP () dv(x,y) = /Ranpg dv.

]

Théoréme 27 (Holley). Soit E une partie finie de R et S un ensemble fini.
Soient u et v des mesures de probabilités sur E°. On suppose que v charge
tous les éléments de E°. On suppose de plus que sia € E et s € S alors pour
tous ¢,n € B3\ quec ( <, on a

C/L(:CaC?a) S CV(x7n7a)7

avec
Culz, C a) = p(Xe > alXs\gp =€)
et
Cy(x,m,a) =v(Xy > a|Xs\ (23 = 7).
Alors i < v.

Démonstration. On peut supposer sans perte de généralité que F s’écrit £ =
{0,1..., N}. On va utiliser la technique de I’échantillonneur de Gibbs. Soit
(X?) de loi p. On pose (Y?) = (X2). Soit (U,)n>o une suite de variables
aléatoires suivant la loi uniforme sur [0,1], (V,,)n,>0 une suite de variables
aléatoires suivant la loi uniforme sur S, ces suites étant indépendantes entre
elles et indépendantes de (X?). On va construire une chaine de Markov par
récurrence comme suit : Pour z # V,, X" = X" et Y™ = Y. En
revanche, on définit X7, "1 comme le plus petit entier v tel que C’ Vi, X v) <
U, et Y”+1 comme le plus petit entier v tel que C,(V,,Y" v) < U Par
constructlon on montre par récurrence que pour tout n, on a (X7)es =
(Y;:n)xes .

La chaine (X™),>o est une chaine de Markov stationnaire de loi u. La
chaine (Y™),,>0 est une chaine de Markov irréductible apériodique admettant
comme loi invariante la loi u.

Soit f une fonction croissante : pour tout n, on a f(X") < f(Y™), d’ou

[1aec < [ 1apy.
[raus [ 1.

En faisant tendre n vers +oco, on obtient

[raws [
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2.4.2 Inégalité FKG

On dit qu’une probabilité x4 sur E° est monotone si pour tout € S et
tout n,( € ESM#} et o € E, on a

<C S 77) = CH($= <=a> S C#(xvnva)7

avec
Cu(x, ¢, a) = p(Xy > al Xy = Q).

Remarque : une mesure produit est monotone.

Théoreme 28. Soit E une partie finie de R et S un ensemble fini. Soit i
une mesure sur B qui charge tous les points de E°. Si u est monotone, alors
1 est positivement corrélée, c’est a dire que quelles que soient les fonctions
croissantes f et g, on a

Eu[fg] > Eu[f]Eu[g]'

Démonstration. Soit o« une constante telle que g + a > 0 sur Q. Il est
équivalent de montrer que

E.[fh] = Eulf],

9ra_ Autrement dit, il suffit de montrer que 1 < v ot v

Eulg+al”
est la mesure dont la densité par rapport a v est h. Comme h est strictement

positive, u et v ont méme support, donc on peut espérer appliquer le théoreme
de Holley.

ou l’on a posé h =

Z V(Sxﬁmc)

s>a

Z V(anxc)

seS

Cy(x,n,a) =

D’ou, en utilisant la croissance de h

Z N(Sznzc)h(sznmc)
CV(:Ea UB CL) _ s>a

1-— CV(JZ,’I],CL) ZM(anacc)h<anzc))

s<a

Z M(Sznzc)h(awnwc)

s>a _ CM(JT, 7, CL)
Zu(sxnmc)h(axnxc)) 1= Cu(z,n,a)

s<a

v
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Ainsi, si ¢ <7, on a bien C,(z,(,a) < Cy(x,n,a) < C,(z,n,a) et on peut
appliquer le théoreme de Holley. O]

Corollaire 5 (FKG pour la percolation). Soit = {0, 1}2". Pour tout p €
0,1], on note E,, l’espérance sous P,,.
Si f et g deux fonctions croissantes dans L*(P,), alors

]Ep[fg] > ]Ep[f]]Ep[g]'

Démonstration. Sip = 0oup = 1, le résultat est évident. On supposera donc
0 < p < 1. Dans le cas ou f et g ne dépendent que des X; pour ¢ dans la boite
finie A,, = [—n,n]?, il suffit d’appliquer I'inégalité FKG avec yu = Ber(p)®*».

Dans le cas général, on va appliquer l'inégalité FKG a f, et g, avec
fn = E[f|Fa,] et g, = E[f|FA,]. fn et g, sont des fonctions croissantes (ce
n’est pas si évident, il faut utiliser I'indépendance). f,, gn, fn + gn tendent
respectivement dans L? vers f, g, f + g. La convergence dans L? impliquant
la convergence dans L', on a E,[(fn + g0)%] — Eu[(f + 9)%], Eu[f3] — E,[f?],
E,[g2] — E,[¢%], E,[fn] — E,lf], Eplgn] — Eplg]- Mais d’apres la formule de
polarisation zy = %((z +y)? — 2% — y?), on a également E,[f.g,] — E,[f9g].
Ainsi 'inégalité

Ep[fngn] > E, [gn]Ep [gn]

donne & la limite
]Ep[fg] > Ep[g]Ep[g]-

]

Corollaire 6 (FKG continue). Soit N > 1 et v une mesure quelconque sur
R. Soient f et g deux fonctions croissantes continues bornées sur RN . Alors

fg du®N 2/ f du®N/ g du®Y.
RN RN RN

Démonstration. Posons

0 stz < —n
F,(z) = ¢ F(Ent(nz)/n) si—-n<z<n
1 six>n

Il est facile de voir que F), est la fonction de répartion d'une loi u, dont le
support E, est fini. Par ailleurs, si F' est continue au point z, alors F,(x)
tend vers F(z) : ainsi yu, converge en loi vers u, ce qui entraine que u®"
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converge en loi vers p®N. u®N est une mesure sur EY qui est monotone et
charge tous les points de £ : on a donc

/ fg du&N 2/ f dui?N/ g ™.
RN RN RN

Comme f, g et fg sont continues bornées, la convergence en loi de u@V vers

N entraine
/ fg du®N2/ fdu®N/ g dp®.
RN RN RN

2.4.3 Une inégalité a la Russo

Théoréme 29. Soit (X,,),>0 une suite de variables aléatoires a valeurs dans
{0;1} telle que pour tout n E[X,11|F,] > p, ou F,, = 0(Xo, ..., X,). Alors

Py > Ber(p)®"

Démonstration. On note fy la fonction constante égale a EX, puis, pour n >
1, on prend pour f, une fonction de R™ dans R dans telle que E[X,,|F,_1] =
fu(Xo, ..., X,_1). D’apres 'hypothese qui est faite, on peut supposer que
fn est a valeurs dans [p, 1]. Soit (U,),>0 une suite de variables aléatoires a
valeurs dans [0, 1]. On pose Xo = Iyyo<soy, Yo = Lup<fo}, Puis pour n > 1 :
X = W, <fn(Xo,.Xn_1)} €6 Yn = gy, <py. Par construction, on a X, > Y,
pour tout n.

On va pouvoir montrer que (X,),>0 a méme loi que Z,. Pour cela, on
montre par récurrence sur n que pour tout n, (Xo,...,X,) et (Zo,...,Zyn)
ont méme loi. Pour n = 0, c’est évident. Pour n > 1, on applique I'hy-
pothese de récurrence et le lemme de I’échantillonneur de Gibbs, avec X =
(Zo, ceey Zn_1>, Y = Zn; X' = (X(), Ce ,Xn_l) et }/$0,---@n = ]]{Unﬁfn($07---,v’0n—1)}‘

Ainsi, on a Ber(p)®N = Py, < Py, = Py.

]
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Chapitre 3

Quelques outils utiles

3.1 L’argument de modification

Soit 1 une mesure sur £, avec E fini et S dénombrable. On dit que y &
la propriété d’énergie finie si pour tout A partie finie de S et B € F, tel que
u(B) >0, on a

pu(B|Fae) >0 pp.s.

Théoreme 30. Soit P une mesure ayant la propriété d’énergie finie. Soit
A € F§ tel que P(A) > 0 et ® une application F5-mesurable a valeurs dans
EM. Alors

P{XAa=®}NA) >0

Démonstration. Comme

P(A)= ) P(®=1,4),

neEA

il existe n € B tel que P(® = n, A) > 0. Posons donc A’ = {® =n} N A
et B = {X) = n}. Comme A’ est Fpc-mesurable, on a P(A' N B|Fye) =
I]_A/E<B|.7:Ac). Ainsi

P(A'NB) = / Ly P(B|Fe) dP.
Donc si on avait P(A’'N B) = 0, on aurait 1y/P(B|Fac) = 0 p.s. , doncly =0
p.s. puisque P(P(B|Fjc) = 0) = 0. Ceci contredirait que P(A’) > 0. Ainsi
P(A'N B) > 0. Comme A'N B C {X, =®}N A, cela donne le résultat.
[l
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3.2. LA TECHNIQUE DE RENORMALISATION

Théoréme 31 (Newman et Schulman). Soit P une mesure sur {0,1}%*. On
suppose que P a la propriété d’énergie finie et que P est ergodique pour la
translation de vecteur e;. On note N(w) le nombre de composantes connezxes
infinies dans le graphe aléatoire associé a w. Alors

P(N € {0,1,+00}) = 1.

Démonstration. N est invariant par 6.,, donc d’apres ’hypothese d’ergodi-
cité, N est presque strement constant. Supposons qu’il existe k& > 2 avec
P(N = k) = 1. Soit A,, 'événement “les amas infinis rencontrent tous la
boite A,”.

P(U,>14,) =1

(ici on utilise le fait que k < +00), donc il existe n tel que P(A,) > 0. Ce-
pendant, si A, est réalisé, tous les amas infinis rencontrent le bord extérieur
de A,,. On a donc P(A]) > 0 ou A}, est '’événement “tous les amas infinis
rencontrent le bord extérieur de A,.” Un instant de réflexion montre que A},
est Fpe mesurable. Soit B = {Vi € A, X; = 1}. D’apres le théoreme de
modification
P(A], N B) > 0.

Si Al est réalisé, tous les amas infinis touchent le bord extérieur de A,,. Mais si
en plus B est réalisé, alors il n’y a qu'un seul amas infini, donc P(N = 1) > 0.
Contradiction. O

3.2 La technique de renormalisation

Schématiquement, la technique de renormalisation (ou arguments de blocs)
est utile quand on sait que des événements A, (g) vérifient P(A4,(g)) — 1 et
que 'on veut montrer que la convergence se fait a vitesse exponentielle.

La technique est la suivante :

— on consideére un événement By(e) qui entraine Ay(e) mais qui en plus

est local.

— On choisit N tel que P(By(e)) > p, avec p grand.

— Ensuite, on regarde une famille de translatés des événements By(e) :

BY(g) = 0y (Bn(g)), ot & déerit Z¢ ou une partie de Z.

— Enfin, on décompose n en n = Nk+r (division euclidienne) et on essaie

de démontrer que

— si de nombreux événements BY () sont réalisés, alors Any..(n) est
réalisé.

— Si p est assez grand, la probabilité de “de nombreux événements
BY (¢) sont réalisés” dépasse 1 — K exp(—Bk), ol les constantes K
et B ne doivent pas dépendre de N.
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Pour comprendre la technique, on va la mettre en oeuvre sur un modele
simple : la percolation de premier passage avec des temps de passage bornés.

Avant cela, on va donner un petit lemme pour expliquer l'intérét d’avoir
de remplacer des événements par des événements locaux. En effet, sou-
vent, quand on a des événements locaux, les choses ne sont pas tres loin
de 'indépendance.

Rappelons qu’une famille d’événements de variables aléatoire X1,..., X,
est dite m-dépendante si pour tout I et J inclus dans {1,...,n} les vecteurs
X et X; sont indépendants des que la distance de I a J est au moins égale a
m. En particulier, si X1,..., X, est m-dépendante et que I est tel que deux
éléments distincts de I sont a une distance au moins m, les variables (X;);cr
sont indépendantes.

On va voir qu’on peut énoncer pour les variables m-dépendantes un
lemme qui est le décalque exact du lemme binomiale pour les événements
indépendants.

Lemme 4. Soit m un entier naturel non nul. Pour tout € > 0, pour tout 6 >
0, il existe pg < 1 et K > 0 tel que pour toute suite Ay, ..., A, d’événements
m-dépendants de méme probabilité p > py, on ait

Vn>1 POl >[n(l—c))>1- K"

i=1

Démonstration. Pour tout j € {0,...,m — 1}, on note F; l’ensemble des
entiers entre 1 et n qui sont congrus a ¢ modulo m.

1-— ]P)(Zn:]lAl > n(l — 6)) = P(zn:ﬂAf > TLE)

Mais
n m—1
{2%>MC£HZ%>WH

i€l;

Ainsi

1—PQ]%EHG—@)SZﬁ?ﬂWﬂMW@@—@#WD
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3.2. LA TECHNIQUE DE RENORMALISATION

Pour tout ' > 0 on peut choisir py tel que pour p > py, on ait B(|E;|, p)([| E:] (1—
g), +oo) < ¢l et donc

n m—1
1-P() Iy, >n(l—g) < > &F
=1 =0

< mé‘/k < m(s/n/m—l

Ainsi, si on a choisi §' = §"™, on a le résultat voulu avec K = 4. n

Théoreme 32. On considére le modele de percolation de premier passage iid
avec une loi v des temps de passage a support dans [0, M], avec v(0) = 0. On
note p la norme associée. Alors pour tout x dans Z2 et tout ¢ > 0, il existe
des constantes A et B strictement positives telles que

P(d(0,nz) > (14 e)nu(z)) < Aexp(—Bn).

Démonstration. On pose A,(¢) = {d(0,nz) < (1 +e)u(x)} et B, = A, N
{Ba+2eyu@n C Axn}. L’événement B, est mesurable par rapport a la tribu
engendrée par les variables des arétes qui touchent au moins un point de
Ar,. On a

P(B(e)) < P(A}(€)) + P(Bayae)u(en € Ain)
Lorsqu'on a montré que g était une norme, on a établi I'inégalité (LS.

w, la probabilité de

{Bat2e)u(@)n € Akn} décroit exponentiellement vite avec n. Comme dle’& “;)

tend presque strement vers 1, il y a aussi convergence en probabilité : ainsi
P(A¢(¢)) tend vers 0 et finalement P(BS(¢)) tend vers 0.
Ainsi, pour tout p < 1 on peut trouver un N tel que que P(By(g)) > p.
Soit n un entier. On effectue la division euclidienne de n par N : n =
EN 4 7. On a

Ainsi, il existe a > 0 tel que si on choisit K =

k-1

d(0,nz) < () _d(iNz,(i+1)Nz)) +d(kNz, (kN + r)z)
=0
k—1
< (Z Np(x)(1+ ellay 0 Oing + MNlye 0 Oing) + MN
=0
k—1
< nu(z)(l+¢e)+ MN ZILA%, °0iny + MN
=0
k—1
< np(z)(1+e)+ MN Y lge o bin, + MN
=0
< nu(z)(1+¢e) + MnYY + MN
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CHAPITRE 3. QUELQUES OUTILS UTILES

ou on a posé

k—1

N E :
Yk = ]lB]cvoﬁiNx
=0

Ainsi, des que n est assez grand, on a

el e

M
d(0,nz) < npu(z)(1 + 2 + —Y)
px) "
Si ||iNz — jNz|; > (2K + 1)N, il n’y a aucune aréte qui touche a la fois les

boites iNx + Ay et jNx + Aky, donc les variables ]lB?v 00N, et lipg o 0Nz
2K+1

sont indépendantes : le champ (]lB]cV 00Nz )i>0 est donc -dépendant. Ainsi,

[E
d’apres le lemme (), on peut trouver p et K', tel que

M
YV >¢e) < KK exp(—k).

YN>1 PBy)>p=Vk>1 I
()

Faisons ce choix pour p : cela induit le choix de N et on a maintenant pour
n = Nk + r suffisamment grand

P(d(0,nx) > nu(x)(1+3¢)) < K'exp(—k) < K'exp(—n/N+1) = K" exp(—Nn).

O

On aura remarqué que le lemme (H]) laisse entendre qu'un champ de va-
riables de Bernoulli m-dépendantes qui prend souvent des grandes valeurs se
comporte en gros comme un champ de Bernoulli m indépendantes de grand
parametre.

Pendant longtemps, de nombreuses preuves en théorie de la percolation
se sont appyés sur cette idée, avec a chaque fois un raisonnement ad hoc du
genre du découpage que nous avons fait. Cependant, en 1997, un résultat de
Liggett Schonman et Stacey [LSS97], basé sur des techniques dues a Pisztora
(voir par exemple [Pis96] ou [AP96], a permis de donner un principe général
qui peut s’appliquer dans tous les cas

3.3 Retour sur ordre stochastique : théoreme
de Liggett-Schonmann-Stacey

Théoréme 33 (Liggett-Schonmann-Stacey). Soit S un ensemble dénombrable
et A un entier naturel. On suppose qu’a chaque x on associe un voisinage
épointé V(x) C S\{x} avec |V (z)| < A —1.
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3.3. RETOUR SUR L’'ORDRE STOCHASTIQUE : THEOREME DE
LIGGETT-SCHONMANN-STACEY

On suppose que (X;)res est un champ a valeurs dans {0,1} et, (Y2)zes
un champ de Bernoulli de paramétre r indépendant de (X;)zes. On suppose
enfin que

Ve e S E[Xx’fv(x)c] > D, (31)
ou p € [0,1] est tel que

(1—a)min(a, 1 —7)2 1 >¢g=1—-p.

Pour tout x € S, on pose Z, = X,Y,.

On a alors
Py > Py = Ber(ar)®?.

En particulier, pour P > 1/4, on a Px = Ber(P)®° si on a
Ve e S E[Xu|Frwe]>1-(1-VP)>A (3.2)
Démonstration. On va montrer d’abord pour [ fini avec = ¢ I, on a
E[X.|Z;] > «a et E[Z,|Z;] > ar.

Notons (H,) I'hypothese de récurrence : pour tout I C S avec |I| < n,
tout € S\I on a
E[X.|Z/] > a.

L’hypothese est évidemment vérifiée pour n = 0.
Avant d’entamer la preuve, remarquons que si (H,) est réalisé, alors pour
tous J et K disjoints avec [JUK| < n+1, on a pour tout A o(Zf) mesurable

Efis [ X;] > oIP(A). (3.3)
jed
La preuve se fait par récurrence sur |J| : pour |J| = 0, il suffit d’intégrer

I'inégalité (B1]) et d’utiliser que p > «. Sinon on écrit |J U K| = {z} U J’
avec |[J'| = |[JUK| —1<n.

Ella [[ X170 =1a( [ X)EX|Fs] > ala( [ X))

jeJ jeJ\{z} jeJI\{z}
d’apres (H,). En intégrant, on obtient E[ll4 HX]-} > aE(lly H |X;), d’ou
jed je\{=}

le résultat par récurrence sur |J|.
On va maintenant montrer que la propriété (H,,) est héréditaire : suppo-
sons (H,_1) vérifié et montrons (H,). Soit |I| de cardinal inférieur ou égal
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anetxeS\I. Soit 2 € {0,1}.. On va déterminer une fonction ¢ telle que
E[X,|Zr = 2] > gp( ). Pour simpliﬁer les écritures, on pose R = I\V(x). On
note aussi N (z Z zZ et No(2) = [INV(x)| — Ni(2).

eINV(x

On a

P(Z;=z2) P(Z; = 2)

E[(1 = Xo ) z,=zp 11:\[/ e ]

E[(1 - X )lzn] Uzumsn) et Ly
er(Z)EKl - X:L‘>]]~{ZRZZR}] IP)(ZR = ZR)
IP>(ZR = ZR) P(Z] = z)

En utilisant I'indépendance, puis (8.I]) on a
E[X$|J<XRa YR)] = E[XJI|XR] Z b,

d’oli, comme o(Zg) est une sous-tribu de o(Xg, Yr) :

BLX|2] 2 p don Rl

Maintenant

P(Zr=2) > B |lzpmeny( [ Bxm)C ] Bwmop)( ] ]]{Y ~1})

i€INV(x) i€INV (x) i€INV (z
zi=1 z;=0 zzfl

En utilisant 'indépendance, on a

B(Zi=2) 2 OO0 -n)"OE g ( [ X)
i€INV(z)
zi=1
> (z)(l )NO(Z)aNl(Z)P(ZR = zg) d’apres (B.3)
> Nl )min(l -, a)‘mv(z)‘P(ZR = ZR)
> rME min(1 - r, ) '"P(Zg = 2g)
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LIGGETT-SCHONMANN-STACEY

Finalement

q
min(1 —r, o)1

Vze{0,1} E[X |Z;=2]>1- > a,
soit E[X,|Z;] > a.

Ceci acheve la preuve de la récurrence.

Finalement, par indépendance,

E[X,Y,lo (X, Y1)] = X,E[Y,[o (X, V)] = X,E[Y.] = rX..

d’'ou E[Z,|Z,] = rE[X.|Z/] > ar.

Soit ¢ une bijection de N dans S. On pose Z;, = Z,) et I, = (¢({0,...,n—
1}). On a pour tout n E[Z)|0(Z), ..., Z],_1)] = E[Zym)|Ze1,)] = ar. Ainsi
d’apres le lemme 29, on a Pz = Ber(ar)®Y, soit P, > Ber(ar)®®. Comme
Z, = X, Y, < X, pour tout z € S, on a évidemment Py > P.

Si P> 1/4, et que 'on pose v = r = VP.On a

l—-r=1-vVP<1/2<VP=q,

donc on a (1 —a)min(a, 1 — )21 = (1 —a)(1 —r)2"' = (1 —+v/P)?, ce qui
donne bien la condition voulue. O

Corollaire 7. Soit M un entier naturel non nul. Il existe une fonction fy; :
[1/4,1] — [0,1] avec lim, 1 far(p) = 1 tel que tout champ (X;)peza M-
dépendant a valeurs dans {0,1} de loi u vérifie

(Vo € 7' EX, > fu(p)) = (Xi)weza = Ber(p).
Démonstration. 11 suffit d’appliquer le lemme précédent avec V(z) = (v +

{—M,...,M}¥)\{z} et A=|z+{-M,...,M}¥)| = (2M +1)4, ce qui donne
I'expression explicite fa(p) =1— (1 — \/1‘9)(2M+1)d‘ 0
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