Chapitre 9

Théoremes ergodiques

9.1 Définitions
9.1.1 Mesures invariantes, fonctions invariantes

Définition: On appelle systéme dynamique un quadruplet (Q2, F, P, 0)
ou (2, F,P) est un espace probabilisé et § une application mesurable
de (€2, F) dans lui-méme qui préserve la mesure P, c’est a dire que

VA€ F PO Y(A)) =P(A).

On dira aussi que la mesure P est invariante par 6.
Exemple fondamental : si (X,,),cr est un processus réel stationnaire
indexé par T = Z ou N, alors (R”, B(R”),Px, ) est un systéme dy-
namique, ou ¢ est 'opérateur de décalage usuel : (0x), = z,+1. On
rappelle que si II,, est 'opérateur de projection canonique de projection
de R” sur R, on a Ilof™ = II,, et la loi du processus canonique (I1,,)er
sous Px est exactement la loi du processus (X,,),er sous P.

Inversement, si (2, F, P, f) est un systeme dynamique et f une fonc-
tion mesurable quelconque de (€2, F) dans (R, B(R)), le processus

F(0Fw)en

est stationnaire. Si 6 est inversible, alors le processus f(6%w)pcz est
encore un processus stationnaire.
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CHAPITRE 9 : Théorémes ergodiques

Définition: On dit qu'un événement A est un invariant du systeme
(Q, F,P,0) siil vérifie

P(AAO™(A)) =0,
ou, de maniere équivalente si
1y=14060 P—ps.

La famille des événements invariants forme une tribu (laissé en exer-
cice, voir I'exercice 113), que 'on note souvent Z.

On dit qu’'une application mesurable f de (2, F) est invariante si
f = [ o0 P-presque sirement. Les fonctions invariantes par 6 sont
exactement les fonctions Z-mesurables.

Soit f une fonction invariante. Posons

+o0
Y=31f—fob]o0m

n=0
On a

“+oo +00
E(Y)=> E|f—foblo6"=> E|f - fod

n=0 n=0
“+oo

=Y 0=0.
n=0

Ainsi, si f est une fonction invariante, on a presque slirement pour tout
entier naturel n, f o 0" = f o #"*!, donc presque slirement f o §" = f
pour tout n.

En particulier, si f est invariante pour (2, F, P, §), alors pour tout n,
elle est invariante pour (2, 7, P, 6™).

9.1.2 Ergodicité, mélange

Définition: On dit que le systeme (€2, F, P, 0) est ergodique si la tribu Z
est triviale sous P, c’est a dire que pour tout A € Z, P(A) € {0, 1}.
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9.1 Définitions

On dit que le systeme (2, F, P, #) est mélangeant si quels que soient
les événements A, B dans F, on a

P(ANO"(B)) — P(A)P(B),
Théoreme 92. Tout systéme mélangeant est ergodique.

Démonstration. Soit A un événement invariant. On a vu que pour tout
n,onaly =14 06" presque siirement, donc

1Ar~|9—n(14) = 1A10—n(A) = 1?4 =1,P- p.s.

d'ou P(AN6H"(A)) = P(A). En faisant tendre n vers +oo, on obtient
P(A) = P(A)?%, dou P(A) € {0,1}. v

Il est rare que 'on démontre le mélange directement sur des en-
sembles A et B quelconques de la tribu F. Le plus souvent, on se base
sur un lemme classique de la théorie des probabilités.

Théoreme 93. Si p est une mesure finie sur la tribu F et A une algébre
engendrant F, alors pour tout A € F et tout € > 0, il existe A’ € A tel
que p(AAA") <, ot AAA' = (AUA)\ (AN A).

Démonstration. 11 suffit de montrer que les ensembles A qui peuvent
s’approcher ainsi forment une tribu. Pour les détails, on pourra se re-
porter a Garet—Kurtzmann [17], page 33. v

Théoreme 94. Soit (2, F, P, 0) un systéme dynamique. Pour que le sys-
téeme soit mélangeant, il suffit qu’il existe une algébre F de parties de §)
engendrant la tribu F et telle que :

VA, B € Fo,P(ANO(B)) —n_se0 P(A)P(B).

Démonstration. Soit A,B € F. SiP(A) = 0ouP(B) =0, on a évidem-
ment P(AN#~"(B)) = 0 pour tout entier n > 1. La limite est donc claire
dans ce cas.

On peut donc supposer que P(A) > 0 et P(B) > 0. Soit ¢ > 0.
D’apres le théoréme 93, on a l'existence de A. et B. dans F tels que
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CHAPITRE 9 : Théorémes ergodiques

P(AAA,) <ecetP(BAB;) <e.

On a
P(AN6(B)) —P(APB)=P(ANO "(B)) —P(A. N0 "(B))
+P(A:NO7"(B:)) — P(A)P(Be)
+ P(Aa)]P)(Ba) - P(A)P(B)'
Si z1,x9,y1,y2 sont des nombres réels ou complexes de module plus
petit que 1, on a
|z191 — aye| < |71 — 22| + Y1 — Y2l
Ainsi, |P(A:)P(B:) — P(A)P(B)| < 2c et

114dg-n(B) — La.Lg—n(B.)| < [1a = La. |+ [Lo-n(B) — Lo-—n(B,)l;
d’otl en intégrant
P((ANO(B))A(A:NO7"(B.))) ANA.) +P( " (BAB,))
ANA,) +P(BAB;)

On a donc pour tout entier naturel n,
[P(ANO(B) —P(A)P(B)| <4e+P(A:- N6 "(B:)) — P(A)P(B.),
d’ou
lim |P(AN6O(B)—P(A)P(B)| < 4e.
n— o0
Comme ¢ est arbitraire, cela donne le résultat voulu.

v

Corollaire 34. Soit n > 1 et Q = (R™)2". Pour tout i € Z% on note
6; Uopérateur de décalage défini par (6;(w)); = wiy;. Soit v une mesure
quelconque sur (R™, B(R™).

Pour tout z € Z4\{0}, le systéme (2, (B(R™))®Z" LEZ" 9. est ergo-
dique.
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9.1 Définitions

Démonstration. 1l suffit d’appliquer le théoréme précédent a I'algebre A
formée par les événements locaux : A est la réunion des tribus o (I, ),
ol T, est la projection canonique de Q sur (R4)* et out A décrit I'en-
semble des parties finies de Z?. Pour A et B dans cette algebre, A et
0~"(B) sont indépendants dés que n est assez grand, ce qui donne la
convergence voulue. v

9.1.3 Sous-additivité
On dit qu'une suite de fonctions a valeurs réelles ( f,,),en+ est sous-
additive pour le systeme (2, F,P,0) sion a
V(n,p) € N* x N* fn—i—p < fp + fno or.

Exemple: si f est une fonction quelconque, la suite (f,,),>1 définie par
n—1
fo= X fob"
k=0

est sous-additive (en fait exactement additive).

Lemme 18 (Fekete). Soit (uy,),>1 une suite vérifiant

vnvp >1 Un+p < up + Up-

Un 1 Un
Alors “» converge vers rlgfl o

Démonstration. 11 suffit de montrer que lim *“* < inf,>; “2. Onva
n—-+00

donc montrer que pour tout £ > 1 lim “* < %% Pour tout r entre 0

n——4o00
etk — 1, on a ugpy, < nuy + u,, dot

Ukn+r nug + Uy
nk+r ~ nk+r nk+r

Et [im “ntr < Y Cependant Iim % = max lim Skntr
n—-+00 nk+r K n—-+00 " 0<r<k—1 pstyoo nk+r
d’ot1 le résultat. N
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CHAPITRE 9 : Théorémes ergodiques

9.2 Le théoreme ergodique et le théoréme ergo-
dique sous-additif

Le but de cette section est de présenter deux théorémes importants
et assez liés :
— Le théoréme de Birkhoff (ou Birkhoff~Von Neumann) (1931),
qui traite du comportement asymptotique des suites additives,
— Le théoreme de Kingman (1968), qui traite du comportement
asymptotique des suites additives.
Les preuves les plus répandues du théoreme de Birkhoff passent par une
version ou l'autre du lemme sous-additif maximal. Cependant, Avila et
Bochi ont récemment remarqué qu'une des preuves du théoreme ergo-
dique sous-additif pouvait permettre d’obtenir en méme temps le théo-
reme ergodique de Birkhoff — alors que les preuves classiques du théo-
réme de Kingmann utilisaient le théoréme ergodique de Birkhoff. C’est
le chemin que nous empruntons ici.

9.2.1 Un lemme

Le lemme qui suit est dérivé d’une note d’Avila et Bochi [2], inspirée
par la preuve de Steele [35] du théoreme ergodique sous-additif. La
preuve de Steele s’inspirait elle-méme des travaux de Kamae [21] et de
Katznelson et Weiss [23].

On notera que la preuve est basée sur un algorithme de majoration,
trajectoire par trajectoire, des fonctions sous-additives, en découpant
I'intervalle {0,...,n} en un certain nombre de pas, d'une maniére qui
n’est pas sans évoquer la preuve du lemme de Fekete, a la différence
notable que les longueurs des pas sont aléatoires.

Lemme 19. Soit (2, F, P, 0) un systéme dynamique, (gn)n>1 une famille
de fonctions intégrables vérifiant

Vn,p >1 9n+p < 9n +gp 00"

On pose
g= lim In et [ = 11;11E[gn]/n

n—+oo T
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9.2 Le théoréme ergodique et le théoreme ergodique sous-additif

g est mesurable par rapport a la tribu des invariants Z. Soient M, N des
entiers naturels quelconques. On pose Gy = max(g, —M), puis

1
- U 1
A(N, M) . {g <Gy + M} (les gentils)

et son complémentaire

ge

B(N,M)= n {é

|<b<N >Gu + M} (les méchants).

On pose Y v = (G + )1AN a T 911B(v ). On a les inégalités

VN,M € N* V¥n>N

n—N n—1
gn < Z Ym0+ Z max(g1, Yn,nm) © 6" (9.1
=0 i=n—N+1
et L < Elg].
Démonstration. — FEtape 1 : D’aprés le lemme de Fekete, la suite

E[gn]/n converge vers L = inf,,>1 E[g,]/n.
— Etape 2:0n a

In+1 91 gn
o0,
n n n

donc en passant a la limite inférieure g < g o 6.

. +
Onag™ = lim 9= donc avec le lemme de Fatou,
n—-+o0o

n
Elgt| < lm E[Z%] <E[g})
n——+0o00 n

ou la derniere inégalité vient de la sous-additivité. On en déduit
que G = max(g, —M) est intégrable. On a Gy < Gpr 0 6. Gy
est intégrable, de méme G, o 6 — G est intégrable et positive,
mais son intégrale est nulle, donc G; = Gy o 8 presque sire-
ment. En prenant l'intersection pour M € N, on obtient g = go#.
On peut remarquer que ¥y, > G + 7

La preuve de I'inégalité (9.1) est essentiellement algorithmique.
On définit une suite (i;(w));>0 par récurrence avec iy = 0, puis
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CHAPITRE 9 : Théorémes ergodiques

— Siij >n—N,ij+1 =n

— sinon, si Qij(w) S B(N, M), ’L'j+1 = ij +1

— sinon, ;41 = i; + k, ou k est un entier entre 1 et N tel que
ge(0iw) < (Gu(0iw) + 37)k = (Gu + 37)k.

Soit j le plus petit entier tel que i; = n. Soit s le plus grand

entier tel que que i; < n — N : La sous-additivité donne

dn < Zgzu+1 zu 91“ ‘|‘ Z g1 0 9

u=0 1=lg41

Cependant, par construction on a pour tout u :

7;u+1_1
Givir—in < Y Unarob.
=iy
En effet, si 1p(y ) © 0™ =1, 0na iy 1 — i, = 1 et la somme ne
comprend qu'un terme ; dans le cas inverse, on a

Ginsr—in < (fug1 — 1) (Gpr +1/M) 0 0™
Gug1—1
= Y (Gu+1/M)of
=
bup1—1

< Y dnamob

1=y

On a utilisé successivement la définition de la suite, I'invariance
de G par translation, et 'inégalité Gy +1/M < ¢y s . On a
donc

7«5+17

Z Yo b+ Z gr1ot’.

1= ls+1
Commen — N <igy1 —1,0ona

n—1

Z Ny o0 + > max(gi, Yn) o'

n—N-+1
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9.2 Le théoréme ergodique et le théoreme ergodique sous-additif

Notons que G et g; sont intégrables, on peut prendre I'espé-
rance et on obtient

Elgn] < (n = N+ DE[Yn,um] + (N — 1)E[max(g1, ¥n,m)]-
En divisant par n et en faisant tendre n vers l'infini, on a
L <E}pn ).

En faisant tendre N vers l'infini, le théoréme de convergence
dominée donne L < E[G /] + 1/M, soit

L <E[g"] ~ E[min(g~, M)] + 1/M,

d'ou L < E[g] en faisant tendre M vers I'infini. (Notons qu’il
n’est pas exclus que E[g] = —oc0.)
v
9.2.2 Théoreme de Birkhoff

Le théoréme de Birkhoff-Von Neumann est le résultat de base de la
théorie ergodique. Il en existe de nombreuses preuves. Nous allons le
démontrer simplement a partir du lemme 19

Théoréme 95. Soit (2, F, P, 0) un systéme dynamique et f une fonction
intégrable. On pose

n—1
Sn:Sn(f) - Zfoek
k=0

Alors, il existe une fonction f 9-invariante (f o = f ) telle que

Sn 7,
n

presque stirement. La convergence a lieu également dans L' et on a

f=E[f/T],

ol T est la tribu des événements invariants par 6.
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CHAPITRE 9 : Théorémes ergodiques

Démonstration. — Etape 1 : convergence presque sfire
Il est facile de voir que (S,,) est sous-additive (en fait additive).

Avecle lemme 19, cela nous donne l'inégalité E[f] < E[ lim %”].

n—-+40o

De méme, —E[f] <E[ lim =52]. Ainsi
n—+o00

Bl Tm " <E[f]<E[ lm %,

n—+oo N n—+oo M

ce qui entraine la convergence presque siire de S—; vers une fonc-
tion f. On a déja montré qu’elle était invariante par 6.

— Etape 2 : convergence L' et identification de la limite.
Pour la suite, on va d’abord traiter le cas ou f est bornée : dans
ce cas S,,(f)/n tend dans L' vers f grice au théoréme de conver-
gence dominée.
Soit AeZ:

n—1
Snrgf) 1A — % Z(flA) o 91’7

=0

donc

n—1
Snr(Lf)lA] = % >_El(f14) 0 0" = E[fLa].

=0

E[

Comme S"T(f) tend dans L' vers f quand n vers l'infini, on a aussi

la convergence de E[S”Tm 14] vers E[f14], ce qui permet l'iden-
tification E[f14] = E[f14]. Finalement, on a bien f = E[f|Z].
Passons au cas général : soit f. une fonction bornée telle que

If = felly < e/2.

Ona

Sn(f)/n — E[f|Z]
= (Su(f)/n = Sn(fe)/n) + (Su(fe)/n — E[f|T])
+ (E[f|Z] - E[f|T]) -
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9.2 Le théoréme ergodique et le théoreme ergodique sous-additif

Or,

15 (f)/n = Su(fe)/nlly < If = fellh < e/2
et [[E[fe|Z] - E[f[Z]ll < [If = felr < &/2,

donc
V=1 |[[Su(f)/n—E[f|IZ]li <e+|Sn(fe)/n —E[f|Z]].

Et en faisant tendre n vers l'infini :

lim [|Sn(f)/n - E[f|Z]]1 <e.

n—-+00

Comme ¢ est arbitraire, cela acheéve la preuve.

9.2.3 Théoreme de Kingman

Le théoreme ergodique sous-additif est dit a Kingman [25]. La preuve
présentée ici permet de déduire le théoréme de Kingman du lemme 19
et du théoreme de Birkhoff. Elle ressemble beaucoup a la preuve de
Steele [35] L.

Théoreme 96. Soit (2, F, P, 6) un systéme dynamique, (gn)n>1 une fa-
mille de fonctions intégrables vérifiant

vn,p Z 1 9n+p S dn +gp09n~

Alors il existe une fonction g mesurable par rapport a la tribu des inva-
riants 7 telle que

g= lim g—”p.s.

n—4oo N

1. II est possible de déduire directement le théoreme de Kingman du lemme 19,
sans utiliser le théoréme de Birkhoff : c’est ce qu’ont fait Avila et Bochi [2]. Toutefois,
passer par Birkhoff nous a paru plus naturel, on a donc simplement « factorisé » les
deux preuves.
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Démonstration. On a montré dans le lemme I'inégalité

n—N n—1
YN, M eN" Vn>N g, <> ¢ypotd+ > max (g1, ¥, )00
i=0 i=n—N+1

(9.2)
Notons que si GG est une fonction intégrable % tend presque slirement
vers 0 : c’est une conséquence du lemme de Borel-Cantelli. On en déduit
que

1 n—1 }
lim — Z max (g1, ¥nam) 00" =0 p.s.

n—+oo N i=n—N-+1

Avec le théoréme de Birkhoff, il vient alors

VN, M e N* lim %n < Elnml|T],

n——+oo

puis, avec le théoréme de convergence dominée conditionnel, en faisant
tendre N vers l'infini

1
VM € N* Im 2 <Gy +—,
n—+oo T M
d’'ot finalement  lim 2 <g= lim 2, ce qui montre la conver-
n—-+00 n—+o00
gence presque slre. v

Théoréme 97. Soit (2, F,P,0) un systéme dynamique, (g )n>1 une fa-
mille de fonctions intégrables avec

Vn,p > 1gnyp < gn +gpo 0™,

On suppose qu’il existe ¢ > 0 telle que pour tout n Eg,, > —nc. Alors il
existe une fonction g mesurable par rapport a la tribu des invariants T
telle que

g= lim 7" ps etdans L',
n—+oco T
Enfin,
E
Eg = inf =n
n>1 N
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9.2 Le théoréme ergodique et le théoreme ergodique sous-additif

Démonstration. On a déja obtenu la convergence presque siire par le
théoréme précédent, reste a voir la convergence dans L'. La premiére
étape consiste a établir I'intégrabilité de g.

La sous-additivité nous donne

1 n—1 ) Ok
Vnk>1 — gk — 228 > ),
= nk ]z:(:) 9k © nk —
En faisant tendre n vers l'infini, le théoreme de Birkhoff entraine

1
EE[QHIM —g>0, (9.3)

ol 7, est la tribu des invariants de 6*.
En particulier, la fonction E[g;|Z] — g est positive. On peut majorer son
intégrale a I'aide du lemme de Fatou :

E(E[g:|Z) - g) = E lim_[E[g:[Z] - 2]

E

< lim (Eg — —2) <Egi +c.
n—-4o00 n

Ainsi, E[g;|Z] — g est intégrable. g est donc également intégrable.

Maintenant, on a

Mais, d’aprés le théoréme ergodique L', la suite (4 ;‘:’;é g 0 69);, est
équi-intégrable, donc la suite ((9:—g) ™), est équiintégrable et la conver-
gence L! de (gi/k — g)™ vers 0 s’ensuit. Cependant

Ik Ik Egp Ik
E’? —9| = QE(? - 9)+ - (T - EQ) < QE(? - 9)+7

ol la derniere inégalité vient de (9.3). Ainsi, on a bien que g /k converge
dans L' vers g. Le dernier point découle alors aisément du Lemme de
Fekete. v
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CHAPITRE 9 : Théorémes ergodiques

9.3 Application aux chaines de Markov

Les chaines de Markov fournissent des exemples de systémes dyna-
miques mesurés. Le but de section est de revisiter un certain nombre
de résultats de convergence des chaines de Markov, en particulier tout
ce qui tourne autour du théoreme ergodique des chaines de Markov, a
la lumiére de ce que nous savons désormais de la théorie ergodique, et
notamment du théoréme de Birkhoff.

On va en particulier donner une version un peu plus forte du théo-
reme ergodique des chaines de Markov. Dans ce qui suit, on n’utilisera
pas le théoreme ergodique ponctuel des chaines de Markov, en revanche
on utilisera le théoréme de la probabilité stationnaire (le théoreme de
convergence en loi).

Si E est un ensemble dénombrable, P = (p; ;) une matrice stochas-
tique et 1 une mesure de probabilité sur £ , on notera P* la loi sur
(Q,F) = (EN, B(EN) d’une chalne de Markov de dynamique P = (p; ;)
et de loi initiale y ; c’est a dire que

n—1
P*(Xo = wo,..., Xpn = ) = pu(x0) H Dzyxiqq-
=0

On note comme d’habitude P* pour P%-,
On rappelle deux propriétés fondamentales des chaines de Markov
qui seront trés utiles dans la suite? :
— Expression d’'une loi Markovienne partant d’'une probabilité quel-
conque comme un mélange de lois issues d’une Dirac : pour tout
AeF

PH(A) = / PE(A) dp(z).
— Propriété de Markov. Si A € F,, = o(Xp,...,X,) et B€ F,ona
PH(AN0~"(B)) = / Lapn(X,) dP*, avec pp(z) = PY(B).
En particulier

(A C {X, =2}) = PI(ANO~"(B)) = P*(A)P*(B)

2. Ce qui suit ne surprendra pas les courageux qui ont cherché I'exercice 57.
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9.3 Application aux chaines de Markov

et sion prend A =), ona
Pr(0"(B)) = / P*(B) dPY, (z).

Démonstration. Posons A = {Xy = z¢p,..., X, = zp} et B = {Xy =
Y0, - - - Xp, = yp}. Dans ce cas, les vérifications des identités proposées ne
sont ni tres difficiles, ni tres amusantes. On prendra soin de distinguer
selon que z,, = yo ou non. Tout élément de F,, est réunion dénombrable
disjointe d’éléments de type A = {X¢ = zo,...,X,, = x,}, idem pour
B et F,. Ainsi, par sommation dénombrable, on obtient les formules
pour A dans F, quelconque et B dans F, quelconque. La premiere
formule est donc vérifiée dans la réunion des F,,, qui est un II-systéme
qui engendre F, or P, et A — [P*(A) du(x) sont deux probabilités
sur F; coincidant sur un II-systeme qui engendre F, elles coincident
sur F tout entier. Passons a la propriété de Markov. Fixons A € F,. Si
PH(A) = 0, I'identité est évidente. Sinon,

PH(AN6~"(B))

B ¢(B) =

Pr(A)
. f1 (Xp) dPH
APB(An
B B) =
sont encore deux probabilités qui coincident sur un II-systeme qui en-
gendre F, donc qui coincident sur F tout entier. v

Théoréme 98. Supposons que y est invariante, au sens ott Py = pu. Alors
(EN, B(EN),P*, ) est un systéme dynamique.

Démonstration. D’apres la propriété de Markoy,

293



CHAPITRE 9 : Théorémes ergodiques

Théoreme 99. Soit P la probabilité sur Uespace canonique associée a
une chaine de Markov irréductible sur S admettant j, comme probabilité
invariante. Alors, le systéme (S, B(SY), P*) est ergodique.

Démonstration. Soit A un événement invariant tel que P#(A) > 0. On
veut montrer que P#(A) = 1. Soit i tel que P#(A, X,, = i) > 0. Comme
on l'a déja vu, il existe n > 1 et A tel que A, € o(Xp,...,X,) et
PH(AAA,) < e. On en déduit que

PH(O~"(A)AG(AL)) = PH(O " (AAAL)) < .

On a
PM(Aa Xp = Z) = PM(AaXn = Z,H_n(A))
< PMAL X, =1i,0"(A)) + 2¢
= PH(A, X, =9)P(A.) + 2
< PHA, X, =i)PY(A) + 4e + 2.

En faisant tendre ¢ vers 0 dans la derniére inégalité, on obtient

PH(A, X, = i) < PH(A, X, = i)P'(A),
d’ou1 P(A) = 1. On a donc montré

Vie B (PMX,=1i,A)>0)= (P'(A) =1).

Mais
PH(X, =i, A) = PH(X, =1i,0 "(A)) = PHX, = )P (A) = u(i)P'(A).
D’apres le théoréme 79, on en déduit

Vie E (P(A) >0) = (P'(4) = 1).

Il existe i tel que P#(X,, =i, A) > 0 (sinon on aurait P#(A) = 0). Soit j
un entier quelconque. Il existe n tel que P/(X,, = i) > 0.

PI(A) = B9 (67"(4)) > PI(X,, = i,67"(4)) = I (X, = )Pi(A) > 0,
donc P/(A) = 1. Finalement, P#(A) = [PY(A) du(i) = 1. v
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9.3 Application aux chaines de Markov

Théoréme 100. Soit P* la probabilité sur Uespace canonique associée a
une chaine de Markov irréductible apériodique sur S admettant u comme
probabilité invariante. Alors, le systéme (SN, B(SY),P#, §) est mélangeant.

Démonstration. On va utiliser le critere de mélange et le théoréme de
la probabilité stationnaire.

En effet, prenons A € F, et B € F un événement quelconque. On
va montrer que P#(A, 07" (B)) — P*(A)P*(B).

Soit n > p. On peut écrire §~"(B) = §~?(9~("~P)(B)). D'apres la
propriété de Markov, on a ainsi

Pr(A 07" /1A<P9 (n— p)(B)( Xp) dP*.

Il suffit donc de montrer que pour tout z, P*(§~"B) tend vers P*(B)
et on pourra conclure avec le théoréeme de convergence dominée. Or,
d’apres la propriété de Markoy,

(B) = [ P(B) dP, )

D’apres le théoreme de la probabilité stationnaire, P% converge en loi
vers u, donc

P*(0~"(B)) — /]P’y(B) dj = P(B).
v

Théoréme 101. Soit (X,,),>0 une chaine de Markov irréductible a va-
leurs dans lUensemble dénombrable S et admettant la probabilité inva-
riante u. Pour toute fonction g u-intégrable, on a presque siirement

nggloonngk %/gdu

En particulier; pour tout x € S
1n 1
lim Zl{xk =z} = ().

n—+oo n
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CHAPITRE 9 : Théorémes ergodiques

Démonstration. Si 'on note P* la loi sur S d’'une chaine de Markov
avec la méme dynamique que (X,,) et démarrant avec la loi initiale
u, le quadruplet (S™V, B(SN), 0, P#) est un systéme dynamique. Ce sys-
téme est ergodique d’apres le théoreme précédent. D’apres le théoreme
ergodique de Birkhoff avec f = g o Xy, on a P# presque sirement

1 n—1 1 n—1
~ > 9(Xk) =~ (90 Xo) o8 = /fdP“:/gdu-
" =0 " =0 '

Notons

={ Zng %/gdﬂ}

On a
0=PH(A%) = [ P*(47) du(a),

donc P*(A¢) = 0 pour u-presque tout x. Mais u charge tous les points
de S, donc pour tout z, P*(A€) = 0. Finalement, pour tout v, on a

Y(4°) /IP’"’CAC ) du(z /Ody

d’ou PY(A) = 1 : ainsi, quelque soit la probabilité de départ, méme
si elle n’est pas invariante, on a bien 1 S0 ! g(X}1) qui tend presque
stirement vers (). v

9.4 Facteur d’un systeme dynamique

Théoreme 102. Soit (2, F,P,0) un systéme dynamique mesuré. Soit
(', F') un espace mesuré et T une application de Q' dans lui-méme. On

suppose qu’on a en outre une application mesurable 7 de (2, F) dans
(Q, F') telle que

mof@=Tom.

Alors (Y, F',P.,T) est un systéme dynamique mesuré.
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9.4 Facteur d’un systéme dynamique

On a le diagramme commutatif suivant :

Q Q

m ™

94 94

De plus, si (2, F,P,0) est ergodique, alors (¥, F',P.,T) est ergo-
dique.

Définition: On dit que (¥, 7', P, T) est un facteur du systéeme dyna-
mique (Q, F,P,0).

Démonstration. Soit A € . On aP,(A) = P(n~1(A)).
Comme 7~ 1(A) € F et que P est invariante par 6, on a

Pr(A) = P(r" (A)) = Po(n~"(A))
=P~ (77 '(A))
=P((r00)7(4)) =P((T om)~'(4))
=P(r (T (A)) = P=(T'(4)).

Si A est invariant par T et que (92, F,P,0) est ergodique, alors on a
successivement 14 o T = 14,140l or=140m 1lgomobf =140m,
soit 1,-1(4) 0 6 = 1.-1(4). L'hypothese d’ergodicité nous donne alors
P(r=1(A)) € {0,1}, soit P (A) € {0,1}. v

Exemple fondamental : On considére (2, F,P,#) un systéme dyna-
mique mesuré quelconque, et on suppose qu'on a f : 2 — R. On consi-
dére alors Q' = RN, 7(w) = (f(6"w))n>0, avec T I'opérateur de transla-
tion sur RN : T'(x) = (z541)n>0. On a bien w0 § = T o 7 et le systéme
(Y, B(RY),P,, T) est un facteur du systéme dynamique (2, F, P, ), qui
est ergodique si le systéme initial 'est.

Exemple : Le doublement modulo 1. On prend 2 = {0,1}", on le
munit de sa tribu borélienne F = B(12) et de la mesure P = Ber(1/2)®".
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CHAPITRE 9 : Théorémes ergodiques

Pour l'opérateur 6 de décalage, le systeme (2, F, P, 0) est ergodique
(on a méme vu qu’il était mélangeant). Si 'on pose

—+00

rw) =Y 2‘:11 € [0,1[ et T(z) = {2z},
n=0

il n’est pas difficile de voir que w0 6 =T o 7.

Ainsi, le systeme ([0, 1[, B([0, 1), P, T") est un systeme dynamique.
Comme les w; sont des variables aléatoires indépendantes suivant la loi
de Bernoulli de parametre 1/2, on peut décrire la loi P, : c’est la loi
uniforme sur [0, 1], ou encore la restriction de la mesure de Lebesgue a
[0, 1].

9.5 Théoreme du retour, systéme induit

9.5.1 Théoréme du retour de Poincaré

Théoreme 103. Soit (2, F,P,6) un systéeme dynamique mesuré. Pour
tout A € F, la suite ™x passe une infinité de fois dans A pour presque
tout point x de A.

Démonstration. On pose

+oo
N(z) =3 14(0"(x)).
n=0

ainsi que Y (z)
pose enfin Z(z)

exp(—N(z)), avec la convention exp(—oc) = 0. On
Y (fz). Comme 6 préserve la mesure, on a

E(Z) :/YoedP:/Yleg :/deg — E(Y).
Cependant, on vérifie facilement que Y (z) = e~ 24(®) Z(z).

Comme Y < Z, Y et Z sont donc presque slirement égales, ce qui
veut dire que pour presque tout z € A, Z(x) = 0, soit N = +o0. v
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9.5 Théoreme du retour, systeme induit

9.5.2 Systeme induit

Soit (2, F, P, 0) un systeme dynamique mesuré, A un événement de
la tribu F avec P(A) > 0.

Pour z € €2, onnote n4(x) = inf{n > 1;0"x € A} : C’est le temps de
retour du systeme dans A.

Notons 64 'opérateur de 2 dans lui méme défini par

074 () sing(z) < +oo
x sinon.

Oa(x) = {
On note P4 la mesure de probabilité définie sur la trace F4 de F sur A
par P4(C) = %.
Théoreme 104. (A, F4,P4,04) est un systéme dynamique.
Démonstration. Soit C' € F avec C C A. Pour toutn > 1,on a
Lina=n+1y = (Laclp, —ny) 0 0.
D’otl, en multipliant par 1¢ o 671 :
Lpszns1) (e 00" = (Lac(Lgy iy L 0 67)) 0 6.

Puis, en prenant 'espérance et en utilisant I'invariance de IP par ¢

P(na = n+1,0~"+(0)) = P(A° ny = n,077(C)),
d’ot la décomposition

P(A®,ny =n, 0 "(C)) =P(A,ns =n+ 1,00 ")) (9.4)
+P(A% ng =n+ 1,0~ ().

D’autre part, on a

P(C) =P(0~(C))
= P(na = 1,071C))
P

(na=1,4,071(C)) +P(ns =1, A% 07 1(C)).
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Ainsi, avec (9.4), on montre par récurrence sur n que pour tout n > 1,
on a

P(C) = (f: P(ny =k, A, 9*(0))) +P(na =n, A%, 071(C)).
k=1

La série de terme général P(n4 = n) converge, donc le dernier terme
de la somme tend vers 0 quand » tend vers l'infini et on a

B(C)= 3 Blna = k. 4,675(C)),
k=1
doi B(C) = P(971(C)). v

Théoreme 105. Si (2, F, P, 6) est un systéme dynamique ergodique, alors
(A, Fa,P4a,04) est un systéme dynamique ergodique.

Démonstration. Soit C' € F, un événement invariant pour #4. On va
d’abord montrer que §,'(C) est un invariant pour 6, ce qui en fera un
événement trivial sous P. On va commencer par établir 'inclusion

{04(z) € C} C {04 (0(x)) € CYU{0(x) € C\O' (O)}-
Sif(x) ¢ A, alors 04(x) = 604(0(x)), donc
{0a(z) € C,0(x) ¢ A} C {04(0(x)) € C}.
Si, au contraire, §(z) € A, on a f4(x) = 0(x), d’oli 'on déduit

{04(x) € C,0(x) € A} C {0(x) € C}
C {0a(6(x)) € CYU {B(z) € C\O;'(C)}.

On a donc bien
{0a(x) € C} € {8a(6(2)) € CYU {b(x) € C\031(O)}.
Cependant, l'invariance de P par 6 donne

P(0(z) € C\031'(C)) = P(C\03'(C)) =0,
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9.5 Théoreme du retour, systeme induit

puisque C' est invariant pour 6 4. Autrement dit,
1921(0) < 1921(0) of P - p.S.

Comme 6 préserve la mesure, on en déduit, en prenant 'espérance, que
1921(0) = 1921(0) of P - p.S.

Ainsi, 6,'(C) est un invariant pour ¢ : comme 6 est ergodique, on a
P(0,*(C)) = 0ouP(9,*(C)) = 1.
— Dans le premier cas, P(C) = P(0,*(C)) = 0, ot P4(C) = 0.
— Dans le second cas, on a P(z € Q : 64(z) ¢ C) = 0, a fortiori
Plx € A:04(x) ¢ C) =0, s0it Py(0a(z) ¢ C) = 0; comme 64
préserve la mesure Py, P4o(A\C) =P4(0a(z) € A\C) = 0.
Dans les deux cas P4 (C) € {0,1} et 04 est ergodique. v

9.5.3 Théoreme de Kac

Théoreme 106. Soit (2, F, P, 0) est un systéme dynamique ergodique et
A € F avec P(A) > 0. Alors,

1

AnAdPA:P(A).

Démonstration. Comme 6, est ergodique, d’apres le théoréme ergo-
dique, pour P 4-presque tout w

1
/nA dP4 = lim —S,(w),
A

n—-+oo n
ou
n—1
Sp = Z ny o 6%,
k=0

D’autre part, comme 6 est ergodique

. 1
lim —
n—+oo n

zn: 14060%w)=P(A) P—p.s.
k=1
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En particulier

Shn
. = k B
im nkz::llee P(A) P-—ps

Mais par construction,

Sn
ZlA 00k =n.
k=1

Ainsi - tend presque sGrement vers P(A), d'oli [4n4 dPs = ﬁ. v

Remarque: dans le cas d’'une chaine de Markov sur ’espace canonique,
en appliquant la formule de Kac a 'événement { X, = z}, on retrouve

la formule classique pu(z) = g7

9.6 Application a la percolation de premier pas-
sage

La percolation de premier passage a été introduite par Hammersley
et Welsh comme un modele de propagation d’un fluide dans un média
poreux. A chaque aréte du graphe Z<, on associe une variable aléatoire
positive qui représente le temps nécessaire pour traverser I'aréte. Dans
le cas le plus classique, on suppose que les temps de passage sont in-
dépendants, distribués suivant une méme loi ¥ admettant un moment
d’ordre deux. 3 On peut alors définir le temps nécessaire pour suivre un
chemin : c’est la somme des temps des arétes qui le composent. On peut
alors parler de temps minimal pour aller d’un point z a un point y : c’est
la borne inférieure des temps des chemins qui vont de z a y.

Ainsi, cette famille de temps de passage induit une distance (aléa-
toire) d(.,.) sur Z%

Théoréme 107. On suppose que les temps de passage des arétes sont des
variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées suivant une

3. On peut grandement affaiblir cette hypothése, mais ce n’est pas notre propos ici.
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9.6 Application a la percolation de premier passage

loi v avec un moment d’ordre 1 et telle que v(R™) = 0. Alors, il existe une
norme yu sur R? telle que pour tout x € Z%, d(0,nx)/n converge presque
stirement et dans L' vers u(z).

Avant de faire la preuve, il convient de noter que les hypothéses pré-
sentées sont loin d’étre minimales. On pourra par exemple se reporter
au cours de Saint-Flour de Kesten [24] pour plus de renseignements.

Démonstration. Quelques remarques simples : évidemment d(0,z) > 0
pour tout 2. Ensuite, pour tout z € Z%, on peut construire un chemin
déterministe de longueur ||z|[; de 0 & = : soit ny,. .., 7, les nombres
inscrits sur ces arétes : on a

d(O,a:) <m—+---+ Mz|1-

d’ot 0 < Ed(0,z) < m||z||; avec m = En;.
D’apres I'inégalité triangulaire

d(0, (n + p)x) < d(0,nx) + d(nz, (n + p)x) = d(0,nx) + d(0,pzx) o 67).

Posons f, = d(0,nz) : les f, sont dans L' et sont positives. On peut
donc appliquer le théoréme ergodique sous additif et il existe pu(x) > 0
tel que d(0,nz)/n converge presque slirement et dans L! vers pu(z) —
noter qu’on utilise ici le corollaire 34. D’apres I'inégalité ci-dessus, on a

0 < p(x) < mz]:. (9.5)
Soient z, y dans Z¢. On a
d(0,n(z +y)) < d(0,nz) + d(nz,nz + ny) = d(0,0,n) + d(0,ny) o O,
d’ot en prenant I'espérance et en divisant par n :

Ed(0,n(z +y)) < Ed(0, nz) N Ed(0, ny)
n - n n
Et, en faisant tendre n vers +oo,

Vo,y € 24 plx+y) < p(x) + p(y). (9.6)
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En utilisant I'invariance par translation Ed(0, nx) = Ed(—nx, 0) mais
d(—nz,0) = d(0,nz), donc en divisant par n et en faisant tendre vers
vers l'infini pu(z) = p(—=x). Soit p > 1. La suite (d(0, (np)z)/np)n>1
est une suite extraite de (d(0,nx)/n),>1 donc sa limite est p(z). Mais
d(0,n(pz))/n tend vers pu(pz). Donc u(pxr) = pu(z). Finalement

VeeZ® VneZ p(nz)=|n|u(x). 9.7)
Cela permet de prolonger ; & Q¢ par homogénéité en posant

o @)_u(pl,.--,pd)
NN~ N
On vérifie sans difficulté que l'inégalité triangulaire (9.6), 'homogé-
néité (9.7), et la “continuité” (9.5) sont encore vérifiées pour z,y dans
Q4 et n dans Q.

Grace a I'inégalité triangulaire, on a pour tout

Yo,y € QF — pu(y — ) < plx) — ply) < ple —y),

d’ou, grace a 9.5

(@) = p(y)l < mllz =yl (9.8)

Ainsi, l'application = +— pu(z) est une application uniformément
continue sur Q¢. Comme Q% est une partie dense de R?, 1, admet un
prolongement unique continu sur R?.

Il est maintenant facile de voir que p est une semi-norme.

Reste a voir que y est une norme.

On utilise le lemme suivant :

Lemme 20.

Ve, 0 >03pg <1Vp>poVn>1 B(n,p)([n(l—e¢),+oo]) >1-—".
Démonstration. Soit X ~ B(n,p) et > 0. On pose Y = n — X et
q=1—np.

P(X <n(l—¢)) =P > ne)
P(efY > enfe)
(EefY )b

< (1= q) +qe’)e ).

IN
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9.6 Application a la percolation de premier passage

On choisit § tel que e~ < 4. Alors, pour ¢ suffisamment proche de 0
(c’est a dire p suffisamment proche de 1), on a

(1—q)+qe?)e % <.

v

Soit 4 > 0 quelconque. Son choix précis sera fait ultérieurement.
Soit pp donné par le lemme 20 avec ¢ = 1/2. Comme p(R™) = 0, on
peut trouver « > 0 tel que p([a, +o0[) > po. Si je prends des variables
aléatoires 7y, ..., n, i.i.d. de loi p, jai

[0
P+ 4nn < En) < P(l{mza} +ot 1{nn2a} <n/2)
<"

Notons

By = {z € Z%d(0,x) < t} et Ay = {x € Z% ||z| < t}

{Big Az} Y U {Zn6<t},

2
Egt YECH ecy

ol C,, est la famille des parties de E? qui sont le support d'un chemin
sans recoupement partant de 0 et de longueur n.

D’ou

{Bt ¢ A%t} C U U {Z al{neza} < t}

2
n>=t veCrn pr=d

n
C nZU%t o {Zl{ne>a}§2}.

ecy
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P(BigAz) < ¥ % P(Zl{nm} S Z)

ecy

N
(]
a
=
s

2d

= (2d —1)(1 — (2d — 1)4) (2d = 1)d)=""".

Ainsi, il existe des constantes C, § strictement positives telles que
P(B; ¢ A%t) < Cexp(—pt) (9.9)
Soit u € Z%. On a
P(d(0,nu) < %nﬂulh) < P(Banjuly € Mnjfullr)

(0%
< Cexp(=5nllull).

D’apres le lemme de Borel-Cantelli, d(0, nu) > §n|ul|; pour n assez
grand : on en déduit que p(u) > Flul/;. Comme p est homogene et
continue, l'inégalité s'étend d’abord a Q¢, puis & R%. Et comme ||.||; est
une norme, il en est de méme pour pu.

v

En utilisant les ingrédients de la preuve ci-dessus, on peut méme
démontrer le théoreme de forme asymptotique :

Théoreme 108. On suppose que les temps de passage des arétes sont des
variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées suivant une
loi v avec un moment d’ordre 2 et telle que v(R™) = 0. Alors, il existe une
norme p sur R? telle que, pour tout € > 0, il existe presque silrement un

to(w) tel que pour t >ty
Bu((1-)) C By € Bu((1+2)t),
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otl U'on a noté

By = {z € 2%d(0,z) < t} et B,(t) = {x € Z% pu(x) < t}.

FIGURE 9.1 — Un ensemble B;. Les points de méme couleur sont atteints
en méme temps.

On va donner la preuve dans le cas plus simple ou les temps de
passage ont un moment exponentiel. Cela couvre en particulier le cas
ol les temps de passages sont des variables exponentielles (modéle de
Richardson).

Démonstration. On va montrer que, presque siirement,

H ‘d<07$) —M($)|

=0.
|x|—+o0 ‘x’

C’est la forme analytique du théoréme ; il n’est pas tres difficile de voir
qu’elle est équivalente a la forme géométrique.

Soit ¢ > 0. La famille QZ? est dense dans R?, donc son image par
z — 73 est dense dans le “cercle” unité : {z : |z] = 1} : on peut trouver

une famille finie 21, ...z, d’éléments de Z telle que pour tout z avec

|z| = 1, il existe i avec ‘\?| — z| < e. On pose M = max]|z|. Avec
7
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probabilité 1, on a pour tout ¢ entre 1 et n, lim d(0, kz;)/k
r € 7% avec e|lz| > M : il existe i = i(z) tel que |% — &
‘x! < ¢ et, en notant n I'entier le plus proche de ‘Zﬂ', |

|z

|zi
[]
2¢||z||. Notant z = z;,), on a

d’ou

|2 —

1d(0, 2) — p(x)| < d(z,n2) +1d(0,12) = p(nz)| + p(nz — ),
puis

— |d(0,x) — — d(z,
o 402) —p@)| o sp 1@ Y)]
(el oo ] jal>+oo [a—yl<2elall 7]

+ 4me,

avec m = E[X].

On va montrer que  lim  SUP|,_y|<oc|q| Id(ﬁ"y)‘ < 4me, ce qui
|z| =400 -
achevera la preuve. Pour cela, avec le lemme de Borel-Cantelli, il suffit

de montrer que

Z IP’( sup d(z. y) > 4ms|x|> < 400.

ecrivoy  \le—yl<zelal 7]

Mais, pour o > 0, on a

]P) ( sup |d($7y)| > 4m8> S Z P(ead(w»y) > €a4mE|CE|)
fe-yi<2elel  |2] jo—y|<2e|e]

< (1 + de|z)) P (e > exdmelal),

ou S est la somme de p = [2¢||z||| variables aléatoires indépendantes

ayant la loi du temps de passage des arétes. Ainsi,

d
]P( sup (@, y)| > 4m€>
oyl <2l 1]

IN

(1+ 4E|:U])d]E[eaXI]pe*(pfl)zam

IN

(1+ defa)teom (BleX1je~2em)?,
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ce qui donne le résultat voulu en prenant « suffisamment petit.

v
9.7 Une application a la théorie des nombres
9.7.1 Transformation de Gauss
Pour w €]0, 1], on pose T'(w) = {1}.
Théoreme 109. La mesure P sur ]0,1[ de densité f(z) = % est

invariante par T.

Démonstration. Posons X (w) = w. On compare les fonctions de répar-
tition de X et T sur leur support commun [0, 1]. Pour ¢t € [0,1], on a

aisément Fy (t) = 10%(%4;)’ tandis que

Z]P’ 1 Z]P Y k+1t)
+o00 1
_ZPXE k:+t k Zlog2< k)‘l"g(”th))

1 +00
= og? Z log(1 + k) — log(k) + log(k +t) — log(k +t + 1)

_th — gtk +1),

avec g;(k) = 71°g(kﬁgl°g(k).

On obtient finalement Fr(t) = g1(t) = Fx(t). v

Dans la suite, €2 est I'ensemble des irrationnels de [0, 1]. On note
encore 7' la restriction de 7" a 2. T' est maintenant une application de
Q dans 2, que 'on peut donc itérer.

La suite de la section est consacrée a la preuve des résultats énoncés
dans le théoreme suivant :
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Théoreme 110. — Sion pose, pour toutn > 1, X,, = |
pour tout w € 2

1
m}, ona

. 1
w= lim avec f, =
n——+00 fn fn Xl + %
Xot—L

La suite (X, (w))n>1 est appelée développement de w en fraction
continue.

— Le systéme (2, B(2), [P, T") est ergodique.

— La suite (X7.X5... .Xn)l/” converge presque stirement vers une
constante K strictement positive, appelée constante de Khintchine.
La constante K est donnée par

k‘—i— ) logy k
K= H( k+2) . (9.10)

A 2
— —Llog|w — fu(w)| converge presque siirement vers Flog 2"

Remarque: Le « presque siir » dans I'’équation (9.10) est établi par rap-
port a la mesure de Gauss P, mais c’est vrai également relativement a
la restricttion a [0, 1] de la mesure de Lebesgue ; les deux mesures étant
a densité 'une par rapport a l'autre, elles ont les mémes ensembles né-
gligeables.

9.7.2 Ergodicité de la transformation de Gauss

En appliquant au point I'identité v = || + {z}, on a

Tn— 1()
L =X, +{ L =X, +T"(w)
Tn—l(w) - n Tn—l(w) - n w),
soit )
T ly= .
YT X, T W)

Pour tout w € (2, il existe un unique couple (n,w’) € N* x Q tel que
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9.7 Une application a la théorie des nombres

1

/
=n+w.

Par suite, si 'on pose f,(w') = ﬁ, les ensembles ( f,,(£2))n>0 forment
une partition de €.

Un raisonnement classique montre alors que pour tout n > 1, les
ensembles f,, o fu, © fa, (), oU (a1,...,a,) € (N*)” forment encore
une partition de €.

Comme T" Y (w) = fx, (T™(w)), on a

w=fx,(TW)) = fx, (fxo (T W) = .. (fxy 0 0 fx, ) (T (W)
On en déduit que quel que soit (ay,...,a,) € (N*)" et I C Q.
{Xl =ay,...,Xp = an} = (fa1 ©---0 fan)(Q)‘

et
{Xl =a1,.., Xp = ap, T"w EI}: (fal o0 fa,)(I).

Etudions plus précisément ces itérées. Rappelons qu’il y a un mor-
phisme entre le groupe des matrices et celui des homographies : si 'on

note pour
a b az+b
M = (c d)’ }QW(Z)__czﬁ-d7

ona Hap = Ha o Hp. En particulier, si on pose

0 1
An: <1 X’n,>’ Onanlo...oan:HAl-AQX.An'

Précisons la valeur de M,, = A;.A5 x .A,,.
D’abord det M,, = [ det A; = (—1)", ensuite si je note

b
Mn—l = <i d) )

B fa b\ [0 1\ (b a+bX,
e (2 90 D)= )
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CHAPITRE 9 : Théorémes ergodiques

On remarque que la 1¢ colonne de M,, est la deuxieme colonne de
M,,—1. On peut donc simplifier I'écriture de la récurrence et écrire

M, — Pn—1 Pn\ _ [(Pn-2 Pn-1 0 1
n = =
dn—1 Qn gn—2 Gn—1 1 X,
— (pn—l Pn—2 + ann—1>

dn—1 dn—2 + XnQn—l

b _ (ad—bc)z
cz+d d T d(cz+d)

et que det M,, = (—1)",

_btn () — Iﬁ _ (_1)n
YT Har, (T7(w)) & (@n/T™(w) + qn-1) ©-11)

Vue l'identité (9.11), on a

pn(w) | 1

d’ou

qn(w)
T™(w)

Xn+1‘]n(w) =+ anl(w) < + anl(w) < Qn(w)(XnJrl + 1) + anl(w)a

soit, avec les relations de récurrence,

In+1(w) < gn(W)/T" (W) + gn-1(w) < gnt1(w) + gn(w)

et finalement

! <Py 1

@n(qn + Gn+1) n qanH’l‘

(9.12)
Comme X,, > 1,0onap, > pn—2 + Pn-1, @n = qn—2 + Gn—1.
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9.7 Une application a la théorie des nombres

Si l'on pose Fy = 0, Fy = 1, puis F,,+1 = F,, + F,,_1, il est facile de
voir par récurrence que pour tout n > 0, p, > F,, et ¢, > F, 1. Comme
F, ~ Cy™avec p = 1+2‘/5, Dn/qn CONVErge vers w.

Munissons maintenant 2 de la mesure P. On veut montrer qu’il

existe une constante C' telle que

VA € B(Q) éIP’(A) < P(T"(w) € A|F,) < CP(4).  (9.13)

Gréce au théoréme 93, il suffit de le montrer lorsque A est la trace d’'un
intervalle.
Comme la densité de P par rapport a la mesure de Lebesgue est
bornée inférieurement et supérieurement, on a c tel que
1 PIT(w) € A|Xy =ay,... X, =ay)

< <e.
C ST W) EAX =a1,.. . Xn=an) —

D’apreés la formule

A(H, (A))
A(Har, ()

‘Hr, étant monotone, on a pour A = [z, y]

(Mo, (4) _ [ Han, () — Har, (@)
A(Har, ()~ | Ha, (1) = Har, (0) |

AT (w) € AlFy) =

Un calcul simple montre que si M = (Z Z) ,ona

Har(1) — Har(0) (cx +d)(cy +d)’
Si0<c<det0<zxy<l1,alors
1< d :d(c+d)< d(c+d) <d(c+d):c+d<2‘
2" c+d (c+d)? = (cx+d)(cy+d) — d? d —

Ici,onac=gq,_1etd=gq,.
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CHAPITRE 9 : Théorémes ergodiques

Comme dn—q4n—1 = (Qn—Q +XnQn—1) —qn = Qpn—2+ (Xn - 1)Qn—1 >0,
on obtient I'inégalité

Ainsi

Lo~y <
255 Y| =

soit

%A(A) < MT™(w) € A|F,) < 2M\(A),

ce qui nous donne 9.13 avec C' = 2¢. Comme w = lim;, 4 Tq’—: et que
pn, €t ¢, sont F,, mesurable, on a V,,>1F, = B(f2).

Soit A un événement invariant. Par le théoreme de convergence des
martingales, P(T"(w) € A|F,) = P(A|F,) converge presque slirement
vers 14 et P(A|F,,)1c converge presque slirement vers 0.

Par convergence dominée E[P(A|F,)14| tend vers 0 Comme l'inéga-
lité (9.13) entraine

1

BIP(AIF)Lac] > SP(A)E[Ls] = SP(A)(1 ~ P(A)

onaP(A)(1—-P(A)) =0,doncP(A) € {0;1}.

9.7.3 La constante de Khintchine
Le théoreme ergodique appliqué a log o X; nous dit que

n—1

1 1 n—1
- Z logoX;oTkF == Z log(X,,)
k=0 =0
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9.7 Une application a la théorie des nombres

converge presque slirement vers Eplog(X;). Il suffit de vérifier que
Eplog(X;) < +00.On a

Ep(log X1) = ! /1 log|1/z] dzx.

log2 1+2
1/k 1 1
log2 1/(k+1) 1tz
1 I /6 logk
= Z/ o8 dzx
log 2 1k+1) 1+
1 +°o log k
_log2 (k+0)(k+0+1)
1 I logk
< < 400
log2]§1 k2
Précisons la somme :
Ep(l X db
p(log X1) Z o8 / k+0 k+9+1

k+1 k+2
= 1 log(2 "2y _loe( T2
log2z 0g/€<0g( k ) Og(k—i—l)

B Zl k‘ + ) logy k
E(k+2) ’
ce qui nous donne la valeur de la constante de Khintchine.

9.7.4 Un théoréme de Paul Lévy

Passons a la preuve du dernier point. On va commencer par mon-
<1y [ . 1
trer, a l'aide du théoréme ergodique, que — - log ¢,,(w) converge presque
A . A 2
slirement vers une constante (qui se trouve étre ;=) 4,

4. Selon Lévy, la convergence presque sire de — < log g (w) vers une constante non
précisée lui a été notifiée par Khintchine ; ses travaux [28] ont permis I'identification
de la constante.
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CHAPITRE 9 : Théorémes ergodiques

L’équation w = Hpy, (1™ (w)) entraine 7" (w) = HM_1(w).
Notons que deux matrices proportionnelles induisent ‘la méme homo-
graphie, donc H Mt = Hcom M)+

or (com M,)*=( %  7Pr) donc
—qn—-1 Pn-1
Tn((.U) _ gnW — Pn — gnW — Pn

—Qqn—1W + Pn—1 Gn—1W — Pn—1 ’

ce qui nous donne

() — pal) = (ao(w — po(w)) T 00— Pi)

L og((gn (e — pu(@)]) = —ii—logT"(w)-

Sur [0, 1], — logw est positive. Calculons I'intégrale par rapport a P. On

/ log(w) dP(w)

111 11 log(l
BT gy — / _los(l+a) b (rpp)
log 2

:10g2 0o 1+x T

/ " log(1 + %) du = / Tt du (4

" log2 210g 2 Jo
+OO+OO 7ku 1 +o0o 1 7.‘.2
210g2/ :210g2k§::1ﬁ:121og2'

Pour (*), on utilise log(1 + e~%) = log(1 — e~2%) — log(1 — ™).

Ainsi le théoréme ergodique entraine que 2 log(|g,(w)w — pn(w)])
converge P-presque slirement vers _ﬁog?'

En multipliant I'inégalité (9.12) par ¢,+1, on obtient
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9.7 Une application a la théorie des nombres

L In+1 Gn+1

2 gn1 (W) + g1 (@) T gn(w) + gnar (@)
S Qn+1(w)|qn(w)w _pn(w)‘ S 17

d’ou
—log 2 < log qn+1(w) + log |gn(w)w — pr(w)| <0,
et donc

1 1 —
0g gn+1 _ Og|Qn(w)w pn(w)| + 0(1)’
n+1 n—+1

ce qui, vu la question précédente, entraine que biqﬁ“ tend presque

A 2 / 5e . log qn . .
slirement vers 57, et par décalage d’indice, ==7* aussi. Par ailleurs,

1 1 pn(w)
< < Jw - |
AnQdn+2 Qn(w)(Qn(w) + Qn-i-l(w)) qn(w)
1 1
< < ,
o Qn(w)Qn-‘rl(W) Qn(W)Q
donc .
PnlWw
_(loggn) loggnio < log |w — 1y < 7210an’
n n n n
et par encadrement,
n (w)
log|w—%]_>_ " 72 _ w2 _
_ = p.s.
n 12log 2 6log 2

On a fini de démontrer les résultats annoncés.
Faisons une remarque, afin de conclure cet ouvrage en entrouvrant
une derniére porte : on a

logP(X; = X1(w), ..., Xpn = Xpn(w))
=log A\(X1 = X1(w), ..., Xpn = Xpn(w)) + O(1).
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CHAPITRE 9 : Théorémes ergodiques

Or
AXL = X1(@), ., X = Xn()
= MM, ([0,1])
1
=|H H)—Hy 0)) = ——.
(1) = o, O] = ———
Comme —1 — < 1 <1 ona

dndn+1 — Qn((In‘i’(I'nfl) dn
—log gn — log gn+1 < log A(H, ([0,1]) < —2log gy

On en déduit que

. 1 .2
Jim ——log P(Xy = X3 (W), Xp = Xn(w)) = lim _—(loggn)

7T2

- 6log?2

La quantité

im f% log (X1 = X1(w), .., Xn = X ()

est trés étudiée en théorie ergodique. C’est 'entropie du systéeme dyna-
mique. Elle joue un role important dans la classification des systémes
dynamiques. Pour en savoir plus, on pourra, dans la littérature fran-
cophone, consulter le livre de Coudéne [11] ou les notes de cours de
de La Rue [12]. La littérature anglophone contient de nombreux livres
consacrés a la théorie ergodique, 'ouvrage le plus souvent conseillé aux
débutants est le cours de Walters [39]. Pour une lecture plus orientée
vers la théorie des nombres, on pourra se tourner vers Einsiedler et
Ward [16].

Ainsi, nous venons de démontrer® que I'entropie de la transforma-

tion 7' vaut H(T) = %.

5. Enfin, cela dépend de la définition de l’entropie. En toute rigueur, il faudrait
encore utiliser le théoreme de Kolmogorov-Sinai et le théoréme de Shannon-Mc Millan,
mais ceci est une autre histoire. ..
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9.8 Exercices sur les théorémes ergodiques

9.8 Exercices sur les théoréemes ergodiques

9.8.1 Exercices corrigés

Exercice 113. Soit (2, F,P,0) un systeme dynamique. Montrer que
I'ensemble des événements invariants du systeme forme une tribu.

Exercice 114. Soit A une application affine de R% dans lui-méme, avec
|det A| = 1. Pour x € R%, on pose 7(x) = ({x1},...,{zq}), puis

A=moA.

On pose C' = [0,1[%. On note P la loi uniforme sur C. Montrer que A
préserve P.

11 ~ .
Lorsque A = 1 2), A est connue sous le nom de transformation

du chat d’Arnold.

Exercice 115. Soit x4 la mesure invariante d’'une chaine de Markov ir-
réductible sur un ensemble S dénombrable. On suppose que le systeme
(SN, B(SN),P# 0) est mélangeant. Montrer que la chaine est irréduc-
tible.

Exercice 116. Théoréme de Kesten—Spitzer—Whitman.
Soit G un groupe d’élément neutre e. Son produit est noté multiplica-
tivement. On suppose que P est une mesure de probabilité sur G telle
que (G%,P(G?),P,0) est un systtme dynamique ergodique. On note
X}, la projection sur la k-ieme composante, de sorte que les variables
(X7 )nez sont reliées par la relation X,,; = X o 6™,

On considere la marche aléatoire définie (.S,,),,>o définie par Sp = e,
puis, pour n > 0, par la récurrence S,+1 = S, X,+1. De méme, la
récurrence S, = n+1X;+11 permet de définir S,, pour n < 0.

On s’'intéresse au nombre de points vérifiés entre les temps 0 et n :

Ry (w) = [{Sk(w);0 <k <n-—1}.
1. On pose N = Hf;ol 1¢s,5,)- Montrer que
lim E(Ng) =P(¥n <0;S, #e).
k——+o0

On note désormais o« = P(Vn < 0; S, # e).

319



CHAPITRE 9 : Théorémes ergodiques

. E
. Montrer que limy, s

. Montrer soigneusement que pour tous n,p > 0, on a
Ryip < Ry+ Ry,00".

En déduire que £~ converge presque stirement et dans L vers a.
n

. On dit que le systeme est réversible si IP est laissée invariante par
x — (_p)nez. Montrer que dans ce cas o = P(Vn > 0; S, # e).
Que trouve-t-on si P est de la forme P = ;®%?
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9.8.2 Exercices non corrigés

Exercice 117. Soit (X,,), >0 un processus stationnaire défini sur (2, 7, P).
On dit que (X,,),>0 est ergodique si (RN, B(RY), Px, #) est ergodique.
Montrer qu’une suite de variables aléatoires iid est ergodique.

Exercice 118. Soit (X,,),>0 un processus stationnaire ergodique ; avec
E[| Xo|] < +o0. Que peut-on dire du comportement asymptotique de la
suite % ZZ;(I) X ?

Exercice 119. Soit (X,),>0 un processus stationnaire ergodique; f
une application mesurable de (RN, B(RY)) dans (R,B(R)). On pose
Y, = f(Xn, Xn+1,...,). Montrer que la suite (Y;,),>0 forme un pro-
cessus stationnaire ergodique.

Exercice 120. Soit (X,,),>0 une suite de variables aléatoires de Ber-
noulli de parametre p > 0. On note Y,, = inf{k > 0; X, = 1}. Mon-
trer que % ZZ;(I) Y}, converge vers une limite que 'on déterminera.

Exercice 121. Soit (2, F, P, ) un systéme ergodique. On dit que B € F
est un événement invariant strict si #~'(A) = A. Montrer que pour tout
événement invariant A, il existe un événement invariant strict B tel que
P(AAB) = 0. En déduire que le systéme est ergodique si et seulement
si pour tout événement invariant strict B, P(B) € {0, 1}.

Exercice 122. Soit (X,,),>1 un processus gaussien stationnaire centré.
On suppose que pour tout entier n > 1, la loi de (X3, ... X,,) n’est pas
dégénérée (elle admet donc une densité par rapport a la mesure de
Lebesgue sur R™). On note p la fonction de covariance. Montrer que
(Xn)n>1 est mélangeant si et seulement si lim,,_, » p(n) = 0.

Exercice 123. Décomposition en composantes ergodiques.
Soit 2 un espace polonais. On note F sa tribu borélienne.

1. Montrer qu’il existe une algebre A dénombrable qui engendre
la tribu F (on pourra fabriquer cette algebre a l'aide d’'un =-
systéeme formé d’ouverts).
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2. Soit p une mesure de probabilité sur (2, F), et 7" une transfor-
mation mesurable de €2 dans lui-méme. On suppose que pour
tout A € A, u(T7(A)) = u(A) et

n—1

121A0T’“—>M(A) L — P.S.
" k=0

Montrer que (2, F, i, T) est un systéme dynamique ergodique.

3. On suppose maintenant que (2, F,P,T) est un systeme dyna-
mique. On note w ~ PZ la loi conditionnelle de P sachant la
tribu des invariants.

(a) Soit A € F. Montrer que pour P-presque tout w,

PL(A) = PL(T™(4)),

puis que pour P-presque tout w, (2, F,PZ, T') est un systéme
dynamique.

(b) Soit A € A. On pose

n—1

1! 1
la= lim —> 1g0TFetLy= Tim =Y 1aoT"
k=0

n—+oo M ;= n—4oo M ;=
Montrer que pour P-presque tout w,
IP%(KA = LA) =1, etLy= Eg(LA) ]P’Z —p.s.

w

(c) Montrer enfin que pour P-presque tout w, (2, F,PL T) est
un systéme dynamique ergodique.
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