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Rédigez la solution de l’exercice 5 sur une copie séparée des autres questions.

ON SERA TRES VIGILANT A LA QUALITE DE LA REDACTION.
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Exercice 1. Soit (X,T) un systéme dynamique topologique. Montrer que
si X est minimal, alors tout € X est uniformément récurrent.

Exercice 2. Soit X un espace compact et métrique et soit T: X — X
continue.
Montrer qu’alors, il existe une mesure T-invariante (i.e. M(X)T # @).

Exercice 3. Utiliser le théoreme de van der Waerden pour démontrer que
pour tout ¢ > 0 il existe n € N\ {0} tel que [{n®v/3}| < e.
Puis montrer que

N—oo 2 2

lim Jb#{nSN:n?’\/ge [0,1)}:]\].

Exercice 4. Soit X un ensemble fini et soit T: X — X une permutation.
Pour quels choix T est-elle ergodique par rapport a la mesure uniforme ?
Pour quels choix T est-elle uniquement ergodique ?

1 Tournez la page S.V.P.



Exercice 5. Soit Q = {0, 1}"Y. On note # I'opérateur de translation sur Q.
Soit E € B({2) un ensemble laissé stable par 6. On pose pour tout n > 0,
X, (w) = wy et on note F, la tribu engendrée par X,...,X,,. On note 4,
I'image de E par 'application w +— (wo, . ..,wn—1)
1. Montrer que pour tous n,p entiers naturels, on a 4,1, C A, x A,.
2. En déduire que g1 4nl 5 dmet une limite lorsque n tend vers l'infini.
Cette limite, notée hyop(E), est entropie topologique de E.

3. On suppose que (2,B(Q2),P,6) est un systéme dynamique mesuré
avec P(E) = 1. On rappelle que H(P,0) = lim 2 H(F,). Montrer que

H(P,0) < hiop(E).
4. On s’intéresse maintenant au cas ou
E={weQ;, Yn>0 w,=1o0ouwys =1}

(a) Montrer que hiop(E) = log ¢, avec ¢ = 1+2\/5‘

(b) Soit p €]0, 1[. Déterminer une mesure p, sur {0,1} telle que

A - <a0,0 ao,1> _ < 0 1)
P aip a1l 1—-p p

soit la matrice de passage d’une chaine de Markov stationnaire.
On note maintenant P#» la mesure markovienne sur €2 correspon-
dant a cette chaine.

(c) Montrer que P#*»(E) = 1.
(d) A Paide du théoreme ergodique, montrer que H (P#», §) = E*” (- log ax,,x,)-
(e) Déterminer p tel que H(P*?,0) = hyop(E).
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1 Solutions

Solution 5 1. Soit (wo,...,wnyp—1) € Aptp. Par définition de Ay,
(wo, ..., wnyp—1) se prolonge en un élément Q € E. Clairement,
(wo,...,wn—1) est 'image de w par la projection sur les n premieres
coordonnées, donc (wo, . . .,wn—1) € Ay. De son coté (wn, . .. ,Wnip—1)
est I'image de 0™w par la projection sur les p premieéres coordonnées.
Comme E est stable par 6, §"w € E, et (wn,...,wWnip—1) est donc
bien dans A,. Finalement (wy,...,wn4p-1) € A, X Ap, d’out I'inclu-
sion Ap4p C Ay X Ap.

2. On en déduit que |Ap1p| < |An x Ap] = |Ap].|Ap|. En prenant le
logarithme, on obtient que la suite (log|A,|)n>1 est sous-additive.

log | An|
n

D’apres le lemme de Fekete, admet donc une limite lorsque n

tend vers l'infini.

3. Posant h(z) = —zlogx (prolongé par continuité en 0), on a

H(F,-1)
= Z —]P)(Xo =Ty - ,Xn,1 = Qj‘nfl) log(]P’(Xo =Ty -- ,Xn,1 = xn,l))

(IOV-'vxn—l)

(20,--xn—1)€{0,1}"

= Z h(P(Xo = zo,..., Xpn-1 = Tn-1)),

(IO»“wfpnfl)EAn

la contribution des termes hors A,, étant nulle. Comme h est concave,

il vient
H(.Fn—l) < h Z($07...7x7L71)€An IP(XO = x07 PN ,Xn—l = .’L'n—l)
A T | Ay
1 1 1 1
=h ( > =— log = log | A,
|An| |[An] 7 [An|  |An]

En multipliant par [A,|/(n — 1) et en faisant tendre n vers l'infini,

on obtient
H(P,0) < hiop(E).

4. (a) Pour i = 0,1, notons A%, 'ensemble des éléments de A, qui se
terminent par i. A) est en bijection avec AL _; tandis que AL est
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en bijection avec A,_1. On a donc successivement
[Anl = A2 + |4}
= [Ay 4|+ [An]
= ‘An—Q‘ + ’An—ﬂ

La suite u, = |A4,| vérifie donc une récurrence linéaire d’ordre
deux uy, = up_9 + up—_1, avec u; = 2 et ug = 3. (uy) est une suite
d’entiers strictement croissante, donc elle tend vers I'infini.

A un décalage pres, c’est la suite de Fibonacci. u,, s’écrit sous
la forme u, = A¢"™ + B", ol ¢ et ¢ sont les deux racines de
I'équation caractéristique 22 = z + 1, ¢ étant la plus grande.
Comme wu,, tend vers I'infini, A > 0 et on a

log |A,| = nlog ¢ +log(A + B(¢/¢)") ~ nlog ¢,

ce qui donne hyop(E) = log ¢, avec ¢ = 1+2\/5'

On cherche un vecteur colonne v = (1 — z,z) qui soit solution
de I'équation vA, = v. Un tel vecteur existe d’apres la théorie
générale des chaines de Markov a espace d’état finis. L’équation
sur la premiere coordonnée 0.(1 —z)+ (1 —p)x = 1 —x nous donne
T = ﬁ, qui est bien entre 0 et 1.

Le complémentaire de E s’écrit Up>o{X,, = 0, Xp+1 = 0}. Pour
montrer que PHr(E) = 1, il suffit donc de montrer que pour
tout n, P*»(X,, = 0,X,+1 = 0) = 0 et de conclure par réunion
dénombrable. Or la propriété de Markov dit que

]P)#p(Xn =0,Xp41 = 0) = PH» (Xn = 0)&070,
qui est nul car ago = 0.
En conjuguant le théoreme de Shannon—Mc Millan—Breiman et

celui de Kolmogorov—Sinai, on voit que ’entropie du systéme est
la limite presque stre de %I ¥, , Soit
1 P
- log P (X = Xo(w), ... X5 = Xp(w))

qui se réécerit ici

n—1
1
- (_ log P (X = Xo(w)) — Zlog axi(w)xm(w)))
=0
logP* (Xo = Xo(w)) 1 %= i
= e
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La chalne étant irréductible, le systeme est ergodique ; d’apres le
théoreme ergodique de Birkhoff, la limite est donc E** (- log ax, x, )-

(e) On a P*» presque stirement

—log AXo,X1 :]]{X0=1} (_ lOg(l - p)]l{X1=0}) - log(p)Il{X1:1}) )
d’ou en prenant I’espérance et en utilisant la propriété de Markov
EM (—log axy,x,) = 2(—(1 — p)log(1 — p) — plogp)

_ —(1—p)log(l —p) —plogp
2—p

De I’équation ¢? = 1 + ¢, vient 1 = ¢~ 2 + ¢!, ce qui fait que
p = 1/¢ (qui est entre 0 et 1) vérifie p> +p = 1, soit 1 — p = p°.
1l vient alors

—(1—p)log(l —p) —plogp  —(1 —p)log(p®) — plogp

2-p 2-p
_ —(1—p)2log(p) — plogp

2—-p

= —logp = log ¢,

ce qui donne H(PH»,0) = log ¢ = hiop(E).
Ainsi, P#r est une mesure d’entropie maximale parmi les mesures de
probabilité invariantes par le décalage et a support dans FE.



