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Rappel : intégrale de Cauchy (ou intégrale de Riemann)

Pour les fonctions continues (ou continues par morceaux) sur un
intervalle compact.
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vérifie :

o frs fab f(x)dx est linéaire;

e f >0 sur [a, b] entraine fab f(x)dx >0;

° fabl dx =b—a;

o [f(x)dx= fab f(x) dx + [ f(x) dx.
On en déduit encore |fab f(x) dx] < (b—a)|f|lo et

b
|/ dx_/ g(x) dx| < |b— alIf - gl

avec ||f|loo = sup{|f(x)|; x € [a, b]}.
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Intégrales impropres

Malheureusement, I'intégrale de Riemann n’est pas équipée pour
traiter de I'intégrale des fonctions continues sur un intervalle
ouvert, bornée ou non.
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Intégrales impropres

Malheureusement, I'intégrale de Riemann n’est pas équipée pour
traiter de I'intégrale des fonctions continues sur un intervalle

ouvert, bornée ou non.
On fabrique alors une rustine, appelée “intégrale impropre” :

@ si f est une fonction continue sur [a, b[ (avec éventuellement
b = +00) telle que la fonction x — [ f(t) dt admette une
limite L quand x tend vers b,

@ on dit alors que L est I'intégrale de f entre a et b et on note

/abf(t) dt = L.
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Existence

Il est fréquent que I'on ne sache pas déterminer la limite.
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Existence

Il est fréquent que I'on ne sache pas déterminer la limite.En
revanche, I'existence de la limite peut étre obtenue par

@ un argument de monotonie : si f est positive et
[7 f(x) dx < M < 400 pour tout y € [a, b], alors fab f(x) dx
existe,
le critere de Cauchy :si lim  su “f(x) dx| =0, al
o le critére de Cauchy : si yl_}b y§s§e<b | [2 f(x) dx| alors
fab f(x) dx existe.
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Un critere de convergence

Proposition

Soient f et g des fonctions continues définies sur [a, b|
(avec b € [a, +00]).
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On suppose de plus que g est positive, que I'intégrale fab g(t) dt
est convergente et qu'au voisinage de b, on a f = O(g).
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Un critere de convergence

Proposition

Soient f et g des fonctions continues définies sur [a, b|

(avec b € [a, +00]).

On suppose de plus que g est positive, que I'intégrale fab g(t) dt
est convergente et qu'au voisinage de b, on a f = O(g).

Alors, I'intégrale fab f(t) dt est convergente et lorsque x tend vers

b, on a fxb f(t) dt=0 (fxbg(t) dt).
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Preuve

Comme f = O(g), il existe des constantes a; et A telles que
|f(x)| < Ag(x) pour x € [a1, b].
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! b[ tel su ) dx| < &
a' €]ay, b| tel que <F;<b|fg x| < 5

O déduit su f
n en déduit que a’§s§e<b | [Lf(x)

convergence de l'intégrale, d'apres le critére de Cauchy.
Pour x,t avec b >t > x> a’, on a

t t t
/ f(u) du §/ Ag(u) du:A/ g(u) du,
Soit x € [4', b[.En faisant tendre t vers b, on obtient

/Xb F(u) du| < A/ng(u) du,

ce qui est |'inégalité voulue.
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Dans le méme genre

Proposition

Sif =o(g) avec g > 0 sur [a, b| et fab g(t) dt = +o0, alors quand

x—b
/:f(t) dt—o(/axg(t) dt)
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Dans le méme genre

Proposition

Sif =o(g) avec g > 0 sur [a, b| et fab g(t) dt = +o0, alors quand

x—b
/:f(t) dt—o(/axg(t) dt)
(Exemple

Pour a> 0, on a % = o(t?71) lorsque t — +o00,donc

Iogx:/lxi dt=o0 </1Xt"_1> = o(%(xa—l) dt)

Or %(x"” — 1) = O(x?), donc log x = o(x?).
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Références

Pour que ce théoreme soit opérant, il faut avoir des références :

+o00

° J, e~ 2t dt converge pour a > 0.
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Comment montrer les O (ou : techniques de majoration)

Quand t — +00, quels que soient a, b, c,d,C >0, on a
e s ebt s 19 (log t) 7> C.

Ces résultats doivent étre connus.
Indications de preuve :

e > Pourt> %, et? > g2bt

0 > ebt > % > t€ si on a choisi n avec n > c.

° conséquence simple de I'exemple

@ > Clest le résultat bien connu  lim  log(x) = +o0 qui est
X—>+00
4 2" de _ 2" dr
une conséquence de |, 1 T = |on T

Important : toutes les constantes positives conviennent, d'ou la
technique suivante
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Ne pas mettre tous les oeufs dans le méme panier

Pour ae > 1, montrer la convergence de 1+°O I%t dt.
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Ne pas mettre tous les oeufs dans le méme panier

Pour a > 1, montrer la convergence de 1+°O I%t dt.

@ D’apres les croissances comparées, ce sont les t“ qui dominent

—+00

1
° | t—adt<+oo.

@ On a de la marge : pour 3 €]1,+a[ on a encore
f1+oo tiﬁ dt < +o0.
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Ne pas mettre tous les oeufs dans le méme panier

Pour a > 1, montrer la convergence de 1+°O I%t dt.
@ D’apres les croissances comparées, ce sont les t“ qui dominent
+oo 1
o [T & dt < +oo.
@ On a de la marge : pour 3 €]1,+a[ on a encore

+oo 1

On choisit 3 €]1, +af et on écrit '%t = tTi%g%g
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Ne pas mettre tous les oeufs dans le méme panier

Pour a > 1, montrer la convergence de 1+°O I%t dt.
@ D’apres les croissances comparées, ce sont les t“ qui dominent
+oo 1
o [T & dt < +oo.
@ On a de la marge : pour 3 €]1,+a[ on a encore
f1+oo t% dt < +o0.

On choisit 3 €]1, +af et on écrit '%t = tTi%g%g

Comme o — >0, t* P > logt
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Ne pas mettre tous les oeufs dans le méme panier

Pour a > 1, montrer la convergence de 1+°O I%t dt.

@ D’apres les croissances comparées, ce sont les t“ qui dominent
+oo 1

o [T & dt < +oo.

@ On a de la marge : pour 3 €]1,+a[ on a encore

+oo 1

@ On choisit B €]1,+a] et on écrit '%t = t%t'g%
o Comme o — 8 > 0, e8> logt
e D'ou "%t = o(t%) et on peut conclure.
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Bien connaitre ses développements limités

Nature de [} X=5nCd 4y

0 X«
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Bien connaitre ses développements limités
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0 X«

On aen0 :sin(x) =x — %3 + o(x3),donc
2 x3 3
x —sin(x) = % + o(x*),
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Bien connaitre ses développements limités

Nature de [} X=5nCd 4y

0 P
On aen0 :sin(x) =x — %3 + o(x3),donc
x —sin(x) = %3 + o(x3),s0it x — sin(x) ~ %3.
x—sin(x) 1 1
X ~pxa3-

On en déduit que
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Bien connaitre ses développements limités

Nature de [} X=5nCd 4y

0 P
On aen0 :sin(x) =x — %3 + o(x3),donc

x —sin(x) = %3 + o(x3),s0it x — sin(x) ~ %3.
PSTAND x—sin(x) 1 1
On en déduit que — 5~ ~ z=3.

La fonction x — sin(x) est continue sur |0, 1],
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Nature de [} X=5nCd 4y

0 P
On aen0 :sin(x) =x — %3 + o(x3),donc

x —sin(x) = %3 + o(x3),s0it x — sin(x) ~ %3.

g x—sin(x) 1 1
On en dgdwt que. @ Y gk .
La fonction x — sin(x) est continue sur |0, 1], équivalente en 0 a la

fonction positive %xa%'
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Bien connaitre ses développements limités

Nature de 01 X*j;‘(x) dx.
Onaen0 :sin(x)=x— %3 + o(x3),donc

x —sin(x) = %3 + o(x3),s0it x — sin(x) ~ %3.

g x—sin(x) 1 1
On en dgdwt que. @ Y gk .
La fonction x — sin(x) est continue sur |0, 1], équivalente en 0 a la

fonction positive %Xa1,3.

o A 1
L’intégrale est donc de méme nature que fo %x@lﬁ dx.
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Bien connaitre ses développements limités

Nature de [} X=5nCd 4y

0 P
On aen0 :sin(x) =x — %3 + o(x3),donc
x —sin(x) = %3 + o(x3),s0it x — sin(x) ~ %3.
On en déduit que X*jg(x) ~ it
La fonction x — sin(x) est continue sur |0, 1], équivalente en 0 a la

fonction positive %Xa1,3.

L’intégrale est donc de méme nature que fol %x@lﬁ dx.
Elle converge ssi . — 3 < 1, soit a < 4.
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