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Probléme. Permutation aléatoire

Le but de ce probléme est d’étudier certaines propriétés statistiques d’une permutation que
l'on choisit uniformément au hasard parmi les permutations de {1,...,n}.

Notations et rappels.

e Permutations. Si E est un ensemble fini, on note |E| son cardinal. Une permutation de E

est une bijection de E' dans E et on note §(E) 'ensemble des permutations de E. Si |E| = n,

alors |S(E)| = n!. Pour n > 1, on note pour simplifier &§({1,...,n}) = &,.

e Arrangements. Si E est un ensemble fini, et si 1 < k < |E|,'0n note Jx(E) l'ensemble des
n!

(n—k)!

e Parties. On note By (E) 'ensemble des parties a k éléments de E.

Si0<k<n=|E| ona|ByE)| = (Z)

k-uplets sans répétitions de E. Si |E| = n, alors |Ji(E)| =

On fixe un entier n > 2. Afin d’étudier une permutation aléatoire de {1,...,n}, on munit
S, de la tribu de toutes ses parties et de la probabilité uniforme P, et on note E,, (resp. Var,
et Cov,,) l'espérance (resp. la variance et la covariance) par rapport a P,,.

Echauffement.

1. On fixe une partie A de {1,...,n} telle que A et A° sont non vides. Soit o € &,, telle
que o(A) = A. Monter que les restrictions

oa:A — A ot ojge 1 A© —  AC
i — o(i) i — o(i)

sont des permutations de A et de A® respectivement.

I — Moyenne et variance du nombre de points fixes

On dit que i € {1,...,n} est un point fize de o € &,,, ou encore que o fixe i, si o(i) = i.
On note V; 'ensemble des permutations qui fixent i :

Vi={oe&,: o(i) =1i}.

On note N : &,, — N la variable aléatoire qui associe & une permutation o son nombre
de points fixes :

Voe&, N(o)= i 1y, (o).
i=1

2. Soit A une partie de {1,...,n} telle que A et A° sont non vides. On pose

Vaz{oe®y: Vied ofi) =i} ot P72 = SU)

g = O"Ac
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Montrer que ¢ est une bijection et en déduire que si on note k = |A|, on a

1
P, (V4) = .
n(Va) nn—1)...(n—k+1)
Vérifier que le résultat reste vrai pour A = {1,...,n}.
. Soit i € {1,...,n}. Quelle est la loi de 1y, 7 Donner son espérance et sa variance.
1
. Soient 7 et j deux entiers distincts dans {1, ...,n}. Montrer que Cov(1ly;,1y;) = 21
n?(n —
Les variables 1y, et 1y, sont-elles indépendantes ?
5. Montrer que E, (N) = Var,(N) = 1.
6. () Généralisation. On fixe une partie F' de {1,...,n}, et un entier &k € {1,...,n}.

Montrer que

> e (1)
AcF = E )
Ac{l,....,n},|A|=k

En considérant I’ensemble F'(o) des points fixés par une permutation o, en déduire que

E (N(N=1)...(N—k+1)) = 1.

IT — Espérance du nombre d’orbites

Pour i e {1,...,n} et 0 € &,, on note O;(c) I'orbite de i sous l'action de o, c’est-a-dire
Oi(0) = {o"(i) : keN},

et M : &, — N la variable aléatoire qui associe a une permutation o son nombre
d’orbites M (o). Par exemple, la permutation

(12345678
7T\3 125476 8)
posséde 4 orbites différentes : O1(0) = O2(0) = Os3(0) = {1,2,3}, O4(0) = Os(0) =
{4,5}, O¢(0) = O7(0) = {6,7} et Og(c) = {8}. On a donc M(o) = 4.

On rappelle que pour tout o € G,,, les orbites de o forment une partition de {1,...,n}.

. On fixe un point i € {1,...,n} et une partie A < {1,...,n} contenant i et de cardinal
k = 2. Montrer que 'application

VYo (o), 0%(i),. .. ,akil(i)),a\Ac)

est une bijection de W; a4 = {0 € &,, : O;(0) = A} dans Jj_1(A\{i}) x G(A°),
En déduire que quand on prend une permutation aléatoire de {1,...,n}, la probabilité
que l'orbite de 7 soit A est

(k —1)(n — k)!

n!

P,(O; = A) =

Vérifier que le résultat reste valide pour A = {i}.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

n
1

Montrer que pour tout o € &, M (o) = Z
Montrer que E,, (M) = H,, puis établir ’équivalent en 'infini : E,,(M) ~ In(n).

(*) IIT — Majoration de la variance du nombre d’orbites

Soit A et B deux parties disjointes non vides de {1,...,n} et soit i € A et j € B.
On pose k = |A| et £ = |B|. Montrer que

(k — DI — D)l(n — (k + 0))!

]P’n(OZ =Aet Oj = B) = 7’L'

On pourra, sans démonstration, exhiber une bijection entre deux ensembles bien choisis.

On fixe maintenant deux éléments ¢ et j distincts de {1,...,n}, et deux entiers k et ¢
compris entre 1 et n.

1
Montrer que ]P)n(OZ #* Oj, |Ol| =k, |OJ| = f) = ml{k+gsn}.

k—1
Montrer que P, (O; = Oja ‘Oz’ =k)= m
(k—1) + Liop<n)
Montrer que P, (|0;| =k, |0;] = k) = n(n—1) ‘
Si i # j, montrer que
1 1 1 H?2 11
COV< ’ > - (Vo + Hp = Sp) — —5, avec V;, = A
10i]" 104 n(n—1) n? 1§<n kit
1<l<n
k+4<n

Montrer que Var, (M) < H,.

IV — Concentration du nombre d’orbites

Pour traiter cette partie, on peut admettre les résultats des parties précédentes, en

particulier
E,.(M) = H,, Var,(M) < H,, et H, ~Inn.

M
Montrer que pour tout € > 0, P, (‘H — 1‘ > 5) tend vers 0 quand n tend vers I'infini.
n

M
Montrer que pour tout € > 0, P, <’1 — 1‘ > 5) tend vers 0 quand n tend vers l'infini.
nn
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Solution

1. e Comme o(A) = A, 0|4 est bien a valeurs dans A, et de plus surjective. Comme A est
un ensemble fini, elle est donc bijective.
e Comme o est injective, 0(A) N o(A°) = &, et donc o(A°) = (0(A))¢ = A, et o4c est
donc bien a valeur dans A°. Comme o est injective, 0|4 I'est aussi. Comme A est fini,
0| 4c est donc bijective.

2. Soit A une partie non vide de {1,...,n}, telle que A€ soit elle aussi non vide. On note
Vy={0€e&,: Vie A o(i) = i}. En particulier, si 0 € Vy, alors 0c(A) = A et la
question précédente assure que 'application ci-dessous est bien définie :

Vs — &A%

g = O"Ac

e Montrons que ¢ est injective. Soit o et 7 dans V4. Supposons que ¢(0) = ¢(7). On a
donc o4c = Tjge. Soit i€ {1,...,n} :

— soit i € A, et alors o(i) = i = 7(i) puisque o et 7 sont dans Vy ;

— soit i € A°, et alors 0(i) = oj4c(i) = T)4¢(i) = 7(3).

Donc 0 = 7 et ¢ est injective.

e Montrons que ¢ est surjective. Soit 7 € &(A°). Posons

o:{l,...,n} — {1,...,n}

PR 1 siie A,
(i) siie AC

Montrons que o est surjective. Soit y € {1,...,n}.

— soit y € A, alors y = o(y) et y est un antécédent de y pour o

— soit y € A¢, et comme 7' A° — A€ est surjective, il existe x € A < {1,...,n} tel que
o(x) =7(z) =y.

Donc o : {1,...,n} — {1,...,n} est surjective, et comme {1,...,n} est fini, 0 € G,,.

Par construction, o|4c = 7, et donc (o) = 7, ce qui assure la surjectivité de .
e ¢ est injective et surjective, donc bijective. On a donc

[Val = [6(A%)] = (n — k)!
V4l (n—k)!
6. ol

Pn(VA)

Si A={1,...,n}, alors V4 est réduit a la fonction identité sur {1,...,n}, et

1 1

S, nl

P,(V4) =

La formule précédente reste valable (avec k = n = |A|).

3. Soit i € {1,...,n}. La variable aléatoire 1y, est une variable aléatoire de Bernoulli de
parametre P, (V). Avec la question précédente, il vient

n—1)! 1 1 1 1 n—1
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4. Soient i et j deux entiers distincts dans {1,...,n}. Avec la question précédente,

Cov(ly;, 1v;) = En(ly;1y;) — En(1y;)En(1y;)
= En(lv, ) = En(1v)En(ly;) = Pu(Viijy) — Pa(Vi)Pu(V5)
(n—2) 1 1

n n2 n2(n-—1)

La covariance entre ces deux variables aléatoires étant non nulle, elles ne sont pas
indépendantes.

5. Pour calculer E, (N) et Var,(N), on utilise 'expression de N comme une somme de
variables aléatoires de Bernoulli non indépendantes :

i=1 i=1 1<i<j<n
n—1 n n 1 n—1 1 1
=n = — =
n? 2)n%(n—1) n n
6. (*) Généralisation. On fixe une partie ' de {1,...,n}, et un entier k € {1,...,n}.
F
Z 1 4cr compte le nombre de parties de F' a k éléments, et vaut donc <| i ‘)
Ac{l,..n}|A|=k

Soit A une partie de {1,...,n} a k éléments : A < F(0) si et seulement si 0 € Vy, et

donc, en remarquant que N(o) = |F(0)|, on a

(N](:)) _ (!F](:)’> _ 5 Lic o) = 5 Loev,.
Ac{1,.n}, A=k Ac{1,.n} A=k

Par linéarité de ’espérance, on obtient

o <<N]ia))> o AC{l,...,Zn}vAlk )T Ac{l,...,Zn}’lA|kPn W)= <:> . ;!k)! -

puis Ep(N(N —1)...(N -k +1)) = kI E, <(N](:)>> ~ 1.

11

7. On fixe un point i € {1,...,n} et une partie A < {1,...,n} contenant i et de cardinal
k > 2, puis on pose W; 4 = {0 € &,,: O;(0) = A} et

Y:Wia — Tpe_1(A\{i}) x 6(A°)
o — ((0(i),c?(i),..., 0" 1(i)),014¢)

e Vérifions que W est bien définie. Soit o € W; 4. La partie A est une orbite de o, et
donc par définition o(A) = A. La question |I| assure que oj4c € G(A°).

5
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De plus, A est 'orbite de i sous l’action de o donc, comme |A| = k,
A=0(0)={co'(i):0<t<k—1}.

Ainsi, (0(4),02(4),...,0%71(i)) est un (k — 1)-uplet sans répétition de A\{i} et 0¥ (i) =i
e Montrons que 1 est injective. Soit o et 7 dans o € W; 4. Supposons que ¢ (o) = (),
et soit j € {1,...,n}:
— soit j € A, et comme 0| 4c = T|ge, alors 0(j) = 014¢(j) = T14<(J) = 7(j) ;
— soit j € A et il existe £ € {0,...,k — 1} tel que j = ¢*(i). Comme 1 (c) = (), on a
ol(i) = 7%(4), et donc o(j) = o**1(3) et 7(j) = 7F1(H) :
— si £ <k —2, alors (o) = ¥(7) implique ¢*1(i) = 7¢F1(i) et donc o(j) = 7(j) ;
— sif = k—1, comme O;(0) = Aalors 0(j) = (i) = i et de méme 7(j) = 7%(i) = i,
et donc o(j) = 7(5).
Dans tous les cas, o(j) = 7(j), donc 0 = 7 et 1 est injective.
e Montrons que v est surjective. Soit (ag)i<s<k—1 un (k — 1)-uplet sans répétition de
A\{i} et soit 7 € S(A°). Notons ag l'unique élément de A qui n’apparait pas dans
(ag)1<o<k—1- Ainsi, A = {ay: 0 < ¢ <k — 1}. Posons

o:{1,...,n} — {1,...,n}
apr1 Sij=apavec 0 <l <k—2,
J — ap sl j = ag—1,
T(j) sije A°.

Par construction, o(A4) = A, et 04 : A — A est bijective. De plus, 0|4 = 7 est aussi bi-
jective. On en déduit facilement que o € &,,, puis on vérifie que (o) = ((ar)1<r<k—1,T)s
et donc v est surjective.

e 1) est donc bijective, et on a

(Wial = |Tr—1(A\{i}) x S(A%)] = |Tp_1(A\{i})] x |S(A%)] = (k — 1)!(n — k)!
CWial (k= 1)(n—k)!
B & B n! )

P,(O; = A)

e P (0O; = {i}) = Pp(c(i) = 1) = P, (V;) = %, et on vérifie que la formule précédente
reste valide dans ce cas o A = {i} et k = |A| = 1.

8. Soit 7,k € {1,...,n}. On a 'union disjointe suivante :

{l0i] = k} = U {0; = A},

Ac{l,...,n}:|A|=k,ic A
> P, (0; = A)
Ac{1,...n}:|A|=k,icA
= > P,(O; = {i} U B).
Bc{1,...n\{i}:| B|=k—1

et donc P, (|0;| = k)

Cette somme comporte (Zj) termes, tous égaux d’apres la question précédente, et

Pr(|0i] = k) = <Z: 1) (k—1D)!(n —k)!

1
n! n’
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9. Soit 1 € {1,...,n}. Par le théoreme de transfert,
1 1 11 H
En( ):ZPR(‘01’: ):*Z*:J7
|O;] =k n=k n
1 1 11 S,
(o) = ol -0 =3 2 - 5

) f;»@n @)

10. Soit 0 € &,,. Notons O(c) l'ensemble des orbites de 0. On a donc M (o) = |O(0)|, et

comme les orbites de o forment une partition de {1,...,n}, on a
n
S X D= 3N L= $ 1=(06) = M)
=1 10 OeO(ﬂzEO 0eO (o zeO 0e0(0)

11. On a donc

| & 1
E,(M) = E, (; IO@-) = Y E, <|O|> — H,.

k=1
On a lorsque k tend vers I'infini Ink—In(k—1) = —In(1—1/k) ~ . D’apres le théoréme
sur les sommes partielles de séries divergentes a termes équivalents positifs, on a

n n 1

Inn =Y (Ink—In(k—1)) ~ > = Ha.

k=2 k=1
II1

12. On fait exactement comme dans la question

13. On a la réunion disjointe

{ - {O; = Au {i}, O; = Bu{j}}
. . | = | = = (ABc{l,..n)\{ij}:
{Oz #* O], |Oz‘ k, ’O]| 6} {\A|:k_1,|g|:gz_]1
AnB=g
T ROi=AuG) 0 =Bl
, A | = | = ¢) = (ABc{L,...n}\{ij}:
Pn(Oz # O], ’Ol| k, |O]’ E) {\A|:k_1,|g|:gz_]1
AnB=g
Tous les termes de la somme sont égaux d’apres la question précédente, et il faut donc
compter le nombre de termes. Cela revient & compter les triplets ordonnés (A, B, C)

réalisant une partition de {1,...,n}\{i,j} en trois ensembles A, B, C' de cardinaux res-
pectifs k—1,—1,n—(k+/{). Sik+{¢>mn,iln’y en a évidemment aucun. Si k+¢ < n
il yena

n—2 _ (n—2)
<k:—1,€—1,n—(k+€)> S (E=DI=D)(n—(k+0)!

(n—2)! (k— (= D)(n— (k + 0))!

et done Pu(0: # Oj, [0l =k 1051 = 0 = =i im — w0 ol

B 1
n(n—1)
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14. On a la réunion disjointe

(01 =0y [0 =k} = U (0i= A i)},
AL, M\ (i}, |Al=k—2
et donc P,(O; = Oy, |04 = k) = Z Pn(0; = A {i, j}).

Ac{1,...n\{ij}, |Al=k—2

Avec la question [7], on a

P, (0; = O;, 03] = k) = <Z - ;) (k — 1)7!1(!71 — k) _ n(kn_—ll)'

15. On découpe en deux morceaux et on utilise les deux questions précédentes :

1iok<n) L kot (k—1) + Liop<ny

nn—1) n(n-—1) n(n—1)
16. Soit i et j deux éléments distincts de {1,...,n}. Avec le théoréme de transfert, on a
11 S 11
E, <) = > > =Pu(|0; = kI,|05] = 0)
0; O; =8 4
_ 2 11 Lprecny N i 1 (k=1) + 1popcn
1<Knk;ﬁn(n—l) = k2 n(n —1)
1<l<n
k#¢
11 1 1 k-1
_ Z - + Z il
1<kgnkfn(n— 1) = k2n(n—1)
1<l<n
k+l<n
1 11
= — (Vo + Hy, — Syp), avec V,, = —=,
n(n—1) 1<;<n k{
1<l<n
k+L<n
1 1 11 1 1
‘Cn7>7 :Enii_EniEni
b ey (02' Oj) <Oz‘0j> <0i) <Oj>
1 H?
=— (Vo + H, — Sp) — —.
n(n — 1)( * ) n?

17. Finalement par bilinéarité de la covariance, on a

Var, (M) = n Var, <1> T n(n—1) Cov, ( L1 )

O1 0, 0y
H} —1
= Sy — 2+ V, + H,— 8§, — ——H?
n
11
=Vo+Hy—Hy=H,— Y +5<H,
kil
1<k<n
1<l<n
k+l>n
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v
18. Soit € > 0. Comme E,, (M) = H,, on a, avec l'inégalité de Tchebitchev,
M Var,, (M) H, 1
P, <‘Hn — 1‘ > 5) =P, (M —-E(M)| >eH,) < 2H2 < EYTF = =5

qui tend vers 0 quand n tend vers l'infini.
19. Soit € > 0. On a

M M Inn Inn
P — =1 =P —_— —_—
n<‘ln” ’>€> n(’Hn H, g Hn>
M Inn Inn
<P — -1 1— — —
(71 -E] -5

lnn‘

Choisissons ng tel que |1 — F*| < § pour n = ng. Pour n > ng, on a alors

P, (M_l‘ ><Pn<‘f‘4_1‘>gm_‘ _Inn
€ e\ M e(l1—c¢)
(1_2)_2>_P”<’Hn_1‘> 2 )’

Inn H, H,
qui tend vers 0 quand n tend vers l'infini si 0 < € < 1 d’apres la question précédente.

M
<P, l|=——-1|>¢
Le résultat reste vrai pour tout € > 0, puisque € — P, (‘% — 1’ > 6) est décroissante.

I

Compléments

1. Si on note d, le nombre de permutations de &,, sans point fixe, on peut démontrer assez
simplement que P,(N = k) = (Z) dp—r. On montrera au chapitre 6 que d, ~ d’ou
on peut déduire que

enl?

1
VkeN lim P,(N=k)=¢!

n—+00 k!

= ]P(X = k)a

si X est une variable aléatoire qui suit la loi de Poisson de parametre 1. On pourra
dire alors (second semestre) que le nombre de points fixes d’une permutation aléatoire
uniforme de {1,...,n} converge en loi vers la loi de Poisson de parameétre 1.

2. Si on souhaite calculer la variance de M, on peut procéder comme suit : on a simplement
pour n = 1,

— 1 1
Vi = an_Z;n—z Zn< n—z):nQHn_l’

=1 =1

ZHk_Hk 1= i(Hk:_Hk 1) (Hy, + Hy—1)

k=1 k=1
= > 1 (2Hi + Z +2. e

k=1 k=1 k=1
:Z(Vk—Vk 1) Z%:Vn-ﬁ-sn

k=1 k=1

et donc V,, = H2— S, puis Var, (M) = H,+V,,—H2 = H,+(H2-S,)—H2 = H,—S,.
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3. La méthode utilisée pour calculer la variance de M n’est pas la plus rapide. Dans
I'exercice 292 de Garet-Kurtzmann (De l'intégration auz probabilités), on montre qu’il
est possible de construire une variable aléatoire ayant la méme loi que M et qui s’écrit
comme somme de variables de Bernoulli indépendantes. Cela permet un calcul tres
simple de la variance, et donne également ’expression des valeurs de P, (M = k) a
I’aide des nombres de Stirling de premiére espece.
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