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Introduction

Le cours contenu dans le présent polycopié reproduit pour I'essentiel (dans les sept pre-
miers chapitres) le contenu de divers enseignements de Licence que j’ai donnés a Orléans,
puis a Nancy.

Le cours de ce polycopié a été un des ingrédients de base de 'ouvrage « De I'Intégration
aux Probabilités » [6], que jai écrit avec Aline Kurtzmann et que nous avons publié aux
éditions Ellipses. Vous étes invités a vous y reporter pour compléter votre culture.

A la fin de chaque chapitre, le présent polycopié contient des exercices qui serviront
de base aux travaux dirigés du cours. A la fin du polycopié, on trouve des indications pour
chaque exercice. Il est recommandé de ne s’y reporter qu’apres avoir un peu cherché.

Les exercices de la premiere série sont, pour la plupart, ceux dont une correction est
proposée dans Garet-Kurtzmann. Cela ne veut pas dire que les autres exercices ne méritent
pas votre attention!
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Notations

Card(A) ou |A| : cardinal de I'ensemble A

GS(A) : ensemble des permutations de A

S,, : ensemble des permutations de {1,...,n}

B,(A) : ensembles des parties de A avec p éléments

P(A) : ensemble des parties de A

M* : matrice transconjuguée de M

M,,(K) : ensemble des matrices n x n sur le corps K

| ] : partie entiere inférieure de x (|7] = |3] = 3)

[x] : partie entiere supérieure de x ([7| = [4] = 4)

{z} : partie fractionnaire de z : {z} =z — |z|

n A p : plus grand commun diviseur (p.g.c.d.) des entiers n et p
2 Ay : minimum des réels x et y

z V y : maximum des réels z et y

(-,+) : produit scalaire

) : tribu borélienne de X

,A) : les applications mesurables de (A, .A) dans (R, B(R))
,A) : les applications mesurables de (A, A) dans (R, B(R))
+(A, A) : les applications mesurables de (4, A) dans (R, B(R.))
. - mesure de Dirac au point x

p) : loi de Bernoulli de parametre p

p) : loi binomiale de parameétres n et p

: loi de Poisson de parameétre A

: loi exponentielle de parametre A

,0?) : loi normale de moyenne m et de variance o

p) : loi géométrique de parametre p

,7v) : loi Gamma de parameétre de forme a, de parametre d’échelle ~
a, b)) : loi uniforme sur le segment [a, b]

,...,b}) : loi uniforme sur 'ensemble fini {q, ..., b}

) : loi de Cauchy de parametres a et b

X : (X,) converge en loi vers X

~

ND ol
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: (X,,) converge en probabilité vers X

X, 25 X (X,) converge presque stirement vers X

i.s. : infiniment souvent ; pour une infinité de valeurs

p.s. : presque sirement (avec probabilité 1)

p.p. : presque partout (sauf sur un ensemble de mesure nulle)
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Chapitre 1

Compléments d’analyse

1.1 La droite réelle achevée

On ajoute deux points a R que I'on note —oco et +o0o. On définit ainsi la droite réelle
achevée R = R U {—o0; +0o0}. Notons (z) = arctanz pour x réel ¢(+oo) = /2 et

P(—o0) = —m/2.

Homéomorphisme de (R, d) dans [-7 /2, 7/2]
1.5 T T

T R

-1 Lk i

-1.5 : :
-10 -5 0 5 10

Pour z,y dans R, on note d(z,y) = |[¢(z) — 1 (y)|. Il n’est pas tres difficile de vérifier que
pour tous z,y, z dans R, on a

— d(z,2) < d(z,y) + d(y, 2),

— d(z,y) =0 <= x =1y,

— d(z,y) = d(y, z).
On dit alors que (R, d) est un espace métrique.

Définition. Si (z,),>1 est une suite a valeurs dans R, on dit que (x,) converge vers x si
d(x,x,) tend vers 0.

Remarque 1.1. ¢ réalise un homéomorphisme croissant de (R, d) dans [-%, 5] (homéo-
morphisme réciproque est bien stir le prolongement de la fonction tangente).

Corollaire 1.2. De toute suite (a,) a valeurs dans (R,d), on peut extraire une sous-suite
convergente.



CHAPITRE 1 : Compléments d’analyse

Démonstration. Comme 1(a,) est a valeurs dans lintervalle compact [—7, 7], il existe

T T

donc une suite (¢(n)), d’entiers strictement croissante et y € [—3, 5] tels que ¥(ay,))
tend vers y. Par continuité de ¢, (ay,)) tend vers ¢~ (y).

Soit une suite (z,,),>1 a valeurs dans R. On peut vérifier que

1. (zn)n>1 converge vers le réel ¢ dans R si et seulement si elle converge vers ¢ dans
R,

2. (xp)n>1 converge vers +oo dans R si et seulement si elle tend vers +oo lorsque n
tend vers l'infini,

3. (xp)n>1 converge vers —oo dans R si et seulement si elle tend vers —oo lorsque n
tend vers l'infini.

On peut prolonger la relation d’ordre “<” sur R, en disant que sont vraies les relations
“—oo < 07 et “4 < 400” pour tout £ € R ainsi que “—oco < +00”. On peut alors énoncer le
théoréme suivant.

Théoréme 1.3. Toute suite monotone de (R, d) converge.

Démonstration. On va le prouver pour une suite croissante. Si la suite est constante égale
a —oo, elle converge. Sinon, a partir d'un certain rang, elle est a valeurs dans | — oo, +o0],
donc on peut se ramener au cas ou elle est a valeurs dans | — oo, +o0]. Maintenant, si
elle contient 400, elle est constante a partir d'un certain rang, donc elle converge. On
s’est donc finalement ramené au cas ou la suite est a valeurs réelles : si elle est croissante
et majorée, alors elle converge dans R, alors que si elle est croissante non majorée, elle
converge vers -+o0. O

1.2 Limite supérieure

1.2.1 Limites supérieures, inférieures d’une suite

La limite supérieure d’une suite (a,,) a valeurs dans R est définie par

lim ap:= lim sup a.

Cette limite existe bien (dans R) car la suite (v, ) définie par v,, = 21;1) ay, est décroissante.
=N

De méme, la limite inférieure d’une suite (a,,) a valeurs dans R est définie par

lim a,:= lim inf a.
n——+o0o n—+oo  k>n

Cette limite existe bien (dans R) car la suite (w,,) définie par w,, = inf a; est croissante.
k>n

Exemple: 1) Considérons a,, = (—1)". On voit que pour n pair, n = 2p, ag, = 1 tandis

que pour n impair, agp+1 = —1. Ainsi, pour tout n > 0, on obtient 21>1p ar = 1 et donc
=N

lim ap = 1. De méme, pour toutn > 0,ona inf ay=—1etdonc lim a, = —1.
n—>+00 k>n n—-+oo

2) Supposons que a,, = 2"(;721“ Il est aisé de voir que lim as,, = 2 tandis que lim as,, 11 =

—2. Ainsi, lim a, = 2tandis que lim a, = —2. On peut remarquer qu’ici, contrai-
n—-+oo n—-+00
rement a ce qu'on observait dans 'exemple précédent, les limites inférieure et supérieure

ne sont pas des valeurs prises par la suite. En effet, on a pour toutn : —2 < a,, < 2.

2



1.2 Limite supérieure

Lemme 1.4. Soient (x,,),>1 une suite d valeurs dans R, et f une fonction croissante continue
de (R, d) dans (R, d). Alors,

sup{ f(x;);i > 1} = f(sup{x;;i > 1}).

Démonstration. La suite (max{z;; 1 <i < k}); converge vers sup{x;;i > 1} lorsque k tend
vers I'infini. Donc par continuité de f, la suite
(f(max{x;;1 < i < k})), converge vers f(sup{z;;i > 1}). Or

i)
1} lorsque k tend vers I'infini. Finalement, on obtient I'égalité voulue : sup{ f(x;);i > 1} =
f(sup{z;;i > 1}). O

Définition. On dit que a € R est une valeur d’adhérence pour la suite (ay,), S'il existe une

sous-suite n telle que i n) = Q.
(ap(n)) que M dpp) = a

Théoreme 1.5. 1.  lim ay, est la plus grande valeur d’adhérence de la suite (a,)
n—+00

dans R.

2. lim a, est la plus petite valeur d’adhérence de (a,,) dans R.
n—-4o00

Démonstration. Nous faisons la démonstration pour la limite supérieure et laissons au lec-

teur le soin d’adapter cette démonstration pour la limite inférieure. Posons / = Tim ay,
n—-+o0o

et, comme précédemment v, = 21;10 ar. Montrons d’abord que toute valeur d’adhérence
>n

a de (a,) vérifie a < /.

Soit a = lirf ag(ny une valeur d’adhérence. Si a = —oo ou { = 400, il n’y a rien & mon-
n—-+0o0

trer. Sinon, prenons ¢ > 0. Il existe N tel que n > N entraine v, < /+¢, etdoncay < {+¢
pour k£ > N. Comme ¢(n) tend vers l'infini, il existe une constante M telle que n > M
entraine ¢(n) > N. Finalement on a ay,) < ¢+ ¢ pour n > M, d'olt a < £ + e. Comme &
est quelconque, on a a < /. Il reste & montrer que / est valeur d’adhérence.

On pose ¢(1) = 1. Pour ¢(z) = arctan(z), on définit par récurrence

#(k +1) = inf {n > o(k) + LY (vgy+1) = Y(an) > V(vgr)+1) — 1/k} )

qui est bien défini, car sup ¢(a,) = ¢ sup a, |, d’apres le lemme [1.19| (¢) est un
n>¢(k)+1 n>¢(k)+1
homéomorphisme, donc continu). Pour £ > 1, on a

V(Vgy+1) = V(agrt1)) = V(Vpy+1) — 1/k,

ce qui montre que t(ay)) tend vers ¥(?), et donc, comme )~! est continue, que (k)
tend vers /. O

Théoréme 1.6.

1. Tim an=sup{z € R;{n > 1;a, > x} est infini}.

n—-4o00

2. lim a, =inf{z € R;{n > 1;a, < x} est infini}.
n—+oo
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Démonstration. Cette fois encore, nous ne prouvons le résultat que pour la limite supé-
rieure. Supposons que x soit tel que {n > 1;a,, > x} est infini. On peut extraire de cet
ensemble une suite (¢(n)) strictement croissante d’entiers telle que (ay(,,)) converge vers

z € Ret ag(ny = T pour tout n. Comme @ ay, est plus grande que toutes les valeurs
n—-+0o0

d’adhérence, on a donc

lim a,>2z>x.
n—-4o0o

En prenant le supremum sur tous les z tels que {n > 1;a,, > x} est infini, on obtient

lim a, >sup{r € R;{n > 1;a, > z} est infini}.
n—+oo

Raisonnons maintenant par 'absurde et supposons que

(= Tm a,>S=sup{zr<cR;{n>1;a, >z} estinfini}.

n—-+oo

Soit ¢ > 0 tel que ¢ > S + ¢. Comme / est la plus grande valeur d’adhérence de (a,,), ¢ est
la limite d’une suite extraite (aq(,)). Pour n assez grand, on a ay(,,) > S +z¢, ce qui entraine
que I'ensemble des n tels que a,, dépasse S + ¢ est infini, ce qui contredit la définition de
S. O

Théoréme 1.7. Une suite (a,) a valeurs dans R converge si et seulement si

lim a,= lim ap Onaalors lim a,= Iim a,= lim a,.
n—-+o0 n—-+o00 n—-+00 N— 400 n——+o0o
Démonstration. Si lim a, = lim a, = +o0, alors pour tout z € R, {n > 1;a, < z}
n—-+00 n——+o00
est fini, ce qui montre que a,, tend vers +oco. De méme, si lim a, = lim a, = —o0,
n—-+00 n——+o0o

alors pour tout z € R, {n > 1;a,, > x} est fini, ce qui montre que a,, tend vers —oc.

Passons au casol lim a, = lim a, =/ € R. Soite > 0. Comme
n—+o0o n—+o0o

Iim an, =sup{z € R;{n > 1;a, > z} est infini} = ¢ € R,
n—+oo

I’ensemble des entiers n tels que a,, > ¢ + ¢ est fini. De méme, comme

lim a, =inf{z € R;{n > 1;a, < 2} estinfini} = ¢ € R,
n—-+00

I'ensemble des n tels que a,, < ¢—¢ est fini. Finalement, 'ensemble des n tels que |a,,—¢| >
¢ est fini. Ainsi, pour tout € > 0, a partir d’'un certain rang, |a,, — ¢| < ¢ ce qui montre que
a, tend vers /.

Réciproquement, si (a,) converge vers € R, lim a,et Iim a, sont égales a ¢

n—+o00 n—+o0o

puisque ce sont des valeurs d’adhérence de (a,), et que ¢ est la seule valeur d’adhérence
de la suite (ay ). O

Théoréme 1.8. Soient (u,) et (u},) deux suites vérifiant u,, < u}, pour toutn. Ona lim u, <
n—+oo

lim w,et lm w,< lm u.
n—-+oo n—-4o0o n—-400



1.2 Limite supérieure

Démonstration. Pour tout n, on a SUD uy, < sup u)., d’'ot la premiére inégalité en faisant
>n >n

tendre n vers +oo. Pour tout n, on a inf w; < inf wuj, d’'ol la seconde inégalité en

k>n k>n
faisant tendre n vers +oo. O

Corollaire 1.9. Soit ¢ € R. On suppose que pour tout £ > 0,

lim w,>/f—¢c et Iim wu, </l+e.
n—+00 n—>+00

Alors, (uy,) converge vers /.

Démonstration. On a

l—e< lm u, < Nm u, <{l+e.

n—-+00 n——+00

Comme cela est vrai pour tout € > 0, on fait tendre ¢ vers O et on obtient

(< lim wu, < lim u, </

n—+00 n——+00

Le résultat découle du théoréme O

1.2.2 Limites supérieures, inférieures d’ensembles

Si (Ay)n>0 est une suite d’ensembles, on définit

+oo  +oo
lim A,:= N U A
n——4o0o n=1 k=n
et
i +oo +oo
lim A,:= U N Ag.
n——+o0 n=1 k=n

La limite supérieure d’une suite d’ensembles est 'ensemble des points qui appartiennent
a une infinité de ces ensembles, tandis que la limite inférieure d’une suite d’ensembles est
I'ensemble des points qui appartiennent a tous ces ensembles a partir d'un certain rang.
Nous laissons le soin au lecteur de prouver ce résultat en exercice. Notons I'analogie avec
les limites supérieure et inférieure de suites réelles : on remplace le supremum par la
réunion et I'infimum par I'intersection.

En probabilité, nous étudierons des suites de fonctions a valeurs réelles, appelées “va-
riables aléatoires”, qui sont définies sur un espace €2, appelé “espace d’état”. Nous adop-
tons donc dés maintenant ces notations et considérons des fonctions X,, : 2 — R. Ainsi,

dire que {n : X, (w) > M — ¢} est infini revient a dire que w € lim {w: Xnp(w) >

n—-+o0o
M — ¢}. On en déduit que
{w ;0 lim Xp(w) > M} = N lim {w:X,(w)>M—c}. (1.1
n—+00 e>0 potoo

Par ailleurs, dire que “{n : X,,(w) > M + ¢} est fini” revient a dire qu’a partir d’un certain
rang, on a X,,(w) < M + e. Donc si w est tel que 'ensemble {n : X,,(w) > M + £} est fini,

alorsw e lim {w: X,(w) < M + ¢}. On en déduit que
n—+oo

{w : lim Xp(w) < M} = QO lim {w:X,(w)<M+e}. (1.2)

n——+o00 n—+00

5
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Si on remplace X,, par — X, et M par —M dans (1.9), on obtient :

{w: lim —Xn(w)S—M}— N lim {w:—-X,(w)<—-M +¢},
&>

n——+o00 0 n—d4oo
soit
{w ¢ lim X, (w) > M} = N lim {w:X,(w) > M —c}. (1.3)
n—-+oo e>0 n—+oo

Et en passant aux complémentaires dans (1.9) et (1.10), on a

{w o lim Xp(w) > M} = U lim {w:Xp(w)>M+¢e} (1.4
n—+o00 >0 postoo
et
{w Clim X (w) < M} — U Im {w:X,w) <M-—e). (L5
n——+o00 e>0 pos+too

Si on fait maintenant subir a la formule (1.8)) les mémes transformations qu’a (1.9), on
obtient trois nouvelles formules (a écrire en exercice). Remarquons qu’on peut remplacer
dans toutes les formules précédentes £ > 0 par ]lj avec p € N*.

1.3 Exercices d’analyse

1.3.1 Exercices de la série 1

Exercice 1. Etudier la convergence de chacune des séries de terme général u,, suivant :

_ (nP41)2" —n?
a) Un—ﬁ: d) un=(1+%)n.
2_ n? _ 2n+1
b) u, = (%) , e) up = nZ(?H_l)Q'

c) u, = (1 + %)nZ e ",

Exercice 2. Etudier la nature et calculer éventuellement la somme des séries suivantes :

+o0 +oo
a) Y. ———. En déduire la conver- d > 100 (§)n et calculer cette
=y n(n=1) n=10 9
+00 somme.
gence de la série Y- L. Yoo )
e, R .
. n e) nzzjl arctan y———. (Indication
1
b) n;1 Ty nratD)> Avec a € R, a # pour a,b € R avec ab > —jibon a
0,-1,... arctan a — arctan b = arctan 1+ab)'
—+00
14n—18
DRI & T

Exercice 3. On suppose que la suite (uy,),>0 est telle que u,, — 0 lorsque n — 400 et on
pose, pour n > 0 : v, = ugy, + ugyr1. Montrer que les séries de terme général u,, et de
terme général v,, sont de méme nature et ont méme somme.

Application : montrer la convergence de la série des (log (1 + %)) ="
n>

o +o0o +00
Exercice 4. Soit (ay, )n>1>1 une suite double d’élémentsde R .. Montrerque 3. > apk =
- - n=1 =
+oo 400
Z Qn, k-
k=1 n=1



1.3 Exercices d’analyse

Exercice 5. Soient v > —1, « et 3 strictement positifs. Etudier la convergence de l'inté-
grale suivante a 'aide de I'étude de la série associée :

+oo x'y d
[3 1+ z%|sinx|f v

Indication : on rappelle que pour x e [—7/2,7/2], on a 2|z| < |sinz| < |z|. Montrer de
plus que la série de terme general " converge si et seulement si a > 1.

1.3.2 Exercices de la série 2

Exercice 6. Dans tout I'exercice, o désigne un réel quelconque. Discuter la convergence
des intégrales suivantes :

1. f()l sin(;r) d: 5. flx C(;s(”c dz: 9. fOJroo log(i-;zZ) da:
2. f) ”25;’” 6. Jo 5= da; 10. f;oo loslen) g,
3. [y COS((;E 7. i % dx; 11. [(F* e *(logx) dx;
4. fl = SIE 2) dx; 8. ff'oo 710g(£12+x) dx; 12. f1+°° e Tx 1 dg.

Exercice 7. Soit (z,,) une suite a valeurs dans {0;1}. Quelles sont les valeurs possibles
pour la limite supérieure et la limite inférieure de la suite (x,)? Caractériser par une
phrase en francais les différentes issues.

Exercice 8. 1. On pose a, = (—1)"(1 + ).

Déterminer lim a,et lim ap.
n—+o0o n——+o00

2. Soit f une fonction continue croissance de R dans R. Donner une expression simple

de lim flas)et Tm flay):

n—-+oo n——+o0o
3. Méme question lorsque (a,,) est remplacée par une suite dont la limite supérieure
est 1 et la limite supérieure est —1

Exercice 9. Soit (a;, i € I) une famille non vide d’éléments de R.
1. Démontrer que inf (a;, i € I) = —sup (—ay, i € I).
2. Soit a un élément de R. Démontrer que
inf (¢ +a;, i€ 1) =a+inf (a;, i € I)
et en déduire que

sup (a+a;, 1 € I) = a+sup (a;, i € I).

Exercice 10. Démontrer que lim a, =— lim (—a,), pour toute suite (a,),>1 d’élé-
n—+o00 n——+o0o N

ments de R.

Exercice 11. Soit (ay,)n>1 et (by)n>1 deux suites dans R.

1. Démontrer que

n—-+00 n—-+0o0o n—-+0o0o

Montrer que I'inégalité peut étre stricte.

7
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2. On suppose que (ay),>1 converge dans R. Démontrer que

ng%oo (an +bn) = nLi\IJIrlOO an + ng%oo by,.
Exercice 12. 1. Pour n > 1, on pose H, = fj % Par la méthode de votre choix,
montrer que H, ~ logn. =
2. Soit f une fonction continue sur [0, 1].
Pour n > 1, on pose S,, = i % f (%). Apreés avoir justifié 'existence d'un o > 0 tel

k=1
que |f(0) — f(k/n)| < e pour 0 < k < an, montrer que

— S, — f(0)H,
T AL

n—-+0oo Hn
Conclure.
n
3. Donner un équivalent de »  —— lorsque n tend vers l'infini.
sin &
k=1 n

Exercice 13. Série de Dirichlet.
Soient (u,),>1 une suite de réels, x,y des réels avec y > x. Montrer que si la série de
terme général >% converge, alors la série de terme général % converge.

Exercice 14. Suites sous-additives (lemme de Fekete) (voir [4]).
Soit (un)n>1 une suite vérifiant

vnvp 2 1 Un+p S Unp, + Up.

Le but de l'exercice est de montrer que “» converge vers inf .
n>1

1. Soit k£ un entier naturel non nul fixé, » un entier entre 0 et k¥ — 1. Montrer que

Ukn+r nug U 4 : : Ukn+r Uk
nk+r < nk+r nk-r‘rr' En déduire nEToo nk-+r < k

2. Montrer que lim %2 < infj>; %-.
n—-+o0o -

3. Conclure.

4. Application 1. Pour A € M, (R), on pose |||A]|| =  sup Ayl

. Montrer que la
yeR™\ {0} [IYlleo

suite ||| A”|||*/" converge vers un réel positif,

5. Application 2. Soit F une partie finie de R?. On note A, Iensemble des suites
(ug,...,uy) qui vérifient
—u el
— uj+1 —u; € Epourtout: € {1,...,n—1}
— i — uy; est injective
Montrer que la suite | A,|'/™ converge vers un réel positif.

Exercice 15. Soit (ay)n,>1 et (by)n>1 deux suites de réels telles que, pour tout n > 1,

anp > 0,b, >0et lim (a,)"” =a >0, lim (b,)" = b > 0. Soient p,q > 0 avec
n—-+o00 n—-+o0o

p+ q = 1. Déterminer lim (pa, + qb,)".

n—-4o0o



Chapitre 2

Un peu de théorie de la mesure

La théorie des probabilités décrit les événements comme des parties d'un ensemble
Q) représentant tous les résultats possibles a priori — méme s’il peut s’avérer ensuite que
certains n’arrivent jamais. Remarquons bien qu’il n’est pas possible de modéliser un phé-
nomene aléatoire quelconque si 'on ne connait pas les résultats possibles a priori. Afin
d’étudier les probabilités, ce qui est notre but, on a besoin des fondements de la théorie
de la mesure. Ceci est 'objet de ce chapitre.

Soit 2 un ensemble. Pour tout A C €2, on note A€ le complémentaire de A dans 2 :

A ={z e Qo ¢ A}

2.1 Tribus

On rappelle que P(£2) désigne 'ensemble des parties de 2. De plus, dire que A C P(2)
est équivalent a dire que A € P (P(Q2)).
2.1.1 Axiomes de base

On dit qu'une partie A C P({2) est une tribu si elle vérifie les propriétés suivantes :
1. oA
2. VAec A, A° € A.

“+00
3. Pour toute suite (4;);>; d’éléments de A, on a 'Ul A; € A
1=

Remarquons qu’une tribu correspond a toute I'information disponible.

2.1.2 Propriétés

Les propositions suivantes sont alors des conséquences relativement faciles des axiomes
de base :
— Qe A

—+o00
— Pour toute suite (4;);>1; d’éléments de A, on a ‘ﬂl A; € A
1=
n
— Soit n > 1. Pour toute suite (A;);>; d’éléments de A, on a 'U1 A; e A
1=
n
— Soit n > 1. Pour toute suite (A4;);>; d’éléments de A, on a Ol A; e A
1=

Remarque 2.1. Une partie A C P() est une tribu si elle vérifie les propriétés suivantes :
1. Qe A
2. V(A,B)e Ax A, (ACB)= (B\Ac A).
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3. V(A,B)e A2, AUBEe A
“+o00
4. Pour toute suite (A;);>1 d’éléments de A deux a deux disjoints, on a ‘U1 A; € A

1=

Nous laissons la démonstration de ce résultat en exercice au lecteur:

2.1.3 Sous-tribus

Si A est une tribu et si la partie B C A est une tribu, alors on dit que 5 est une
sous-tribu de A[ll

2.1.4 Opérations sur les tribus
Intersection de tribus

Proposition 2.2. Soient € un ensemble et T un ensemble de tribus sur QEI On suppose que T'
est non vide. Il peut étre fini ou infini, y compris infini non dénombrable. Alors B = AﬂT A
€

est une tribu.

Démonstration. 11 suffit de vérifier les trois axiomes de base des tribus.
— VAeT,onawc A Donc @ € AﬂT A=B.
€

— Soit A € B. On doit montrer que A° € B. Soit A € T. Comme on sait que A € A
et que A est une tribu, donc A¢ € A. Comme ceci est vrai pour tout A € 7', on a

Ace N A=E5.
AeT
— Soit (4;);cr une famille dénombrable d’éléments de B. On doit montrer que ‘UI A; e
1€
B. Soit A € T. Comme les A; sont dans A et A est une tribu, on a ‘UI A; € A
1€

Ceci étant vrai pour tout A € T, on obtientque U A; € N A=5.
i€l AET
O

Tribu engendrée par une famille de tribus

Soit (A;)icr une famille de tribus sur €. L'ensemble des tribus contenant toutes les
A; est non vide, puisque P(Q2) est une telle tribu. D’apres le résultat énoncé ci-dessus,
I'intersection de toutes ces tribus est une tribu. Par construction, cette tribu est la plus
petite tribu (au sens de l'inclusion) contenant toutes les tribus .4;. On la note

O‘(AZ';Z' S I).

Notons que la tribu engendrée par une tribu est la tribu de départ : o(A) = A.

Tribu engendrée par une famille d’ensembles

Soit (A;);cs une famille de parties de €.
Pour tout 7, la plus petite tribu contenant A; est la tribu A; = {9, A;, AS, Q}. Ainsi, la plus
petite tribu contenant tous les ensembles A; est

O'(Ai;iEI).

1. Une erreur classique a ne pas commettre : si 3 est une sous-tribu de A, et B C A avec A € A, alors
rien ne permet d’affirmer que B € B ni que B € A.
2. T est donc un ensemble d’ensembles d’ensembles inclus dans 2.

10



2.1 Tribus

On note cette tribu o(A;;¢ € I). On peut remarquer que
o(Aiic€l) =0 ( u AZ->.

2.1.5 Tribu borélienne, fonctions mesurables

Soient (A, A) et (B, B) deux espaces mesurables, c’est-a-dire des espaces munis d’une
tribu. On dit qu'une application f de A dans B est mesurable de (A, .A) dans (B, B) si quel
que soit X € B, son image réciproque f~!(X) est dans A.

Commencons par une remarque simple. Si f : A — B est une fonction (A, A) — (B, B)
mesurable (c’est-a-dire f est mesurable de (A, .A) dans (B,B)) etsig: B — C est (B,B)—
(C,C) mesurable, alors g o f est (A, .A) — (C,C) mesurable.

Théoréme 2.3 (Théoreme fondamental de la mesurabilité). Soit f une application quel-
conque d’un ensemble Q dans un ensemble €. Alors

1. Pour toute tribu T sur Y, f=(T) est une tribu sur ),
o fTHT)={f"YT): TeT}
2. Pour tout A € P(P()), onao(f~1(A)) = f~(c(A)).
On appelle o(f~1(A)) = f~Y(0(A)) la tribu image de A par f.

Démonstration. 1. Vérifions que f~1(T) satisfait les axiomes d’une tribu.
—oef Y T)caro=fl(@)etzecT.
— Soit A € f~Y(T). Il existe B € T avec A = f~(B).
On a alors A°¢ = (f~Y(B))¢ = f~(B¢). Comme B¢ € T, on trouve donc A¢ €
F7HT).
— Soit (4;);>1 une suite d’éléments de f~(T).
Pour tout i, il existe B; € T avec A; = f~!(B;). Ona

oo oo -~ -~ o0
B oa= T urmn=-r( 5 n).

. “+oo +oo
Or on sait que AU1 B; € T donc _U1 Aie f7HT).
1= 1=

2. Comme A C o(A), on adonc f~1(A) C f~'(c(A)), puis
a(f7H(A) Ca(f(o(A) = f 1 (o(A)),

ol I'égalité provient de la premiére partie du théoréme. Il reste & montrer que f~!(c(A)) C
o(f~1(A)). Notons
C={X €a(A); fH(X)ea(fH(A)})

Il n’est pas difficile de démontrer que C est une tribu (laissé en exercice). Mais C contient
A, donc C est égale a o(.A) tout entier, ce qui montre I'inclusion voulue. O

Sl n’y a pas d’ambiguité sur la tribu B de 'espace d’arrivée, on note o(f) la tribu
f~1(B); Cest la plus petite tribu A sur § telle que f soit une application mesurable de
(Q,.A) dans (€', B). On dit que c’est la tribu engendrée par I'application f. On peut noter
que f : (9, A) — (€, B) est mesurable si et seulement si la tribu f~!(B) est incluse dans
A.

Corollaire 2.4. Soient (A, A) et (B, B) deux espaces mesurables et C C B tel que B = o(C).
Une application f de A dans B est mesurable de (A, A) dans (B, B) si quel que soit X € C,
son image réciproque f~'(X) est dans A.

Définition. Si A est un ensemble muni d’une topologie, on appelle tribu borélienne de A et
Uon note B(A) la tribu engendrée par les ouverts de A.
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Remarque 2.5. Lorsque Uensemble d’arrivée d’'une fonction est (R, B(R)), on parle fréquem-
ment d’application mesurable sans préciser Uespace d’arrivée.

Corollaire 2.6. Soient A et B deux espaces topologiques. Toute application continue de
(A,B(A)) dans (B, B(B)) est mesurable de (A, B(A)) dans (B, B(B)).

On peut méme énoncer un résultat un peu plus fort.

Corollaire 2.7. Soient A et B deux espaces topologiques. On suppose que (A;);cr est une
partition dénombrable de A par des ensembles de B(A). On suppose que f est une application
de A dans B telle que pour tout i, la restriction f; de f a A; est une application continue.
Alors, f est mesurable de (A, B(A)) dans (B, B(B)).

En prenant A = R, on a en particulier que les applications continues par morceaux sont
mesurables.

Démonstration. Soit O un ouvert de B. On a f~1(0) = .U] f71(0). Or, pour tout i € I,
1€

£ 1(O) est un ouvert de A;, c’est-a-dire l'intersection de A; et d’un ouvert de A : cest
donc un borélien de A. Par réunion dénombrable, f~1(O) est encore un borélien de A.
Comme les ouverts de B engendrent la tribu borélienne de B, le corollaire |2.4] permet de
conclure. O

Théoréme 2.8. La tribu borélienne de R? est également la tribu engendrée par les pa-
vés ouverts de R? dont les cotés ont des extrémités rationnelles : les ensembles de la forme
d
I ]ai, bi[, avec a; < b; et a;, b; dans Q.
i=1
Démonstration. Soit 7 la tribu engendrée par ces pavés : 7 C B(R?) car ces pavés sont
eux-mémes des ouverts de R?. Pour obtenir I'inclusion réciproque, il suffit de montrer que
chaque ouvert O de R? est dans 7. Soit donc O un ouvert non-vide de R%. Soit 2 € O :
il existe ¢ > 0 tel que z+] — ¢, +¢[?C O. Comme Q est dense dans R, on peut trouver
des rationnels a;(x) et b;(z) avec z; — ¢ < ai(z) < z; < bi(zr) < z; + €. Posons alors
d
U(x) = [l Jai(x),bi(z)[. Ona

O= U U(x).
x€0
On peut définir une relation d’équivalence sur O par u ~ v si et seulement si U(u) = U(v).
Evidemment, application U passe au quotient, et on peut écrire

o= U U(x).

z€0/r~ (.T})
Mais O/ ~ est au plus dénombrable car U est & valeurs dans Q%¢ qui est dénombrable.
Ainsi, O est réunion dénombrable d’éléments de 7, donc O est dans 7. O

Remarque 2.9. Pour le lecteur n’‘appréciant pas le passage au quotient, voici une autre dé-
monstration du résultat précédent (pour montrer que O est dans T).
Notons P Uensemble des pavés ouverts de R? & extrémités rationnelles. On a alors

U
Ue{U(z): z€O}

Comme {U(z) : = € O} C P qui est dénombrable, cela prouve bien que O est réunion
dénombrable d’éléments de T, donc O est dans T .

On peut en déduire aisément que la tribu borélienne de R est engendrée par les en-
sembles de la forme | — oo, a[, ot a décrit R (ou Q).
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Corollaire 2.10. Soient (A, A) un espace mesurable, f une application de A dans R. Si
pour tout a € R, Uensemble f~1(] — oo, a[) est dans A, alors f est mesurable de (A, A) dans

(R, B(R)).

On note dans la suite V(A, A) I'ensemble des applications mesurables de (A, .A4) dans
(R, B(R)). De méme, on note V(A, A) 'ensemble des applications mesurables de (A, A)
dans (R, B(R)) et V1 (4, A) 'ensemble des applications mesurables de (A, A) dans (R, B(R4)).

Tribu produit

Définition. Soient (2, A) et (', B) deux espaces mesurables. On appelle tribu produit sur
Q x Q' la tribu engendrée par les ensembles A x B € A x B. On note A ® B cette tribu.

Remarque 2.11. Si m; est Uapplication de Q2 x € dans Q qui a (z,y) € Q x Q' associe
m1(x,y) = z, alors m; (la projection sur la premiére coordonnée) est une application (2 x
O A® B) — (9, A) mesurable.

Eneffet,siAc A i (A)=AxQ c AxBC AR B.

De méme, si o est Uapplication de Q2 x Q' dans ' qui a (z,y) € Q x ' associe wo(x,y) = v,
alors o (la projection sur la deuxiéme coordonnée) est une application (2 x ', A® B) —
(€, B) mesurable.

Théoreme 2.12. On suppose que A = o((A;)icr) et B = o((Bj)je.). On suppose en outre

qu'il existe I' et J' dénombrables avec I' C I, J' C J et tels que Q = UI Ajet Q) =
el

jéJJ/ Bj. Alors A® B = o((A; X Bj) i jerxJ)-

Démonstration. Notons O la tribu engendrée par les (A; X Bj)(; jyerx.s- Pour A C Q, on
note C4 = {B € B: A x B € O}. Montrons que pour tout i € I, C4, = B. Comme Cy4,
contient les B; qui engendrent B, il suffit de voir que C4, est une tribu. On a 4; x @ =
@ € O. De méme, il est facile de voir que Cy4, est stable par réunion dénombrable (laissé
au lecteur). On en déduit que ' = Ujc 7 B;j € C4,. Pour B € Cy4,, on a A; x (V\B) =
(AixQY)\(A; x B) € O, d’ot B¢ € C4,.Ca, est donc bien une sous-tribu de B : elle contient
les B; qui engendrent B : c’est 5. Notons D = {A € A : C4 = B}. En procédant comme
précédemment, le lecteur montre (laissé en exercice) que D est une sous-tribu de A. Mais
D contient les A;. Comme les A; engendrent A, on a D = A, ce qui signifie que pour tout
(A,B) e Ax B,ona A x B € O. En considérant les tribus engendrées, ona A® B C O.
L’inclusion réciproque est évidente. O

Théoréme 2.13. Soient f une application de 3 dans 1, g une application de 23 dans €.
On définit une application F' : Q3 — Q; x Qg par F(z) = (f(x), g(x)). L'application F' est
(Q3,C) — (21 x Q2, A® B) mesurable si et seulement si f est (Q23,C) — (21, .A) mesurable et
g est (Q3,C) — (Q2, B) mesurable.

Démonstration. La condition est nécessaire car f =m0 Fetg=moo0 F.

Ainsi lorsque F est (23,C) — (1 x Q9, A ® B) mesurable, comme 7 est

(1 x Q2, A® B) — (21,.A) mesurable, f est mesurable en tant que composée d’applica-
tions mesurables. Pour les mémes raisons, g est mesurable. Supposons maintenant que
f est (Q3,C) — (21,.A) mesurable et g est (Q3,C) — (Q2, B) mesurable. Intéressons-nous
maintenant a F.

Soit Ax BE€ AxB.OnaF 1(AxB) = f"'A)Nng !(B). Comme f et g sont mesurables,
f~Y(A) et g71(B) sont dans C, donc leur intersection aussi. Ainsi pour tout A x B € A x B,
ona F~'(A x B) € C. Mais les ensembles A x B € A x B engendrent A ® B3, donc F est
bien (Q3,C) — (1 x Q9, A ® B) mesurable. O
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CHAPITRE 2 : Un peu de théorie de la mesure

Théoréme 2.14. Soient (1, F1), (Q2, F2), (23, F3) trois espaces mesurables. L’application
U ((Q xQ2) xQ3) — Q1 x (Q2xQ3) quia ((x,y), z) associe (z, (y, z)) est bi-mesurable de
(21 x Q2) x Q3, (F1 @ F2) @ F3) vers (21 x (22 x Q3), F1 @ (F2 ® F3)). Ainsi les deux tribus
(F1 @ F2) ® F3 et F1 @ (Fa ® F3) peuvent s’identifier et on notera simplement F; @ Fa ® F3
cette tribu sur 1 x Qo x Q3.

Démonstration. En utilisant le théoreme |[2.12} on voit que les ensembles
(A x Ay) x Ag et A; x (A2 x A3) engendrent respectivement les deux tribus considérées.
Le corollaire 2.4 permet alors de conclure. O

L’extension du théoréeme [2.14| au produit d'un nombre fini quelconque d’espaces me-
surés se fait alors aisément par récurrence.

Théoréme 2.15. Pour tout entier d > 2, on a
B(R?Y) = B(R)®.
Démonstration. 1l nous suffit de montrer que pour tout d > 1, on a l'identité
BRI = B(RY) ® B(R), puis de conclure par récurrence. Or, d’aprés le théoréme
d
la tribu B(R?) est la tribu engendrée par les ensembles A de la forme [] ]a;, b;[, avec
i=1

a; < b; et a;,b; dans Q, tandis que B(R) est la tribu engendrée par les ensembles B de la
forme Jagi1,bq+1[, avec agi1 < bgy1 et agy1,bgr1 dans Q. D’apres le théoréme [2.12] les
produits A x B engendrent la tribu B(R?) @ B(R). Or ces ensembles sont exactement les

d+1

ensembles de la forme [] Ja;,b;], avec a; < b; et a;,b; dans Q, qui, toujours d’apres le
i=1

théoreme engendrent la tribu B(R4*1). O

Théoréme 2.16. Soit f, g des applications mesurables de (2, A) dans (R, B(R)) et G une ap-
plication mesurable de (R?, B(R?)) dans (R, B(R)). Alors H définie par H(z) = G(f(z), g(x))
est mesurable de (€2, A) dans (R, B(R)).

En particulier, les choix G(z,y) = = + y et G(x,y) = xy nous disent que f + g et fg sont
mesurables de (2, A) dans (R, B(R)).

Démonstration. Avec les notations du théoreme H = G o F car on sait que B(R?) =
B(R)®B(R). Pour les cas particuliers de fonctions G données dans I'énoncé, notons que G
étant une application continue de R? dans R, c’est une application (R?, B(R?)) — (R, B(R))
mesurable, ou de maniére équivalente (R?, B(R) ® B(R)) — (R, B(R)) mesurable. Les ap-
plications continues sont mesurables par rapport aux tribus boréliennes associées aux to-
pologies correspondantes. O

2.2 Mesures

2.2.1 Algebres
Définition. On dit qu'une partie A C P(Q2) est une algébre si elle vérifie les propriétés
suivantes :

1. oA

2. VAe A ona A° € A

3. Pour tous A et Bdans A, ona AUB € A.

Remarque 2.17. Il n’est pas difficile de démontrer qu’'une algébre est stable par union finie
ou intersection finie.
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On voit tout de suite que la différence avec la définition d’une tribu est que la stabilité
par réunion dénombrable n’est pas requise. En fait, les tribus sont parfois appelées o-
algebres, la lettre o étant traditionnellement attachée aux propriétés liées a des familles
dénombrables.

Remarque 2.18. En anglais,
— algebre se dit “field”, ou “algebra”.
— tribu (o-algébre) se dit “o-field”, ou “o-algebra”.

2.2.2 Espace mesuré

Soit A une algebre. On appelle mesure sur (2, .4) toute application
pw: A —[0,+o0]

vérifiant les propriétés suivantes :
1. u(@) =0.

“+o00
2. Pour toute suite (4;);>1 d’éléments de A deux a deux disjoints et telle que ‘U1 A; e
1=

A, ona
+00 too
H( Y Ai) = Z; p(Ai).

Dans le cas ot A est une tribu, le triplet (2, A, 1) est appelé espace mesuré.
Etant donné un espace mesuré ({2, A, ), on dira qu'une propriété P(z) est vraie u-
presque partout, noté u—p.p., Ou encore pour u-presque tout z, s’il existe A € A tel que

Vo € Q\A; P(x)

et u(A) = 0.

Pour A et B dans A, on dira parfois que A et B sont égaux u—presque partout pour
signifier que u(AAB) = 0.

Si u(2) < +o0, on dit que o est une mesure finie. S’il existe une suite (A,,) d’éléments

de A avec p(A,) < +oo pour tout n et si Q =

+OO . . .
U1 A;, on dit que p est o-finie.
1=

Proposition 2.19. Soient A une algébre et 1 une mesure sur (2, A). Les propriétés suivantes
sont alors des conséquences relativement immédiates des définitions :

n
1. Pour toute suite (A;)1<i<n d’éléments de A deux a deux disjoints, on a ( 'U1 AZ-> =
1=

> (A,
VA,BE A, (ANB=2)= u(AUB) = u(A) + u(B).
VA, E € Aavec A C E et i(A) < +oo, on a p(E\A) = pu(E) — p(A).
VA,Be A, u(ANB) < 400 = u(AUDB) = pu(A)+ n(B) — u(AnN B).
VA, Be A, ACB = p(A) < u(B).
VA,Be A, u(AUB) < u(A)+ u(B).
VA,Be A, pu(AnNB) < min(u(A), u(B)).
VA,Be A, u(AUB) > max(u(A),u(B)).

0 % NS A D

+00 too
Pour toute suite (A;)i>1 d’éléments de A telle que Aul A;e A onap ( ‘U1 AZ-> <
1= 1=
+oo
> u(4).
1=
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10. Si (A;)i>1 est une suite croissante d’éléments de A (c’est-a-dire que

11.

Vi € N*,  A; C A1) telle que A = j_tjj A; € A, alors la suite (u(A;))ien est

monotone, croissante, et converge vers M(A)_.

Si (A;)i>1 est une suite décroissante d’éléments de A (c’est-a-dire que Vi € N*,  A; 41 C
Ap), avec p(Ay) < +ocetsi A = :rrj A; € A, alors la suite (u(A;))ien est monotone,

décroissante, et converge vers j(A).

Démonstration. 1. II suffit de poser A; = @ pour i > n + 1 et d’appliquer I'axiome 2.

2.
3.

10.

11 suffit d’appliquer la propriété 1 avecn = 2, A1 = A et Ay = B.

Il suffit d’appliquer la propriété 2 avec B = E\A : A et B sont disjoints donc
1(A) + p(B) = p(AU B) = u(E).

Les ensembles A\B, B\ A et AN B sont disjoints et leur réunion est A U B, donc
d’apres la propriété 1, on a

w(AUB) = p(A\B) + u(B\A) + n(AN B)
w(AUB) = (u(A\B)+ p(ANB)) + (u(B\A) + u(AN B))
—u(ANB)
= w(A)+p(B) — m(ANB)

car A\B et AN B sont disjoints, de réunion A, tandis que B\A et A N B sont
disjoints, de réunion B.

. Si A C B, alors B est la réunion disjointe de A et de B\ A.

Donc u(B) = pu(A) + u(B\A) = p(A).

Si pu(A) = u(B) = +oo, alors le résultat est trivial. Supposons donc u(A) < +oo.
Dans ce cas, comme AN B C A, on a par le point précédent que u(ANB) < u(A) <
+oo. Il suffit ensuite d’appliquer la relation 4 en remarquant que u(A N B) > 0.
(AN B) C A, donc d’apres la propriété 5, (AN B) < u(A). De méme pu(ANB) <
w(B). Finalement (AN B) < min(u(A), u(B)).

. A C (AU B), donc d’apres la propriété 5, p(A) < u(A U B). De méme u(B) <

1(A U B). Finalement max(u(A), u(B)) < u(AU B).

n—1
. Posons By = A; et, pour tout n > 2, B, = A, ( 'U1 BZ->. Par construction, les
1=

(Bn)n>1 sont deux a deux disjoints. De plus, on peut montrer par récurrence sur n
que

On en déduit

Donc
400 +oo +o0 too
M( igl Ai) B M( igl Bi) - 121 w(Bi) < 121 HAi)-

Comme A; C Aj+1, 0on a pu(A;) < u(Ai4+1), donc la suite est croissante. Comme on
a pour tout i, A; C A, la suite (u(A4;));>1 est majorée par u(A). Posons By = A; et,
pour toutn > 2, B, = A,\A,—1.On a

n
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et

Ainsi,
n

+00 1o
p) = w( O B)= £ uB)= lm 3B

n—+oo 1=

- lim “(»61 BZ): lim  pu(Ay).

n—-+o00 n—-+o0o

11. On applique le résultat précédent a la suite croissante (A),>; définie par A}, =
A1\ A,.
O

2.2.3 Masse de Dirac

Soit (€2, F) un espace muni d’une tribu. Soit = € €. On appelle mesure de Dirac en x
et on note ¢, la mesure définie par

VAEF 6,(A)=14(x).

Vérifions brievement que §, est une mesure. Il est évident que 0, est a valeurs dans
[0, 4+00]. Soit (A;)n>1 une famille d’éléments de F deux a deux disjoints. Si z n’est dans
aucun des A;, il n’est pas dans leur réunion, et donc on a

400 00
Oz ( ,Ul Ai) =0= ) 0.(4).
i= &1

Si x est dans un des A;, il est dans un unique A;, puisque les A; sont deux a deux disjoints;
ainsi

2.2.4 Mesure de comptage

Soit (2, F) un espace mesurable. On appelle mesure de comptage sur 2 la mesure C
définie par
VAe F, C(A) =4,

ou |A| est le cardinal de A (le nombre d’éléments de A si A est fini, +oo sinon). Vérifions
brievement que C' est une mesure : il est évident que C' est a valeurs dans [0, +oc]. Main-
tenant, soit (A,),>1 une famille d’éléments de F deux a deux disjoints. Si un des A; est
infini, il est évident que

400 400
> C(Ai):+oo:C’( J A,).
=1 i=1
A . . . . 7 . +OO . . . +w
De méme il y a une infinité de A; non vides, .UI A; est infini et la somme > C(A;)
1= 7,:1
+o00
a une infinité de termes qui dépassent 1 donc encore une fois ) C(A;) = +o0 =
=1

“+oo
C ( U Ai>. Reste le cas ou aucun des A; n’est infini et ot seul un nombre fini est non-
i=1

vide : c’est donc une réunion finie d’ensembles finis et alors la formule recherchée est bien
connue.
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2.2.5 Opérations simples

La somme de deux mesures est une mesure; en multipliant une mesure par une
constante positive, on a encore une mesure.
La preuve est simple et est laissée en exercice.

2.2.6 Mesure image

Soient (2, F, ) un espace mesuré et f une application de € dans 2. On considére la
tribu

6(F. f)={AeP@); f(4) € F}.

On appelle mesure image de p par f et on note .y 'application définie sur &(F, f) par

Vérifions que jy est bien une mesure. Il est immédiat que p ¢ prend des valeurs positives,
et up(2) = p(f~1(2)) = uw(@) = 0. Si les (A,),>1 sont des éléments de 5(F, f) deux a
deux disjoints, les f~!(A,,) sont des éléments de F deux a deux disjoints, et on a

(T 0) = w0 T ) )
= S AU = 3 A

donc y¢ est bien une mesure.
Si f est une application qui est mesurable comme application de (2, F) dans (€', G),
py est évidemment définie sur G, puisque G est une sous-tribu de 6 (F, f).

2.2.7 Extension d’une mesure — mesure de Lebesgue

Définition. Soit (2, F, ) un espace mesuré. Lorsqu’il existe un recouvrement dénombrable
de 2 par des sous-ensembles de mesure finie, c’est-a-dire lorsqu’il existe une suite (E,)nen
d’éléments de la tribu, tous de mesure finie, avec

o0

+
Q= U E,
0

n=
n

on dit que [ est une mesure o—finie. Quitte a remplacer chaque E,, par ka E}, on peut

supposer que la suite de sous-ensembles (E,,) est croissante.

On va présenter maintenant un théoréme abstrait qui sera peu employé dans ce cours,
mais qui est important pour fonder les bases de la théorie de I'intégration de Lebesgue.

Théoréme 2.20 (prolongement de Hahn). Etant données une algébre F de parties d’un
ensemble ) et une mesure u sur F, la fonction d’ensemble [ définie sur la tribu o(F) de
parties de §) engendrée par F par

+o00 00
ji(A) = inf <{ Y. w(Ay); pour tout n, A, € Fet AC U1 An}>
n=1 n=

est une mesure sur o(F) qui prolonge . Ce prolongement est unique si y est une mesure
o-finie.
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La preuve de ce théoréme est basée sur le concept de mesure extérieure, développé
notamment par Carathéodory.

Ce théoréme difficile est admis.

Le théoreme suivant ne sera pas utilisé dans ce cours, mais mérite d’étre mentionné
car il est trés pratique dans certains problémes théoriques que le lecteur pourra rencontrer
dans le futur.

Théoreme 2.21. Si u est une mesure finie sur la tribu F et A une algébre engendrant F,
alors pour tout A € F et tout ¢ > 0, il existe A" € A tel que u(AAA") < ¢, ou AAA" =
(AUAHY\ (AN A).

Démonstration. Il suffit de montrer que 'ensemble 7 des A € F tels que pour tout ¢ > 0, il
existe A’ € Atel que u(AAA") < e, est une tribu. Comme AAA’ = A°AA’°, la stabilité par
passage au complémentaire est évidente. Soit (A;,),>1 une suite d’éléments de 7. On pose

A= ngl Ay, et on se donne ¢ > 0. Pour tout n, soit A}, € A tel que u(A,AA}) < 5y

Soit n tel que (A\ k@1 Ak> <¢g/2.0na
M(AA kLiJl A@) < ulaa U Ak> +u< k@ AA U Ak>

n
3 €
< gt gmse

Passons au théoréme d’existence de la mesure de Lebesgue.

Théoreme 2.22. Il existe une unique mesure \ sur (R, B(R)) telle que quels que soient les
réels a et b avec a < b, on ait

— M] = o0,a]) = A(] — 00, a]) = A([b, +<[) = A(]b, +00]) = +o0.

— A(la, 0]) = A(Ja, b]) = A([a,b]) = A([a, b)) = b —a.

— A\({a}) =0.

Cette mesure est appelée mesure de Lebesgue sur R.

Idée de preuve. On définit \ pour les réunions dénombrables d’intervalles (bornés ou pas),
puis on applique le théoréme de prolongement de Hahn. O

Remarque 2.23. )\ est l'unique mesure sur la tribu borélienne telle que la mesure d’un seg-
ment est la longueur dudit segment. En effet, on peut retrouver la mesure de tous les intervalles
a partir de la longueur des segments avec le théoréme de continuité séquentielle croissante.

Corollaire 2.24. La mesure de Lebesgue est invariante par les translations : pour tout boré-
lien A et tout réel t, on a \(A) = (1, 1 (A)), ol 7¢(z) = = + .

Démonstration. Notons p la mesure image de \ par 7. Pour des réels a et b avec a < b,
w([a, b)) = A([a — t,b —t]) = b — a, donc p est la mesure de Lebesgue d’apres le résultat
d’unicité. O

Comme un ensemble dénombrable est réunion dénombrable de singletons, notons que
tout ensemble dénombrable est de mesure de Lebesgue nulle. Par exemple, 'ensemble des

rationnels est de mesure nulle.
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2.3 Convergence et mesurabilité

2.3.1 Tribu borélienne de R

Rappelons briévement quelques notions de base de la topologie de R. On a R =
R U {400} U {—o0}. On définit ¢ sur [—7/2,7/2|, par ¢(x) = tanz si x €] — 7/2,7/2],
d(—m/2) = —o0 et ¢(+7/2) = +o0.

On définit une métrique sur R par d(z,y) = |¢~!(x) — ¢~ (y)|. Une boule ouverte pour
d n’est rien d’autre que l'image par ¢ d'une boule ouverte de [—x/2,7/2], ainsi la tribu
borélienne sur R n’est autre que la tribu image de la tribu borélienne de [~ /2, 7/2] par
lapplication ¢. En particulier, il s’ensuit que la tribu borélienne de R est engendrée par
les ensembles de la forme |z, +00]. D’autre part, les boréliens de R ainsi que les singletons
{+00} et {—occ} sont dans la tribu borélienne de R.

2.3.2 Importance de la séparabilité de R (et R)

R est un espace séparable, c’est-a-dire qu’il possede (au moins) une partie dénom-
brable dense. En effet, on sait bien que I'ensemble Q des rationnels est dense dans R.
Cette propriété est tres souvent utilisée en théorie de la mesure, par exemple dans le
résultat suivant qui met en ceuvre une technique classique a connaitre.

Théoréme 2.25. Soient f et g deux applications mesurables de (€2, F) dans (R, B(R)). Alors

{f>g} ={w e flw) >gw)}erF

Démonstration. On a
{f>g} = qLEJQ {(f>qg>g}= qLeJQ {fzanfeg>g})

= U (F e ool g ([ =oeaD)

Comme f est mesurable de (2, F) dans (R, B(R)) et que [g, +oc] € B(R),ona f~!([q, +]) €
F.De méme g~ !([—o0, q[) € F, leur intersection est encore dans F, et une union dénom-
brable d’éléments de F est dans F, ce qui donne le résultat voulu. O]

2.3.3 Convergence et mesurabilité

Théoréme 2.26. Soit (f,,)n>1 une suite d’applications mesurables de (2, F) dans (R, B(R)).
Alors les applications suivantes et les ensembles suivants sont mesurables :

1. su
nZIi fn

2. inf f,

n>1

3. lim fa

n——+o0o

n—-4o0o

I

. {fn converge vers + oo}

[©)

. {fn converge vers — oo}

7. {fn converge dans R}

Co

. {fn converge dans R}
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2.4 Exercices de théorie de la mesure

Démonstration. 1. Posons f = 8211) fn-Ona
n>

-1 ooy
17z 4ocl) = U e, +oc)),
ou, en adoptant le formalisme probabiliste :

(f>a)= :Lz (o> 2},

2. On peut simplement remarquer que iI;f fn=— sg;l) (—fn) et appliquer le point
n>1 n

précédent, sachant que 'opposé d’une fonction mesurable est mesurable (par exemple
car —f = (z — —x) o f).

3. lim f, = inf g,, avec g, = sup fi. La mesurabilité des (g,) provient du
n—+o0 n>1 k>n

point 1; on applique alors le point 2.
4. Preuve analogue,ou lim f,=— lim (—fn)-
n—+400 n—-+o00

5. {f. converge vers + oo} est image réciproque de {+oco} par l'application mesu-

rable lim f,.
n—-+o00

6. {fn converge vers — oo} est 'image réciproque de {—oco} par I'application mesu-

rable lim fn.
n—-+oo

7. On a vu dans les points 3. et 4. que les fonctions lim f, et lim f, étaient
n——+00 n—-+00

(Q,F) — (R, B(R)) mesurables. Or { f,, converge dans R} est le complémentaire de

lim f,< Iim fn} qui est dans F d’apreés le paragraphe sur la séparabilité.
n—+00 n—+4o0
8. C’est une conséquence immédiate des trois points précédents.

O]

2.4 Exercices de théorie de la mesure

2.4.1 Exercices de la série 1

Exercice 16. Montrer que A = {A C N; A ou A¢ est fini} est une algébre sur N. Est-ce
une tribu ? Mémes questions si on remplace N par R.

Exercice 17. 1. On sait que la tribu borélienne de R est engendrée par les ensembles
de la forme |a, b], avec a et b dans Q. Montrer que la tribu borélienne est la tribu
engendrée par
(a) les intervalles fermés [a, b], ot a et b sont dans Q,

(b) les intervalles semi-ouverts [a, b[, ot a et b sont dans Q,
(¢) les demi-droites [a, +oo, olt a € Q.

2. Onrappelle que la tribu borélienne de R? est engendrée par les pavés rectangulaires
a coOtés rationnels. Montrer que

B(R?) = o([a,b] x [c,d]) = o(B(z,r);z € R*, r > 0)

ou B(z,r) est la boule ouverte de centre = et de rayon r (c’est-a-dire 'ensemble
des points qui sont a une distance de x strictement plus petite que r).
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CHAPITRE 2 : Un peu de théorie de la mesure

Exercice 18. Soient A une o-algebre (ou tribu) et (A4,,),>1 une suite d’événements de A.

1. Montrer que

lim AnEAa lim Ane-Aa et lim AnC lim An
n—+00 n——+00 n—+0o0 n—+00

2. Montrer que

lim 1An —  lim 1An =1 .
n—+00 L { Tim A.\ lim 4.}
n—-+00 n—-+00

Exercice 19. Soient (F, 7 ) un espace mesurable et (u,, ), une suite de mesures sur (F, 7).
+o00

Pour tout A € T, on pose u(A) := > pun(A).
n=0

1. Montrer que p est une mesure sur (E, 7).

2. On suppose que les mesures 1, sont des probabilités (c’est-a-dire que pour tout n,
on suppose que u,(E) = 1), et on considére une suite (p,), de réels positifs tels

“+o0 “+00
que > p, = 1.Pourtout A € T, on pose u(A) = > pnun(A). Vérifier que p
n=0 n=0
est une probabilité sur (E, T).
+oo +00
3. Application. On considere les mesures p; = > 0, et pus = . pd,. Pour cha-
p=1 p=1
cune de ces mesures, calculer la mesure des ensembles (mesurables) suivants :

(@ A, := [n,n—l—l—i—#],Ol‘lnEN*,

) By:= U AyetB= U A,
=1 n>1

P
n
(@ Cp:= N ApetC= N A,
p=1 n>1
Exercice 20. 1. Montrer qu'une tribu engendrée par une famille finie de parties est

engendrée par une partition finie.
2. Soient 2 un ensemble, (£2;);c; une partition de 2 indexée par un ensemble I quel-
conque. On pose G = o(Q;,1 € I) et
T:{AEP(Q),VZEI AﬂQiZQOUAﬂQi:Qi}.

(a) Montrer que 7T est une tribu.
(b) Décrire G, lorsque I est fini ou dénombrable.

(c) Soient z € Q etipl'unique i € I tel que x € ;. Montrer que €2;, est le plus petit
des A € G tels que x € A.

3. Montrer que le résultat de la question 1. est faux si on remplace fini par dénom-
brable. (Conseil : utiliser la tribu borélienne de R.)

Exercice 21. Soit f,, : X — R une suite de fonctions mesurables. Montrer que 'ensemble
suivant est mesurable :

A :={z € X; fn(z) n’est pas de Cauchy}.

Exercice 22. Exemple de partie de R qui n’est pas un borélien.

Comme R est un Q-espace vectoriel, le sous Q-espace vectoriel de R engendré par 1 admet
un supplémentaire S, c’est-a-dire que S est un Q-espace vectoriel inclus dans R et que tout
x € R s’écrit sous la forme © = ¢ + s pour un unique couple (¢,s) € Q x S.
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2.4 Exercices de théorie de la mesure

1. En déduire qu'il existe S’ C [0, 1] tel que tout = € R s’écrit sous la forme z = ¢’ + ¢’
pour un unique couple (¢/,s") € Q x S'.

2. Montrer qu’il n’existe pas de mesure x non nulle sur (R, P(R)) qui soit invariante
par translation et assigne une masse finie a l'intervalle [0, 1].

3. Montrer que B(R) # P(R).
Exercice 23. On se place sur (N*, P(N*)).

1. La fonction définie par u(A) = ZA 45 si A est fini et i(A) = +oo si A est infini
ne
est-elle une mesure ?

2. Montrer que la fonction définie par u(A4) = # si 'ensemble A est non vide et
neA

1(A) = 0 sinon est une mesure.
Exercice 24. Soit ;1 la mesure du dénombrement sur N (c’est-a-dire pour tout A C N,
u(A) = card(A)). Pour tout n € N, posons A,, = {p;p > n}.
+
A-t-on p < N An> = lim wu(A,)? Expliquer.

n=1 n——+o0o

Exercice 25. Soit (X, 7, ) un ensemble mesuré. Soient A, B € T avec A C B et u(A) =
u(B) < +oo.
Montrer que pour tout C' € T,ona u(ANC) = u(BNC).
Exercice 26. Soit 7 :={A € B(R); A= —-A}ou —A = {—x;z € A}.
1. Montrer que 7 est une tribu.

2. Les applications f : = + €%, g : x + x3 et h : x +— cos(x) sont-elles (B(R),T)-
mesurables? (7, B(R))-mesurables? (7,7 )-mesurables ?

3. Caractériser les applications de R dans R qui sont (7, B(R))-mesurables.

2.4.2 Exercices de la série 2

Exercice 27. Soit 2 = {1,2,3,4,5,6}. Pour z € {2, on pose f(x) = Ly,~3; et g(v) = Lgz)5).
Décrire o(f), o(g), puis o(f, g).
Exercice 28. En vous inspirant de 'exercice précédent, montrer que la tribu engendrée

par une fonction d’'un ensemble F vers un ensemble fini F' est en bijection avec la tribu de
toutes les parties d’'un (éventuellement autre) ensemble fini.

Exercice 29. Soit p une mesure sur (2, F). Soit B € F fixé. Montrer que A — u(AN B)
définit une mesure sur (2, F).

Exercice 30. 1. Soient f et g deux applications quelconques de 2 dans R qui vérifient
VeeR {f<z}={g<z}
Montrer que f = g sur 2. Que peut-on dire si la condition ci-dessus n’est vérifiée

que pour tout z rationnel ?

2. On suppose maintenant que f et g sont mesurables de I'espace mesuré (2, ) dans
(R, B(R)).
Montrer que si pour tout x réel, on a {f < x} = {g < x} u-presque partout, alors
f = g p-presque partout.
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CHAPITRE 2 : Un peu de théorie de la mesure

Exercice 31. On pose
2n 1
k=1

Expliquez briévement pourquoi s, est une mesure et calculer 15([0, 71]). Etudier le com-
portement asymptotique de p,([n, +00l).

Exercice 32. Soit a un réel. On définit la translation 7, sur R par 7,(z) = = + a. Montrer
que la famille 4, = {4 € P(R);7,(A) = A} des parties invariantes par 7, est une tribu
sur R.

Plus généralement, si f est une application de R dans R, donner une condition suffisante
sur f pour que la famille 4 = {A € P(R); f(A) = A} soit une tribu.

Exercice 33. Soient A et B deux tribus sur un ensemble ). Montrer que la tribu engendrée
par A et B coincide avec la tribu engendrée par les ensembles de la forme AN B, ou (A4, B)
décrit A x B.

Exercice 34. On rappelle que la tribu borélienne de R est la tribu engendrée par les
ensembles de la forme ]a, b[; (a,b)? € Q. Montrer que la tribu borélienne est également la
tribu engendrée par les familles

C:{]—OO,CL[;CLG@} ]::{[aab];a’be@}

D={]-o0,a;a€Q} G={la,b;a,beQ}

& ={la,b];a,b € Q} Z = {[a,+oc[;a € Q}.

Exercice 35. Pour tout entier n strictement positif, on note A, = nN*. Notons P l'en-
semble des nombres premiers positifs et 7 la sous-tribu de (N*, B(N*)) engendrée par les
(Ap)pep-

1. Montrer que I'ensemble C' des entiers qui sont premiers avec 2000 est 7 -mesurable.

2. Montrer que I'ensemble B = {2*; k € N*} des puissances de deux est 7-mesurable.

Exercice 36. Soit (£, d) un espace métrique. Montrer que la tribu borélienne B(E) en-
gendrée par les ouverts de F est aussi la plus petite tribu rendant mesurables toutes les
applications continues de (£, d) dans R (muni de la tribu borélienne et de la topologie
usuelle).

Exercice 37. Support d’'une mesure sur R%.

1. Soit x une mesure sur (R%, B(R?)). On appelle support de . I'ensemble des = € R?
tels que tout ouvert contenant x est de mesure positive. Montrer que le support de
L est fermé.

2. Soit O un ouvert de R%. Montrer qu’il existe un ensemble dénombrable D, des
familles (2,,)nep, (rn)nep avec z,, € Q% et r,, € Qf telles que O = UD B(xp,19).
ne
3. Soit p une mesure sur (R%, B(R?)). Montrer qu’il existe un ouvert O maximal (pour
linclusion) de mesure nulle, puis que R%\O est le support de .

On notera que la définition donnée a la premiere question est encore valide dans tout
espace topologique muni de sa tribu borélienne. La caractérisation donnée dans la derniere
question est encore vraie si 'espace est a base dénombrable (c’est le cas, comme ici, des
espaces métriques séparables (avec une partie dénombrable dense)) ou si p est une mesure
finie.
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Chapitre 3

Espace probabilisé

Voyons maintenant la définition d’une probabilité sur I'espace (Q2, F).

3.1 Espace probabilisé
On appelle probabilité, ou mesure de probabilité, ou loi sur (€2, F) toute application
P: F —[0,1]
vérifiant les propriétés suivantes :
1. P(@)=0,P(Q2) =

+o00
2. Pour toute suite (4;);>; d’éléments de F deux a deux disjoints, on a P ( 'U1 Ai> =
1=

+o00
i; P(A;).

Le triplet (€2, F,P) est alors appelé espace probabilisé.

On remarque qu’un espace probabilisé est tres exactement un espace mesuré associé a
une mesure positive de masse totale 1.

Dans le contexte des probabilités, on appelle événementE] tout élément de la tribu F.

Remarque 3.1 (sur le vocabulaire). L’image P(A) d’'un événement A par Uapplication P est
appelée probabilité de cet événement. Ainsi, le mot « probabilité » peut désigner a la fois une
application et la valeur de cette application en un point. Le contexte doit permettre de lever
toute ambiguiteé.

Proposition 3.2. Les propriétés suivantes sont alors des conséquences relativement immé-
diates des définitions :

n
1. Pour toute suite (A;)1<i<n d’éléments de F deux a deux disjoints, on a IP ( 'Ul Ai> =
1=

> P(A).
2. VABEF, (ANB=0)= (P(AUB)=P(A) +P(B)).
3. VAEF, P(A%) =1-P(A).
4. VA,B€F, P(AUB)=P(4)+P(B)—P(ANB)
5. VA,BeF, P(AUB)<P(4)+P(B)
6. VA,BEF, (AC B)= (P(A)<P(B)).

1. En 1990, 'Académie francaise adopte la graphie événement, mais note que « la graphie ancienne évé-
nement n’est cependant pas considérée comme fautive, encore que rien ne la justifie plus ».



CHAPITRE 3 : Espace probabilisé

7. VA,B€F, P(ANB) < min(P(A),P(B)).
8. VA,B€F, P(AUB)> max(P(A),P(B)).

+o00 oo
9. Pour toute suite (A;);>1 d’éléments de F, P ( ‘U1 Ai> < X P(A).
- 1= =1

10. Si(A;)i>1 est une suite croissante d’événements (c’est-a-dire que pour touti > 1, A; C
A;y1) et sil'on pose A = ZLEJT A;, alors la suite (P(A;));>1 est monotone, croissante,
et converge vers P(A) quand_z' tend vers +oc.

11. Si (A;)i>1 est une suite décroissante d’événements (c’est-d-dire que pour tout i >
1 A;p1 C A) etsilon pose A = +FCW>O A;, alors la suite (P(A;))i>1 est monotone,

=1

décroissante, et converge vers P(A) quand i tend vers +oc.

Démonstration. 11 suffit de particulariser au cas d’'une mesure de masse 1 les propriétés
des mesures démontrées au chapitre précédent. O

Théoreme 3.3. Soient (2, F,IP) un espace probabilisé et (A;)icr des éléments de F deux a
deux disjoints. Alors J = {t € T;P(A;) > 0} est fini ou dénombrable.

+oo
Démonstration. On a J = U1 Jn, avec J, = {t € T;P(A;) > 1/n}. On va montrer que
n=

Jy, est fini, ce qui montrera que J est fini ou dénombrable, comme réunion dénombrable
d’ensembles finis. Soient n > 1 et I C J,, avec I fini. On a

] < >
—< P(A) =P U A ) <P(Q)=1
s tezl (Ar) A < Q) =1,
donc |I| < n. On en déduit que |J,,| < n, ce qui donne le résultat voulu. O

3.2 Partitions et probabilités

Tout d’abord, nous donnons la définition d’une partition, qui sera a nouveau utilisée
plus tard, lors des rappels de dénombrement[A.3.3]

Définition. On appelle partition de U'ensemble 2 une famille (A;);c; de parties de €2 deux a

deux disjointes telles que §2 = 'UI A;.
1€

Remarquons que si €2 est un ensemble fini et les (A4;);c; forment une partition de 2,
alors || = > |Ail.
il

Le théoreme trés simple qui suit est trés fréquemment utilisé. 11 traduit le fait que pour
calculer une probabilité, il faut parfois diviser les cas.

Théoreme 3.4. Soit (2, F,P) un espace probabilisé. Soient I un ensemble d’indices fini ou
dénombrable et (£2;);c; une partition F—mesurable de Q. Alors on a

VAeF P(A)=> P(ANW).
iel
Démonstration. Comme la famille (£2;);c; est une partition de €2, la famille (A N €;)er
est une partition de A. A est donc réunion disjointe des (A N €;);cs, et donc P(A) =

S P(ANQ). O
1€l
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3.3 Probabilité conditionnelle

3.3 Probabilité conditionnelle

Définition. Soient (2, F,P) un espace de probabilité et B un événement de probabilité non
nulle. On appelle probabilité conditionnelle sachant B Uapplication
P(|B): F — R
P(AN B)
A P(A|B) = ———=

P(A|B) se lit « probabilité de A sachant B »et se note aussi parfois Pg(A). On a évi-
demment
P(AN B) = P(B)P(A|B). (3.1)

Remarque 3.5. L’application « probabilité conditionnelle »est une probabilité. Elle vérifie
donc toutes les propriétés énoncées précédemment.

3.3.1 Conditionnements en chaine
Si A, B sont deux événements avec A C B et P(B) # 0, la formule devient
P(A) = P(B)P(A|B). (3.2)
On a la généralisation suivante :

Théoréme 3.6. Soient n > 2 et E1,..., E, des événements vérifiant
E,CcE,1C---CE;
avec P(E,_1) > 0. Alors on a

P(E,) = P(Ep|En_1)P(En_1|En_s)...P(Es|E))P(E))
= (HP(Ek!Ek1)> P(Ey).

k=2

Démonstration. La formule se montre par récurrence sur n. Pour n = 2, c’est une consé-
quence immédiate de (3.2)). Pour n > 2, on applique d’abord la formule pour n = 2 aux
événements F,, et E,,_1 :

P(En) = ]P)(En’Enfl)]P)(Enfl)a

puis on applique la propriété de récurrence au rang n — 1. O

Exemple: (D’aprés André Franquin). Chez les papous, il y a les papous a poux et les
papous pas a poux. La probabilité pour qu'un papou ait des poux vaut 0.1. De plus, chez
les papous, il y a les papous papas et les papous pas papas. La probabilité pour qu'un
papou a poux soit papa vaut 0.6. Or, chez les poux, il y a les poux papas et les poux pas
papas : la probabilité pour qu'un papou a poux posséde au moins un pou papa est de 0.8.

Question : on tire au hasard un papou. Quelle est la probabilité pour que ce soit un
papa papou a poux papa? Réponse : 0.8 x 0.6 x 0.1 = 0.048. Le théoreéme ci-dessus est
parfois énoncé sous la forme plus compliquée — mais équivalente — suivante.

Théoreme 3.7. Soit n > 2. On suppose que A, ..., A, sont des événements tels que P(A; N
N Ap_1) > 0. Alors

n—1
P(A1NAsn---NA,) = < k[[l P(A1ﬁ---ﬂAk+1|AmAzm---mAk)> P(Ay).

i
Démonstration. 1l suffit de poser, pour 1 < i < n, E; = kﬂl Ay, et d’appliquer le théoreme

précédent. O
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CHAPITRE 3 : Espace probabilisé

3.3.2 Conditionnement par tous les cas possibles

Le résultat suivant est 'expression en termes de probabilités conditionnelles du prin-
cipe de partition.

Théoreme 3.8. Soit (2, F,P) un espace probabilisé. Soient I un ensemble d’indices fini ou
dénombrable et (2;);cr une partition F—mesurable de Q2. Alors on a

VAEF, P(A) =) P(A%)P(),
ieJ

ot J = {i € I; () > 0.
Démonstration. D’apres le théoréme (3.4} on a

P(A) = Y PANQ)=> PANY)+ > P(ANQ)

iel i€J ieI\J
e ieJ

3.3.3 Formule de Bayes

Théoreme 3.9. Soit (€2, F,P) un espace probabilisé. Soient I un ensemble d’indices fini ou
dénombrable et (2;);c; une partition mesurable de (2 telle que pour tout i € I, Q; € F avec
P(Q;) > 0. Soit A un événement de probabilité non nulle. Alors on a, pour tout j € I, la

formule
PA[€)P(€;)

P(Q]A) = .
iEZI P(AJQ;)P(£2;)

Démonstration. On écrit
P(ANQ;)  P(AIQ)P(Q;)

PO =5 = )

et on applique le théoréme précédent. O

Exemple:

— 60% des étudiants qui vont en T.D. obtiennent I’examen.

— 10% des étudiants qui ne vont pas en T.D. obtiennent 'examen.

— 70% des étudiants vont en T.D.
Quelle proportion des lauréats a séché les cours? On note A I'événement « étre assidu au
cours». OnaP(A) = 0.7, et donc P(A¢) = 0.3. On note L I'’événement « obtenir 'examen » :
onaP(L|A¢) = 0.1 et P(L|A) = 0.6. On obtient alors

P(L|A%)P(A°) 0.1 x0.3 3 1

PATL) = P(L|A°)P(A) + P(L|A)P(A)  01x03+06x0.7 45 15

3.4 Indépendance

3.4.1 Evénements indépendants
On dit que deux événements A et B sont indépendants sous PP si on a

P(AN B) = P(A)P(B).
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3.4 Indépendance

Si il n’y a pas d’ambiguité quant a la mesure de probabilité considérée, la précision
“sous IP” est souvent sous-entendue.

Soit (A;);cc une partie d’éléments de F indicée par un ensemble G. On dit que les évé-
nements constituant la famille (A;);c sont globalement (ou mutuellement) indépendants
si 'on a pour tout sous-ensemble fini I C G :

IP’( N A,-) = I P(A).

iel el

3.4.2 Tribus indépendantes

Soient (2, F,P) un espace probabilisé ; A et B deux sous-tribus de F. On dit que les
tribus A et B sont indépendantes sous P si

VA€ A, VYBeB, P(ANB)=PAPB).

Plus généralement, si (\A4;);cr est une famille de sous-tribus de F, on dit que cette famille
est indépendante sous P si pour tout sous-ensemble fini J C I, on a

V(Ai)ies € ZlE_IJ A, P( Z,QJ Ai> = [I P(4).

Remarque 3.10. — On peut noter qu’une famille de tribus est indépendante si toute
sous-famille finie est indépendante. En particulier; si I = N, pour montrer que les
tribus (A;);cn sont indépendantes, comme toute partie finie de N est inclus dans un
ensemble {0, ...,n}, il suffit de montrer que pour tout n > 1, les tribus Ay, ..., A,
sont indépendantes.

— Si I est fini et (A;);c1 est une famille de sous-tribus de F, cette famille est indépendante
sous PP si et seulement si on a

Vddiere T Av P( 0 4) = I BA),

Il suffit en effet de poser A; = S pour i € I\J pour exprimer une intersection indexée
par J en une intersection indexée par I. En particulier, si I = {0, ...,n}, pour montrer
que les tribus (A;)ier sont indépendantes, il suffit de montrer que pour tout k €
{1,...,n}, la tribu Ay, est indépendante de la tribu engendrée par Ay, ..., Ax_1 : on
prouve alors par récurrence sur k < mn :

k k
V(Ai)ogigk € 4H0 Ai, ]P( iﬂo Az> = H ]P)(AZ)
i =
Ceci peut étre utilisé en conjonction avec le premier point pour montrer qu’une suite

de tribus est indépendante.

Exercice : Soient A, B € F. Montrer que A est indépendant de B si et seulement si la
tribu o(A) est indépendante de la tribu o(B).

Remarque 3.11 (utile). Si les tribus A et B sont indépendantes sous P, si A’ est une sous-
tribu de A et B’ est une sous-tribu de B, alors les tribus A’ et B’ sont indépendantes sous
P.

3.4.3 Indépendance et tribus engendrées

Définition. On dit qu’une famille C de parties de §) est un w-systéme si

Y(A,B)eCxC, ANnBEeC.
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CHAPITRE 3 : Espace probabilisé

On donne maintenant un résultat général de théorie de la mesure trés utile. Sa preuve,
basée sur le théoreme A\ — 7 de Dynkin, est reportée a la fin du chapitre par souci de
lisibilité.

Théoreme 3.12 (Critere d’identification d’'une mesure o-finie). Soient P et Q deux mesures
sur (92, F). On suppose qu’il existe un w-systéme C qui engendre F (o(C) = F) et sur lequel
P et Q coincident, c’est-a-dire que

VAeC P(A) =Q(A),

+oo
et qu’il existe une famille croissante $2,, d’éléments de C avec €2 = U1 Q, et P(Q,) < +00
n=

pour tout n. Alors P = Q.

Corollaire 3.13 (Critere d’identification d'une probabilité). Soient IP et Q deux mesures de
probabilité sur (2, F). On suppose qu’il existe un w-systéme C qui engendre F (o(C) = F) et
sur lequel P et QQ coincident, c’est-a-dire que

VAeC P(A)=Q(A).
Alors P = Q.

Démonstration. Remarquer que la deuxiéme condition du théoreme est toujours vérifiée
si P est une mesure de probabilité. O

Théoréme 3.14. Soient C et D deux familles de parties mesurables de (2, F). On suppose que
C et D sont des m-systémes et que pour tout couple (A, B) € CxD, onaP(ANB) = P(A)P(B).
Alors, les tribus A = o(C) et B = o(D) sont indépendantes.

Démonstration. Pour A € A, on pose Ty = {B € B,P(AN B) = P(A)P(B)}. Considérons
d’abord le cas ou A € C. Si P(A) = 0, alors A est indépendant de tout événement, donc
Ta = B. SiP(A) # 0, on peut définir sur B la probabilité conditionnelle P4 par

P(AN B)

VB e B, Pu(B)= P(A)

Les probabilités P et P4 coincident sur D. Comme D est un 7-systeme qui engendre 5, P
et P4 coincident sur 5. On en déduit que lorsque A € C,ona T4 = B.
On a donc montré que si C et D sont des n-systemes, alors

V(A,B) € CxD, P(ANB)=P(A)P(B)
— V(A4,B) €Cxo(D), P(ANB)=P(A)P(B).

Or B = ¢(D) est lui-méme un 7-systéme. Le résultat que 'on vient de démontrer s’applique
cette fois avec (B,C) a la place de (C, D), et on obtient ce que nous voulions, soit :

V(A,B) €CxD, P(ANB)=P(A)P(B)
— V(4,B) € 0(C) x o(D), P(ANB)=P(A)P(B).

3.5 Théoréeme )\ — 7 de Dynkin (*)

Cette section peut étre omise en premiere lecture.
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3.6 Exercices sur le formalisme probabiliste

Définition. On dit que L C P(Q) est un A-systéme si on a
— Qe
— VA, BeL, ACB=— B\AcL

— Pour toute suite croissante (Ay)n>1 d’éléments de L, gl A, €L
nz

On peut déja remarquer que si A C P(2) est a la fois un \-systeme et un 7-systeme,
alors A est une tribu. En effet, soit (A,,),>1 une suite d’éléments de .A. Si on pose A, =

n n
kUI A = Q\ < kﬁl Ag), on a A}, € A (on utilise la stabilité par intersection finie et

par complémentation). Donc, comme .4 C P(2) est un A-systéme, on a A = L>J1 A, =
n>

U Al € A, d’apres le troisiéme axiome d'un A-systeéme.
n>1

Théoréme 3.15 (Théoreme \ — 7). Si P est un w-systéme et si L est un \-systéme, alors
P C L entraine o(P) C L.

Démonstration. Admis, voir par exemple Garet-Kurtzmann. O

Démonstration du théoréme[3.12] Soit n > 1. Considérons I'ensemble £ des éléments A de
la tribu F engendrée par le 7-systeme tels que

P(ANQ,) = QANQ,).

Il n’est pas difficile (en utilisant notamment le théoréme de continuité séquentielle crois-
sante) de voir que £ est un A-systeme; il suffit alors d’appliquer le théoréme A — 7 de
Dynkin, pour voir que pour tout A, on a l'identité P(AN,) = Q(ANQ,). Le théoreme
de continuité séquentielle croissante permet alors de conclure. O

3.6 Exercices sur le formalisme probabiliste

3.6.1 Exercices de la série 1

Exercice 38. Soit A un événement d’un espace probabilisé (2, A, P). La fonction indica-
trice de A, notée 14, est donnée par :

14:Q—{0,1}, wr— 1siwe A, 0sinon.

Calculer 1q, 15.

Pour A, B C (, exprimer 14np,14ac,14\p,1aap a laide de 14,1p par des formules
simples.

(Rappel : AAB = (AUB)\ (ANB) = (A\ B)U(B\ A) sappelle la différence symétrique
entre A et B.)

Montrer que 14,5 =1— (1 —14)(1 —1p).

Exercice 39. Soient I un ensemble fini et (4;);c; des événements indépendants. Montrer
que les événements (AS);c; sont indépendants.

Exercice 40. On note Q2 = N*, que 'on munit de la tribu F = P(Q2) et de la mesure de
comptage C. Pour s > 1, on pose

+oo 1
C(s) = kgl o < 4o00.

1. Montrer que lim ((s) = +o0.
s—1t
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CHAPITRE 3 : Espace probabilisé

2. Soit s > 1. On note u, la mesure sur (2, F) telle que

11

Vérifier que ps est une mesure de probabilité.

Soit p un entier naturel non-nul. Montrer que ps(pN*) = #.

3. On note (py)i>1 la suite des nombres premiers. On pose A;, = p,N*. Montrer que
400
{1} = 121 Af.
En déduire soigneusement que
1 n
C(s) ngr—ir-loo H ( e Ai) '

4. Montrer que les événements (Ay);>1 sont indépendants sous .

5. Donner une preuve probabiliste des identités

1 100 s
@ = kgl (1—pk )

(développement de Zéta en produit eulérien) et

n

Vs>1 log((s)= lim 3 —log(l—p,”°).

n—+oo k=1

7 . 7 7 . - o L i
6. Montrer que les séries de termes généraux respectifs ( log(1 m ))k21 et (pk )k21

sont divergentes.

7. Dans cette question, on s’attache a montrer le résultat suivant : il n’existe pas de
mesure de probabilité p sur N telle que pour tout n > 1, on ait u(nN) = %
On raisonne donc par I'absurde et on suppose qu'une telle mesure de probabilité

existe.
(a) Soient n et ¢ des entiers avec £ > n > 1. Etablir I'inégalité

pen < 1 (1-2).

)

Indication : on pourra remarquer que les (p;N);>; sont indépendants sous .
(b) Conclure.

Exercice 41. On s’intéresse au probléeme des dérangements : n mathématiciens déposent
leurs chapeaux au vestiaire au début d’'un congreés et, a la fin du congrés, en reprennent
un au hasard par distraction. On s’intéresse a la probabilité p,, qu’aucun ne retrouve son
chapeau.

2. Si vous savez déja ce qu’est une variable aléatoire, on peut présenter le résultat sous la forme plus
agréable suivante : il est impossible de construire un espace probabilisé ({2, F,P) et une variable aléatoire X
a valeurs entiéres sur cet espace tels que

. 1
Yn >1 P(ndivise X) = -

En effet, la mesure de probabilité ; = Px contredirait le résultat de I’exercice.
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3.6 Exercices sur le formalisme probabiliste

1. Proposer un espace {2 convenable et une probabilité associée. En déduire que I'on
doit avoir p,, = %, ou d,, est le nombre de permutations de &,, sans point fixe :
d, =Card({c € 6,;V1 <i<n o(i) #i}).

(On pose dy = 1.)
2. Pour 0 < k < n, on note A} I'ensemble des permutations de &,, ayant exactement
k points fixes :
r={0c€e6,;Card{i€l,....,d | o(i)=1i})=k}.
Montrer Card(A}}) = (Z) dy—i. En déduire

AT

k=0

3. Soit ® 'endomorphisme de R,,[X] défini par ®(P) = P(X + 1) (ou on rappelle
que R,,[X] désigne I'ensemble des polynomes réels de degré inférieur ou égal a n).
Déterminer la matrice M de ® dans la base (1, X,..., X"). Calculer M.

4. Montrer que (do,ds,...,d,).M = (0!,1!,...,n!). En déduire que

dn o~ (=)

=i =2

k=0

5. Montrer lim p, = % Montrer que pour n > 2, d, est 'entier le plus proche de
n—-+oo
n!

e’

Exercice 42. Calcul probabiliste de la formule de Uindicatrice d’Euler.
On note 2, 'ensemble des entiers de 1 & n. On note n = [[,c; p;" la décomposition de n
en produits de facteurs premiers. Le but de cet exercice est de déterminer le nombre ¢(n)
qui est le cardinal de I'ensemble G,, des entiers compris entre 1 et n qui sont premiers avec
n. On note P la loi uniforme sur €2,,.

1. Pour d divisant n, on note Ay = {k € Q,;d|k}. Calculer P(A,).

2. Soit dy,...,d, des diviseurs de n premiers entre eux.

7

Calculer P < ‘61 Adi>. Qu’en déduire pour les événements (A, )icr ?
3. Montrer que P(G,,) =1 —-P( U Ap,).

4. Montrer enfin que @ = I (1-1/p).
el
3.6.2 Exercices de la série 2

Exercice 43. Déterminer toutes les mesures de probabilité ; sur B(R) vérifiant p(N*) =1
et pour tout n € N*, u({n}) = p([n + 1, +o0|).

Exercice 44. Soit (A,),>1 une suite d’événements indépendants, tous de probabilité non
nulle. On pose

+oo
A= N A,
n=1
et
+0o0
B= lm A,= U n A
n——+o0o n=1 k=n

Montrer que P(A) = 0 si et seulement si P(B) = 0
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CHAPITRE 3 : Espace probabilisé

Exercice 45. Densité naturelle, densité de Dirichlet. Ensemble des entiers sans carré.
Un entier est dit sans carré s’il n’est divisible par le carré d’aucun entier qui n’est pas une
unité, ou de maniére équivalente, par le carré d’aucun nombre premier.
On dit qu'une partie F de N* admet une densité naturelle, et que cette densité naturelle
vaut / si
lim  Po(E) = ¢, ot Py(E) = LM O]

n—-+00 n

On dit également qu'une partie £ de N* admet une densité de Dirichlet, et que cette
densité de Dirichlet vaut ¢ si
lim MS(E) =4,
s—1t
ol y, est la mesure de probabilité introduite a ’exercice corrigé [41|sous le nom de loi Zéta
de parametre s.
Soit A 'ensemble des entiers naturels non nuls sans carré. On va montrer que A admet
une densité naturelle (resp. de Dirichlet) et la calculer.
Dans la suite de I'exercice, on note (p;);>1 la suite des nombres premiers.

1. Soient n et N des entiers tels que py est le plus grand nombre premier inférieur ou
égal a n. Montrer que

n

P(4) = COPIL ) = 5 k) ),

>
Bc{1,...,N} Hz‘eszz keA

S

ol p est la fonction de Mobius : pu(n) = 0sin € A et u(n) = (—1)! sin € A sécrit

comme produit de 7 facteurs premiers.

Pour la deuxieéme égalité, remarquer que ¢ : B — [] p; réalise une bijection de
ieB

P(N*) dans A (ot P(N*) est 'ensemble des parties finies de N*).

2. En déduire que A admet une densité naturelle, qui vaut
k
lim P, (4) = S A8

T2
%
norheo e F

+00
3. Soit s > 1. Montrer que pus(A) = ] (1 — p%) = C(%s)' En déduire que A admet

une densité de Dirichlet et la calculer.

4. Soit E une partie de N* admettant une densité naturelle /. Montrer que ¢ est aussi
la densité de Dirichlet de E.

+oo ,
Indication : on a us(E) = ﬁ > 1‘29). Ecrire 1 (k) sous la forme Ny(E) —
k=1

Ni—1(FE), puis faire une transformation d’Abel.

5. On rappelle que ((2) = %2. Montrer que la densité naturelle de A est %.

6. Pour n > 1, calculer les densités de nN*. Comparer avec le résultat de I'exercice

Exercice 46. On choisit au hasard, successivement et sans remise trois nombres parmi
{1,...,n}. Calculer la probabilité que le troisieme nombre tiré se trouve entre les deux
premiers.

Exercice 47. Donner un exemple de trois événements A;, Ay, A3 qui ne sont pas indépen-
dants et pour lesquels

P(Al NAsN Ag) = P(Al) ]P)(AQ) P(Ag) .
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Chapitre 4

Intégrales

Jusqu’ici, nous n’avons parlé que de mesures et nullement d’intégrales. Le présent
chapitre va combler cette lacune.

Nous commencons par donner la définition de I'intégrale dite « de Lebesgue »E] et en
énoncer les propriétés fondamentales. Afin de se concentrer sur la pratique, certains ré-
sultats seront admis dans un premier temps et démontrés a la fin du chapitre.

4.1 Définition de l'intégrale et propriétés de base

4.1.1 Définition

Soit (2, F, ) un espace mesuré. Pour toute fonction mesurable positive f, on définit
I'intégrale de f, notée [ f du ou encore [ f(x) du(z) par

/f dp = supZinf{f(w);w € Qi tu(Sh), 4.1)

ou le supremum porte sur toutes les partitions mesurables finies de 2, c’est-a-dire les
partitions (€2;);c; que 'on peut indexer par un ensemble fini I et telles que pour tout
1€ 1,Q; € F. Observons que cette quantité peut étre infinie.

Lorsque f prend des valeurs négatives, on écrit f comme différence de deux fonctions
positives :

F= 1" —f, ol f* (@) = max(f(w),0) et £~ (w) = max(—f(w),0).

Définition. Lorsque [ f* duet [ f~ du sont simultanément finies, on dit que f est intégrable

et on peut définir
[fdu=[ " an= [ an.

Lorsque [ f* du et [ f~ du sont, I'une finie, autre infinie, on s’autorise toutefois a
écrire

— [fdp=+ocosi [ fTdu=+ocoet [~ du< +oc.

— [fdp=—oosi[fTdu<+ooet [ f~ du=+cc.

4.1.2 Propriétés de base de I'intégrale

Définition. On dit qu’une propriété P relative aux points de € est vérifiée p-presque partout
s’il existe E mesurable avec (E) = 0 tel que pour tout x € Q\E, P(x) est vérifiée. Au lieu de
p-presque partout, nous écrirons parfois ji-p.p.

1. Henri Lebesgue (1875-1941) est un mathématicien francais. Il a soutenu sa these Intégrale, longueur,
aire en 1902, pendant qu’il était professeur de lycée a Nancy.



CHAPITRE 4 : Intégrales

On donne d’emblée sans démonstration les propriétés de base de I'intégrale :

— Lien avec la mesure :
Pour tout ensemble A mesurable, ona [ 14 du = p(A).

— Positivité :
Si f et g sont intégrables avec f < g u-presque partout, alorsona [ f du < [ g dp,
avec égalité si et seulement si f = g u-presque partout. En particulier, si f > 0
p-presque partout et [ f dp = 0, alors f = 0 y-presque partout.

— Linéarité :
Si f et g sont intégrables, « et 3 des réels, alors

/af+6gdu=a/fdu+5/gdu-

— Convergence monotone (ou théoreme de Beppo LeviEl) :

Si (fn)n>1 est une suite croissante de fonctions mesurables positives convergeant
presque partout vers f, alors la suite ([ f,, du) converge vers [ f du (la limite peut
étre infinie).

L’objectif prioritaire du lecteur est, nous semble-t-il, d’acquérir une bonne familiarité
des propriétés de cette nouvelle intégrale. Aussi, afin de ne pas lasser par des preuves un
peu techniques qui arriveraient avant que l'intérét de l'outil soit réellement compris, nous
reportons les preuves a une section ultérieure qui viendra en fin de chapitre.

Remarque 4.1. Pour définir Uintégrale (4.1)), la mesurabilité de f n’est nullement requise, ce
qui peut laisser perplexe. Cependant, pour que lintégrale jouisse des propriétés intéressantes
que nous venons d’énoncer, Uhypothése de mesurabilité va servir, comme le constateront les
courageux lecteurs de la derniére section. De plus, dans la pratique, nous n’intégrons que des
fonctions mesurables.

4.1.3 Les grands théoremes : lemme de Fatou et convergence dominée

Théoréme 4.2 (Lemme de Fatou. Pour toute suite ( f,)n,>1 de fonctions mesurables posi-
tives, on a

/ lim f,dp < lim /fndu.

n——+0o n——+oo

Démonstration. 11 suffit de poser g, = ]gf fr- La suite (g,),>1 est une suite croissante,
>n

dont la limite est, par définition, g = lim ¢, = lim f,. On a pour tout n
n—-+oo n—-+oo

fn > gn etdonc /fn dl‘Z/gn dp.

lim /fndu > lim /gndu.
n—+o0o n——+00

Mais d’apres le théoreme de convergence monotone [ g, du converge vers [ g du, ce qui
est le résultat voulu. Dans cette inégalité, les termes peuvent valoir +occ. O

Théoréme 4.3 (Convergence dominée). Si (fy,)n>1 est une suite de fonctions mesurables
convergeant presque partout vers f, et telle qu’il existe une fonction g intégrable vérifiant
pour tout n, | f,| < g alors la suite ([ f, dp) converge vers [ f dp.

2. Beppo Levi (1875-1961) est un mathématicien italien. Pas de trait d'union donc entre Beppo et Levi!
3. Mathématicien francais (1878-1929). Avec sa these, Séries trigonométriques et séries de Taylor, c’est un
des premiers utilisateurs de la théorie de l'intégration de Lebesgue.
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4.2 Intégration sur un ensemble

Démonstration. Les f, sont intégrables car dominées par g. Par suite, les fonctions g + f,
et g — f, sont intégrables et positives : on peut leur appliquer le lemme de Fatou, ce qui
donne

/ m (g+fu)dp< lim [(g+ fa) du

n—+o00 n—-+o0
et
/ im (g—fu)du< lim [(g— fn)dp
n—+00 n—-+o0
soit
/gdu+/fdu§/gdu+ lim /fnd,u
n—-+o0o
et

/gdu—/fdug/gdu— lim [ fndp.

n—-+o0o

Comme | [ g du| < +o0, on peut simplifier et on obtient

[Frans tm [ fdn

n—-+00

et

Tm [ fody S/fdu
n—-+oo

ce qui montre le résultat voulu. O

4.2 Intégration sur un ensemble
Pour tout ensemble mesurable A et toute fonction intégrable (ou positive) f, on note

[, £ du= [ siadn.

Théoréme 4.4. Si f est intégrable et si (A,),>1 est une partition dénombrable mesurable de
Q, alors

/fduzgqufdu-

Démonstration. On pose f, = fx1 , = f x (> 14,) et on applique le théoreme
k=

de convergence dominée. O

4.3 Quelques cas particuliers importants

4.3.1 Intégration par rapport a une masse de Dirac

Théoréme 4.5. Soit (2, F) un espace mesurable. On suppose que le singleton {x} est dans
F. Alors, pour toute fonction f mesurable, on a

/ f ds, = f().
Q
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CHAPITRE 4 : Intégrales

Démonstration. Par linéarité, comme f = f* — f—, il suffit de traiter le cas ou f est
positive. Soit (£2;);c; une partition mesurable finie. Posons ;1 = d,.. Pour tout i € I, on a

11(€2;) 1£f < () f(z).

En effet, si x ¢ Q;, les deux membres de 1’égalité sont nuls. Sinon I'inégalité iélf < f(z)

(3

est une conséquence de x € ;. En faisant la somme sur 7 € I, on obtient
> u(Q) inf f < (D7 p())f(2) = fla),
icl i il
d’oll en passant au supremum sur toutes les partitions [ f du < f(z). Cependant, si 'on
prend [ = {1,2}, Q; = {z} et Qs = {x}°,0ona
> u(Sk) inf f = f(z),
iel &

d’ou I’égalité voulue. O

4.3.2 Intégration par rapport a la mesure de comptage

Théoréme 4.6. Soit €2 un ensemble dénombrable. On note C' la mesure de comptage sur
(Q,P(2)). Toute fonction définie sur 2 est mesurable. Pour toute fonction f positive, on a

| i@ dcw) = 5 k),

ol cette somme peut valoir +o0o. Dans le cas général, f est intégrable si et seulement si

> |f(k)| < +oo et dans ce cas, on a encore 'égalité ci-dessus.
keQ

Démonstration. Soient f positive et (£2;);c; une partition mesurable finie de 2. On a

c@)int f = % (Lo i 1)

Q; ke

< 2 (Lo (k) f(k)).

ke

D’ou en sommant sur I

D, O(%) inf f < 26; 2, Qak)f (k).

i€l

Cependant, par le théoreme de Fubini, on a

> X Aa®im) = % <Zlm(k)f(/€)> = X )

ier ke

d’ou en passant au supremum



4.3 Quelques cas particuliers importants

Réciproquement soit F' une partie finie de 2. On considére la partition de cardinal
|F| 4+ 1, formée des | F'| singletons de F' et de F© : elle donne lieu a une somme

Zf( + | F| 1nff> Zf

kel keF

[ fw) dcw) = ¥ 1)

keF
En prenant la borne supérieure sur toutes les parties finies de €2, on obtient

/f ) dC(w) > 3 f(k)

ke

On en déduit

d’ou I'égalité voulue. Dans le cas ou f est de signe quelconque, la formule précédente
appliquée a | f| donne
L@l dcw) = 3 15k
@ ke
Dans le cas ou la derniére somme est finie, en appliquant cette fois la formule a f* et f—,

on a
/ [Hw) dow) =3 [+ (k
keQ
et
| Fw) e =Y £
ke

Ces deux quantités sont finies car f* < |f| et f~ < |f]| : en faisant la différence, on obtient

alors par linéarité
[ fw) dcw) =Y s
ke

4.3.3 Fonctions simples (ou fonctions étagées)

Définition. On appelle fonction simple, ou fonction étagée, toute combinaison linéaire d’in-
dicatrices d’ensembles mesurables.

On peut dire aussi qu'une fonction simple est une fonction mesurable qui ne prend
qu'un nombre fini de valeurs.

Lemme 4.7. Toute fonction mesurable positive f (éventuellement infinie) peut s’écrire comme
limite simple d’'une suite croissante de fonctions simples ( f,,).

Démonstration. 1l est naturel de chercher f,, sous la forme f,, = ¢, o f, ou ¢,, est une suite
croissante de fonctions qui convergent ponctuellement vers I'identité, chaque fonction f,,
ne prenant qu'un nombre fini de valeurs. On définit sur [0, +oc] une fonction ¢,, par

bn(x) = 27"[2"x |1 n)(2) pour 2 < 400 et ¢, (+00) = n.

La prise de la partie entiere d’'un multiple, suivie d'une division, est classique dans I'ap-
proximation par des rationnels. Plus originale, I'intervention des 2" est, on le verra, desti-
née 4 assurer la monotonie. Evidemment la suite (¢,,(c0)),>1 tend en croissant vers +oc.
Soit z > 0. Il est immédiat que 1y ,,,)(x) > 1o (). Posons y = 2"x. Onay > |y], donc
2y > 2|y]. Comme 2|y| est entier, on a aussi |2y| > 2|y], ce qui nous donne finalement
Gnt1(x) > ¢p(x). D'autre part pour n > z,onax — 27" < ¢,(z) < x, donc ¢, (z) tend
vers z. Il suffit alors de poser f,,(z) = ¢n(f(z)). O

Remarque 4.8. On peut montrer que la convergence précédente est uniforme lorsque f est
bornée.
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CHAPITRE 4 : Intégrales

4.3.4 Intégration par rapport a une somme de deux mesures

Théoreme 4.9. Soient (£, F) un espace mesurable, j et v deux mesures sur (2, F). Soit f
une fonction (2, F)-(R, B(R)) mesurable positive. On a

/Qfd(u+1/):A2fd,u+/Qfdu. (4.2)

Dans le cas ou f est de signe quelconque, si [ |f| du et [ |f| dv sont finies, alors f est
intégrable par rapport & ;1 + v et on a encore ({4.2).

Démonstration. Dans le cas ou f est l'indicatrice d'un élément de F, 'identité dé-
coule de la définition de la mesure somme de deux mesures et de la valeur de l'intégrale
d’une indicatrice. Par linéarité, la formule est encore vraie si f est une combinaison
linéaire d’indicatrices d’éléments de F, autrement dit une fonction simple. En utilisant le
lemme [4.7] et le théoréme de convergence monotone, il s’ensuit que l'identité (4.2)) est
vraie pour toute fonction mesurable positive. Comme précédemment, le cas général s’en
déduit en séparant partie positive et partie négative. O

4.4 Lien avec l’intégrale de Riemann
Onaici (2, F,u) = (R, B(R), A).

Théoréme 4.10. Soit f une fonction continue par morceaux sur un intervalle compact [a, b].
Alors

b
@) @) = |

Ainsi, on a identité entre les intégrales de Lebesgue (a gauche) et Riemann (a droite) pour les
fonctions continues par morceaux sur un intervalle compact.

Démonstration. Grace a la relation de Chasles et la linéarité de I'intégrale de Lebesgue, on
peut se ramener au cas ol f est continue sur [a, b]. Posons

) = f (o 0 M)

Comme f est continue sur [a,b], son module est borné par une constante M. Comme
f est continue sur [a,b], f,(z) converge vers f(x) pour tout z € [a,b]. Comme |f,| <
M1, le théoréme de convergence dominée assure que Jia b fn(x) dA(x) converge vers
Jiap) f(x) dA(x). Cependant

gy M@ @) =23 flatk

k=0

b—a

).

On reconnait une somme de Riemann qui converge vers [ f(x) dx. Finalement, Jiap) f(2) dX(z) =
b

S £ dt. =

Théoreme 4.11. Soit f une fonction positive continue par morceaux sur un intervalle semi-

ouvert [a,b[ (b peut valoir +oc). Alors lintégrale impropre f;’ f(t) dt est convergente si et
seulement si [i, ,; f(x) dA(x) < +oc. Dans ce cas

b
ROICE [ s an
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4.4 Lien avec l'intégrale de Riemann

Démonstration. Soit (b,) une suite de réels de [a,b] tendant vers b. La suite (f1(,4,))
converge en croissant vers f1y,;, donc d’apres le théoréme de convergence monotone,
Jiap f(2) dA(z) < +oo est la limite de [, | f(2) dA(z). Par définition d’'une intégrale
impropre, [’ f(t) dt est la limite de [ f(t) dt, si elle est finie. Comme Jiapn) [ (@) dA(2) =
[P f(t) dt, le résultat s'ensuit. O
Théoreme 4.12. Soit f une fonction continue par morceaux sur un intervalle semi-ouvert
[a, b (b peut valoir +00). Alors f est intégrable sur [a, b| par rapport a la mesure de Lebesgue
si et seulement si Uintégrale impropre [”|f(t)| dt est convergente. Dans ce cas

@00 = [0

Démonstration. Dire que f est intégrable sur [a, b] par rapport & la mesure de Lebesgue re-
vient a dire que [, ; [f(z)| dA(z) < +oc. Le premier point découle donc du théoréme pré-
cédent. Soit (b,,) une suite de réels de [a, b] tendant vers b. La suite (f1(,;,)) converge vers
fliapret|fliap,| < [fl, donc d’aprés le théoréme de convergence dominée [, ,r f(z) dA(z)
est la limite de [, | f(z) dA(z), Cest-a-dire la limite de [, f(z) dz, qui est [P f(z) dz,
par définition d’une intégrale impropre. O

Remarque 4.13. Il est important de remarquer que la convergence de lintégrale impropre
[? f(x) dz nentraine PAS lintégrabilité de f.

Ainsi, on verra en exercice que I'intégrale de 0 a +oo de 51293 est une intégrale de Rie-
mann impropre convergente. Cependant, Slgm n’est pas intégrable sur R, pour la mesure
de Lebesgue.

A titre culturel, on peut noter le résultat suivant dii a Lebesgue :

Théoréme 4.14. Soit f une fonction mesurable et bornée sur un intervalle [a, b]. Alors f est
Riemann-intégrable sur [a, b] si et seulement si l'ensemble des points de discontinuité de f est
de mesure de Lebesgue nulle.

Démonstration. On va se contenter de démontrer que si 'ensemble des points de discon-
tinuité de f est de mesure de Lebesgue nulle, alors f est Riemann-intégrable sur [a, b],
c’est-a-dire que si on a

n n n n n n
CL:CLO <:I/‘0 <a1 <1‘1<...xn71§an:b,

n

et que la suite e, = 1r£1a<x (@} — a' ;) est de limite nulle, alors la suite S,, = > (ar —
i<n k=1

ax—1)f(zr—1) converge toujours vers une méme limite ne dépendant pas des subdivisions
choisies. On procede comme dans la preuve du théoreme 4.10| : soit M une constante
bornant f sur [a, b].

n

Silonpose f, = > f(z}' 1)1)en Lanls alors f,, converge vers f en les points de continuité
i=1 =1

de f, donc presque partout. Comme |f,| < M, le théoréeme de convergence dominée

sapplique et S, = [, 4 fn d\ converge vers [i, ;) f dA. O

Ce résultat illustre bien la supériorité de l'intégrale de Lebesgue sur I'intégrale de Rie-
mann. Pour vous en convaincre, essayez donc de montrer, a 'aide de la seule définition de
la Riemann-intégrabilité, la convergence des sommes de Riemann associées a la fonction
z — {1} sur]0,1]. (La valeur de I'intégrale sera calculée en exercice.)
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CHAPITRE 4 : Intégrales

Terminons par quelques remarques élémentaires : I'intérét de I'intégrale de Riemann,
c’est qu’on a appris (dans certains cas) a la calculer! Plus précisément, le théoreme fonda-
mental de 'analyse nous enseigne que si F' est une primitive de f sur [a, b] (C’est-a-dire si
F' = f), alors

F(b) - Fla) = Abf(x) dz.

En particulier, si ¢ est une fonction monotone strictement croissante, la dérivée de F o ¢
est ¢'.(f o ¢), ce qui nous dit que F o ¢ est une primitive de ¢'.(f o ¢), et donc

b 9(b)
[ @0 0)@) do = Flo) ~ Fo@) = [ (@) d

C’est la formule dite “de changement de variable”.

4.5 Intégrale d’une fonction a valeurs complexes

Définition. Soient (2, F, ) un espace mesuré et f une fonction de §2 dans C. On dit que f est
mesurable sur (£, F, u) si ses parties réelle et imaginaire le sont. On dit que f est intégrable
sur (2, F, ) si ses parties réelle et imaginaire le sont. Ainsi si f sécrit f = f1 +ify oll fy et
f2 sont des fonctions a valeurs réelles mesurables, on peut définir [, f du par

[ fdu= ([ sdu)+i( ] f2an).

Il n’est alors pas tres difficile de voir que les fonctions intégrables sur (2, F, i) a valeurs
dans C forment un C-espace vectoriel et que 'intégrale ainsi définie est C-linéaire. Quelles
que soient les fonctions complexes intégrables sur (€2, F, i) et quels que soient «, 5 € C,
on a

L(af+5g)dﬂza[2fdu+ﬂégdu.

Si l'on sait que f est mesurable (c’est-a-dire que la partie réelle f; et la partie imaginaire
f2 de f le sont), alors comme pour tout i € {1,2},

Lfil < 1FL< Ll el

f sera intégrable si et seulement si | f| I'est.
Enfin, il sera souvent utile de connaitre le résultat suivant : si a et b sont des nombres
réels avec a < b et z un nombre complexe non nul, on a

ebz — 0%

/[a,b} e d\(x) = —

Dans la suite, la plupart des théoremes seront énoncés pour des fonctions a valeurs
réelles, mais dans le cas de fonctions a valeurs complexes, on pourra souvent démontrer
un résultat analogue en considérant séparément les parties réelle et imaginaire.

Par exemple, on peut énoncer :

Théoreme 4.15 (Convergence dominée pour des fonctions complexes). Si (fy)n>1 est une
suite de fonctions mesurables complexes convergeant presque partout vers f, et telle qu’il existe
une fonction g intégrable vérifiant, pour tout n, |f,| < g alors la suite ([ f,, du),~, converge

vers [ f dp.

Démonstration. Comme |Re f,,| < |fn| < g, on peut appliquer le théoréme de convergence
dominée a (Re f,),>1. Idem pour (Im f,)n>1. d

Le théoreme “évident” suivant mérite tout de méme une démonstration :
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4.6 Identifier des mesures par leurs intégrales

Théoréme 4.16. si f est une fonction complexe intégrable sur (2, F, u), alors

[ £ dul < [ 111 dp.

Démonstration. Soita € C
Re(a/ fdu):Re(/ afdy):/Reafdy
Q Q Q

< [ lafldu=1al [ Il dn

Sion prend a = [ f du, on obtient

[ Fanl < [ 5 dul [ 151w

ce qui donne le résultat voulu. O

4.6 Identifier des mesures par leurs intégrales

Les intégrales caractérisent des mesures.

Théoréme 4.17. Soit ;1 et v deux mesures sur (R%, B(R?)) qui donnent chacune une masse
finie aux compacts de R%. On suppose que pour toute fonction continue d support compact f,
ona [ga fdp= [gafdv. Alors j =wv.

Démonstration. Les compacts de R¢ forment un 7-systéme qui engendre la tribu boré-
lienne de R? (par exemple car les pavés ouverts s'écrivent comme réunion dénombrable
de pavés compacts), donc il suffit de montrer que y et v coincident sur les compacts. Soit
fn la fonction de R, dans R, définie par f,(z) = (1 — nx)*. f est continue, vaut 1 en
0 et est nulle sur [1/n, +oo[. Soit K un compact de R?, et posons g,(z) = f,(d(z, K)),
oud(z,K)=infd(x,y); y € K. g, est continue, comme composition d’applications conti-
nues, et converge simplement vers l'indicatrice de K. Comme |g,| < 1, +B(0,1) qui est
intégrable par rapport a 4 et v, le théoreme de convergence dominée dit que [Ra gn dp
converge vers [pa 1 dpp = pu(K) et [pa gn dv vers [pa 1g dv = v(K). Vu I'hypothese faite,
Jrd Gn dpt = [ra gn dv pour tout n, donc p(K) = v(K). Comme 4 et v coincident sur les
compacts, on a donc bien u = v. O

4.7 Applications aux intégrales a parametre

4.7.1 Continuité d’'une intégrale dépendant d’un parametre

Théoreme 4.18. Soit (2, F, i) un espace mesuré. Soit f(x,t) une fonction (a valeurs réelles)
de deux variables définie sur Q x T, ott T est un espace métrique. On suppose que pour tout
t € T, la fonction = — f(x,t) est mesurable par rapport a F. On suppose qu’il existe une
fonction g intégrable par rapport a y telle que pour toutt € T :

|f(z,t)] < g(x) o — p.p.

On suppose enfin que, pour u-presque tout x, t — f(x,t) est continue.
Alors

P = [ f(a,t) du(a)

définit une fonction continue sur T.
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Démonstration. Que F soit bien définie découle de I'inégalité |f(x,t)| < g(x) et de 'inté-
grabilité de g. Soit t € T. Comme T est un espace métrique, la continuité est caractérisée
par le comportement des suites : pour montrer que F' est continue en ¢ € T, il suffit de
montrer que pour toute suite (t,),>1 d’éléments de 7" convergeant vers ¢, F'(¢,,) tend vers
F(t). Pour cela, il suffit d’appliquer le théoréme de convergence dominée a la suite (f,)
définie par f,(x) = f(x,t,) : pour u-presque tout z, f,(z) converge vers f(x,t) grace a la
continuité de ¢t — f(x,t) et on a la domination |f,,| < g. O

4.7.2 Dérivabilité d’une intégrale dépendant d’'un parameétre

Théoreme 4.19. Soit (2, F, i) un espace mesuré. Soit f(x,t) une fonction de deux variables
définie sur Q2 x T, ou T est un intervalle de R. On suppose que pour tout t € T, la fonction
x +— f(x,t) est mesurable par rapport a F et intégrable par rapport a u. On suppose enfin
que, pour u-presque tout x, t — f(x,t) est dérivable par rapport a t, et qu’il existe une
fonction g intégrable par rapport a y telle que pour toutt € T :

o

51 (@0)] < 9(0) n -,

:/fmwmm
Q

définit une fonction dérivable sur T, avec

Alors

of
Q Ot

Démonstration. 1l s’agit de montrer que pour toute suite (¢,,) de points de 7" tendant vers
i

F(t) = [ Ze.t) dul).

o Flo) = F() [ 0f
n—-+00 tn — 1 o Ot

Posons f,(x) = %{(mﬂ

La suite de fonctions mesurables ( f,,),>1 converge p-presque partout vers ‘g{ (x,t), ce qui

L e,1) du().

assure la mesurabilité de = — %{(w, t). De plus, d’apres I'inégalité des accroissements finis,

on a |fy(x)| < g(x) u—presque partout. Ainsi, d’apres le théoreme de convergence domi-
née, [ fn dp converge vers l'intégrale [, %(x, t) du(zx). Cependant [, f,, du = W,
ce qui donne donc le résultat voulu. O

Remarque 4.20 (importante). Lorsque l'on veut démontrer la continuité (ou la dérivabilité)
de F(t) définie comme précédemment sur un intervalle T non compact, il est rare que l'on
trouve une fonction majorante g qui convienne pour TOUTES les valeurs de T. Cependant,
comme la continuité (ou la dérivabilité) est une propriété locale, il suffit de montrer que pour
tout t € T, il existe un voisinage V de t tel que U'on ait une majoration uniforme pour les
teV.

4.7.3 Exercice : la fonction Gamma

On note T' la fonction définie sur |0, +oo| par la relation

+0o0
I'(z) = / e 't dt.
0

Pour n entier naturel non nul, on pose

"1
"= T+

l\:>\>i
L
\
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4.7 Applications aux intégrales a paramétre

1. Vérifier que I est bien définie.

2. Démontrer que la fonction I" est dérivable sur |0, +-o0c[, avec
+o00
Ve >0 I'(z)= / e 't Llogt dt.
0

3. Montrer que la suite (u,),>1 définie par u,, = H,, — logn admet une limite lorsque
n tend vers l'infini. On notera ~ cette limite, appelée constante d’Euler.
11-(1—v)™

4. Montrer que pour tout entier n > 1, H,, = [y ———— dv.
5. En déduire que, pour tout entier naturel n > 1,

H 1
njfi :—A (1 —v)"logv dv.

6. Etablir que pour tout ¢ > 0,1 —t < e .
7. Onpose I, = [;/(1 — L)"logt dt. Montrer que

n

+oo
lim I, :/ e tlogt dt.
n—+oo 0

8. Montrer que v = —I"(1).

Indication : on pourra montrer que [, = —=

ai(logn — Hpiq).
Solution
1. La fonction t +— e~!*~1 est continue sur |0, +oo[, donc localement intégrable sur
]0, +00]. Reste a étudier l'intégrabilité en 0 et en linfini. En 0, e %=1 ~ t*71 et
comme z — 1 > —1 et que t*~! est de signe constant au voisinage de 0, l'intégra-
bilité en 0 découle du critére d’équivalence avec une intégrale “de type Riemann”
classique. En I'infini, e *t*~! = o(e~*/?), ce qui donne la convergence en I'infini.
2. Soient a, b réels avec 0 < a < b < +oco. Pour tout ¢t > 0, on a
0
oz
Comme pour tout ¢ > 0 et tout x €]a,b[, on a

(e7"71) = e7"t" logt.

le " tlogt] = (—logt)e {t* ! Lj0,1((t) + e 't*Llogt 1, 4oof(t)
< (=logt)e "t Ly p(t) + e P ogt 1y joof(t),

on pourra appliquer le théoreme de dérivation sous le signe intégrale dés qu’il sera
acquis que

t — (—log t)e_tta_l 1]071[(15) + e tgt logt 1[17_,'_00[(75)

est intégrable sur |0, +o0].

— Cette fonction est continue, donc localement intégrable.

— En0,onalogt = o(t~%?)ete* ~ 1, d’oli la relation de comparaison (— log t)e *t*~! =
o(t*/?>~1), ce qui donne P'intégrabilité en 0.

— En 400, comme logt = o(t), on a e ‘t*"logt = o(e~**), mais t* = o(e!/?),
donc finalement e~*#*~1logt = o(e~*/?), ce qui donne l'intégrabilité en l'infini.

Ainsi, la fonction I" est dérivable sur |a, b[, avec

Va €la, b] r’(x):/

0

+oo
e 't" Hogt dA(t).

Comme la dérivabilité est une propriété locale et que tout point de ]0, +o0o[ admet
un voisinage de la forme |a, b, avec a, b réels vérifiant 0 < a < b < +o0, le résultat
s’ensuit.
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. On a le comportement suivant
ftn = ttns| = |(Hy — Hy_1) — (logn — log(n — 1))
1 1 1 1 1
= |2 tlogl—1/m)| =] — - o()‘:o().
‘n—i_Og( /m) n n+ n2 n2

Ainsi la série de terme général u,, — u,_1 converge, mais on a la relation télesco-

n
pique > (up —ug—1) = u, — uy, donc la suite (u,),>; converge.
k=2 =

. Pour tout v €]0,1[,onaen posantu =1 —v

11— Y 11 1 n—1
0 v o 1—-u 0 \ k=
n—1

0
= > 1ukdu: ni:lL:Hn
0 k=0 k+1

. On fait une intégration par parties : pour tout € > 0, on a

1
/ (1 —v)"logv dv
3

1—(1=yp)t! 11_ _ n+1
R "
n+1 n + 1
1—(1—eg)ntt 11-(1- )”+1
S S P | _
n+1 08¢ n+1 / v dv
Cependant, on a I'équivalent en O : —% loge ~ —¢eloge, d’ou en faisant
tendre € vers 0 :
1 1 11— (1 — o)ttt H,
/ (1—-v)"logv dv = — / (1-v) dv = — =+
0 n+1Jo v n+1

grace a la question précédente.

. La fonction ¢t — f(t) = 1 —e~! a comme dérivée e, majorée par 1 sur R . D’apres
I'inégalité des accroissements finis, on a f(t) — f(0) < ¢, d’ot I'inégalité voulue.

. Posons, pour t > 0 etn > 1, f,,(t) = (1—£)"(logt) 1( , (t). Comme f;, est continue
par morceaux, on a

/]O’m[fn(:c) D)= [ e / falt) dt = I,.

Pourn > ¢,0na f,(t) = (1 — £)"logt.
Mais (1 — £)" = exp(log(1 — £)") = exp(nlog(1 —t/n)) : lorsque n tend vers l'infini

log(1 —t/n) ~ —t/n, dounlog(l —t/n) ~ —t. Ainsi, lim nlog(l —t/n) = —t,
n——+00

dou lim (1—t/n)" = e~'.Finalement, pour toutt >0, lim f,(t) = e ‘logt.

n—-+o0o n—-+o0o
On a pour t COI'I‘lpI'iS entre 0 et n

t n
‘(1 _ f) logt‘ < (e=")"|logt| = |log t|e~",
n
dou | f,(t)] < |logt|et. La derniére inégalité est encore vérifiée pour ¢t > n : les
termes sont tous nuls. Ainsi, on a sur ]0, +oo[ I'inégalité | f,,(t)| < |logt|e~t. Comme,
on I'a vu au 2, cette fonction est intégrable, on peut alors appliquer le théoréme de
convergence dominée et on a

+oo
lim I, :/ e tlogt dt.
0

n—-+0o0o
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4.8 Mesures a densité

8. Un simple changement de variable affine donne
1
0
1 1
= nlogn/o (1—y)" dy+ n%} (1—y)"logy dy.

nlogn Hyq
-n
n+1 n+1’

An fa(t)dt = NAI fn(ny) dy = n/ (1 —y)"log(ny) dy.

soit I, = 5 (logn — Hyq1) = iy (logn — Hy, — #1).
Comme lim (H, —logn) = v, cela nous donne lim I, = —y. Or, d’aprés
n—+00 n—-+00

la question précédente, lim I, = [ e 'logt dt, qui d’aprés la question 2, est

n—-+00
égale aI’(1).
On obtient donc I'identité v = —T"(1).

4.8 Mesures a densité

4.8.1 Définition et premieres propriétés

Soit (€2, F, 1) un espace mesuré. Soit f une fonction positive mesurable de (2, F) dans
(R, B(R)). On peut définir une application v de (2, F) dans [0, +-oc] par

v(A) = /4f dp.

Il n’est pas difficile de démontrer que v est une mesure sur (2, F) (exercice laissé au
lecteur). On note parfois f.;, la mesure ainsi définie.

Définition. On dit que v est une mesure qui admet une densité par rapport a j et que cette
densité est f.

En réalité, il y a ici un abus de langage : en effet, une méme mesure ne peut-elle
admettre plusieurs densités par rapport a y?

Proposition 4.21. Soit v une mesure o-finie. Soient f et g deux fonctions mesurables étant
toutes deux des densités de v par rapport a . Alors f = g u-presque partout.

Démonstration. Supposons d’abord v finie. Posons A, = {w : f(w) > g(w)}.

OnaO0=v(Ay) —v(A4) = [a, fdu— [a, gdu= [4, (f —g) du.
De méme si 'on pose A_ = {w : f(w) < g(w)}, on a encore la relation 0 = v(A_) —

v(A-) = [a_fdu—[4_gdu= [4_(f—g)du. Cependant |f—g| = (f—g)la, —(f—9)Lla_,
donc

[l =gt = [0 tadu [(-9) 14 da
= /A+(f_g)d'u_%4(f_g)dMZO—():Q.

Ce qui implique que f = g u-presque partout.

Cas général : on pose v,(A) = v(ANQ,), ol (2,) est une suite croissante d’ensembles de
mesure finie de réunion (2. v, est une mesure finie et admet les densités f1g et glg, qui
coincident donc p-presque partout :

ona flg = glg, p-presque partout, et a la limite f = g u-p.p. O
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Théoreme 4.22. On suppose que v est une mesure admettant f comme densité par rapport
a p. Alors, pour toute fonction mesurable g

/ 9| dv = / 9| f dps. (4.3)
Si cette quantité est finie, on a alors
Jodv=[asdn (4.4)

Démonstration. Si g = 14 avec A € F, est immédiat. Par linéarité, (4.4) est éga-
lement vérifiée lorsque ¢ est une fonction simple positive. En utilisant le lemme |4.7| et le
théoréme de convergence monotone, il s’ensuit que (4.4) est vraie pour toute fonction me-
surable positive, en particulier (4.3]) est vraie pour toute fonction mesurable g. Supposons
que [ |g| dv = [|g|f du < 400 : on peut alors écrire g = g™ — g~ avec [ ¢ dv < +oo et
[g~ dv < +oo. Comme g et g~ sont mesurables positives, on a [ g dv = [g¢g" f du et
[ g~ dv = [g¢ f du. En faisant la différence des deux, on obtient donc I'égalité

[(gt —g7)dv=[(g% — g7)f du, soit (4.4). 0

4.8.2 Décomposition de Lebesgue

Définition. On dit que la mesure i est une mesure absolument continue par rapport a \, ce
qui est noté p < A, si pour tout borélien A € B(R), on a : A\(A) = 0 implique pu(A) = 0.
On dit que la mesure v est une mesure singuliére par rapport a \, ce que U'on note v L ), s’il
existe N € B(R) tel que A(N) =0 et v(N°¢) = 0.

Remarque 4.23. Un tel borélien N n’est pas nécessairement unique.

Théoreme 4.24. Toute mesure o—finie y sur (R, B(R)) se décompose de fagcon unique sous
la forme i = v1 + v9, ol v est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue A
et vy est singuliére par rapport a \.

Démonstration. Montrons tout d’abord 'existence d’une telle décomposition. Considérons
I'ensemble des négligeables pour la mesure A :

N = {A € B(R); \(A) =0}.

Posons o« = sup{u(A); A € N}. Si @ = 0, alors u = 14 et il n’y a rien a démontrer.
Supposons donc a > 0. Dans ce cas, il existe une suite croissante (A, ) d’éléments de
N telle que p(A,) > a — L pour tout n € N*. Ainsi, lensemble 4 = U,>14, € N
vérifie u(A) = «. Soit maintenant B C A€ tel que A\(B) = 0. On se demande s’il est
possible d’avoir p(B) > 0. On sait que (AU B) = u(A) + u(B) > et AU B € N donc
#(AU B) < a. On voit donc que nécessairement 4(B) = 0. Posons maintenant vy = 14cp
et o = 1. La mesure v; admet la densité 1 4. par rapport a u. On a

Vl(B):[BlAc d,u:/lAclB d,u:/lAcmB dp = u(A°N B).

Ainsi, si B est tel que A\(B) = 0, alors v (B) = u(A°NB) = 0 et donc v; < A. On remarque
de plus que \(A€) = 0 et 12(A°) = u(A N A°) = 0. Donc v, est bien singuliére par rapport
a

Pour montrer l'unicité de la décomposition, supposons que ;. = 1] 4 14, avec V] < \ et
vy L A. Choisissons donc des ensembles A, B € B(R) tels que v5(A) = A(A°) = v/3(B) =
A(B€) = 0. On a alors

]/2(Aﬂ B) — ]/é(AﬂB) = I/l(AC UBC) = V{(ACUBC) = O

/ / / /
Doncvy =1anpvi =lanp p=lanp vy =vietmm =p—v) = p—v) =15,
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4.9 Le théoréme de transfert

Remarque 4.25. En réalité, on peut dire un peu plus : la mesure v apparaissant dans
la décomposition du théoréeme admet une densité par rapport a la mesure de Lebesgue. Ce
résultat constitue le théoréme de Radon-Nikodym. Ce résultat, que nous ne démontrerons pas
ici, peut étre établi a Uaide de techniques hilbertiennes (voir par exemple Rudin [10]).

4.9 Intégration par rapport a une mesure image : le théoréme
de transfert

Le théoreme qui suit est un résultat trés utile, dont la portée n’est malheureusement
pas toujours bien comprise. Dans un certain sens, on peut considérer que c’est ce théoréme
qui légitime I'introduction du concept de mesure image, puisqu’il exprime que des lors
qu’on sait décrire la mesure image u7, on saura calculer les intégrales de fonctions de la
forme f o T. C’est en probabilités que son intérét est le plus évident; sa maitrise est un
objectif important d’un cours de probabilités de ce niveau. En analyse, ce théoréme permet
de calculer certaines intégrales avec une redoutable efficacité, voir par exemple la preuve
du calcul du volume de la boule unité que nous proposons en fin de ce chapitre.

Théoreme 4.26. Soient (2, F, ) un espace mesuré, T' une application mesurable de (2, F)
dans (Y, F'). Soit f une application mesurable de (', F') dans (R, B(R)). Alors f est inté-
grable par rapport a ur si et seulement si f o T est intégrable par rapport a p. Dans ce cas,
ona

A, fy) dur(y) = A(foT)(x) du(z). (4.5)

Démonstration. Prenons d’abord le cas ou f est I'indicatrice d’'un ensemble A € 7' : on a
[ fdur = [o La dur = pr(A) = p(T~1(A)). Dautre partona 14 0T = 1p-1(4), donc
JafoT du= [olp1a) du= w(T~1(A)). Légalité || est donc vérifiée dans le cas ou
f est I'indicatrice d’'un ensemble A € F'. Par linéarité, elle est vérifiée pour toute fonction
étagée mesurable.

Soit maintenant f une application mesurable positive de (€', ') dans (R, B(R)). Il
existe une suite croissante d’applications étagées ( f,,) convergeant ponctuellement vers f.
Pour tout n, on a

A}/ fa(y) dur(y) = /Q(fn oT)(zx) du(x).

En appliquant le théoreme de convergence monotone, on obtient a la limite [, f(y) dur(y)
Jo(f o T)(z) du(z). En particulier, pour toute application f mesurable de (£, ') dans
(R,B(R)),ona [qo |f| dur = Jq |f|oT dp, ce qui montre bien que f est intégrable par rap-
port a ur si et seulement si f o T est intégrable par rapport a u. Dans ce cas, f* et f~ sont
intégrables, positives, et en soustrayant l'identité [, f~(y) dur(y) = [o f~ o T(x) du(x)
de lidentité [, f(y) dur(y) = [o fT o T(z) du(z), on obtient le résultat voulu. O

4.10 Mesure produit

L’introduction de la notion de mesure produit vise plusieurs buts :

— donner un sens mathématique a la notion intuitive d’aire dans R?, ou de volume
dans R?,

— permettre le calcul d’intégrales de plusieurs variables,

— introduire un cadre mathématique qui permettra, dans un contexte probabiliste, de
manier efficacement la notion d’indépendance.

On suppose que (X, X, u) et (Y, ), v) sont des espaces mesurés. On rappelle que X @ Y

est la tribu engendrée par les ensembles de type X x Y, ou (X, Y’) décrit X' x ).
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CHAPITRE 4 : Intégrales

4.10.1 Construction de la mesure produit

Lemme 4.27. Pourtout Ac X @ Y, x € X ety €Y, on note
Ay ={yeY:(z,y) € A} et AY={rec X :(z,y) € A}

Alors A, € Y et AY € X. De plus, si [ est une fonction mesurable de

(X xY, X ®)Y)vers (C,C), alors pour chaque x fixé, la fonction y — f(x,y) est mesurable
par rapport a la tribu Y, et de méme pour chaque y fixé la fonction x — f(x,y) est mesurable
par rapport a la tribu X.

Démonstration. On va commencer par montrer la deuxiéme assertion. Fixons z € X et
montrons que fl : y — f(x,y) est (Y,Y) — (C,C) mesurable. Notons 7} : ¥ — X x Y
qui a y associe (z,y). 7l est (Y,)) — (X x Y, X®)) mesurable car chacune des compo-
santes est mesurable. Maintenant, l'identité f! = f o 7. donne la mesurabilité voulue, par
composition d’applications mesurables.

Revenons a la premiére proposition. La section verticale de niveau =z : A, = {y € Y :
(x,y) € A} peut s'écrire comme une image réciproque puisque A, = (f1)~1({1}), avec
fX(y) = La(z,y). Or Papplication de X x Y dans R qui & (z, y) associe 14(x,y) est (X x
Y, X®Y) — (R, B(R)) mesurable ; comme d’apres ce qui précéde, f.l est (Y,)) — (R, B(R))
mesurable, on a donc A, € ).

On traite de la méme maniére AY et f7 : 2 — f(x,y). O

Remarque 4.28. On dit parfois que AY et A, sont des sections de U'ensemble A.

Théoreme 4.29. Soient (X, X, ) et (Y, Y, v) deux espaces mesurés dont les mesures (i et v
sont o-finies. Alors, il existe une unique mesure m sur Uensemble (X x Y, X ® ) telle que
pourtous X € X etY € ), on ait

m(X xY) = pu(X)vY).

On notera dans la suite pu ® v cette mesure. De plus, pour tout E € X ® ), les fonctions
x — v(E;) et y — u(EY) sont mesurables et U'on a

[ B duta) = [ u(E?) dvly) = (n@v)(E).

Démonstration. Supposons d’abord que y et v sont finies. Soit F dans X ® ) ; d’apreés le
lemme précédent la fonction = — v(E,) est bien définie. Notons 7" la famille des en-
sembles £ € X ® Y tels que cette fonction soit mesurable de X dans B(R). Il n’est pas
difficile de voir que 7" est un \-systeme (voir la derniére section du chapitre 3). Mais 7~
contient tous les pavés (les éléments de X' x))). En effet, prenons £ = Ax B, avec A € X et

B € Yy : on a alors
E, ={y € B:(z,y) € A x B}. Ainsi E, = Bsiz € A et @ sinon, et donc v(E,) = v(B) si
x € A et 0 sinon. Ainsi, v(E) = v(B)la(x), et

x — v(B)1la(x) est bien une fonction mesurable de X dans B(R). 7' est donc un -
systéme contenant un 7-systeme qui engendre X’ ® ). Ainsi, d’apres le théoréme A-7, 7'
est X ® ) tout entier. Finalement, pour tout £ dans X ® ), on peut définir

mi(E) = [ v(E.) dp(a)

et de méme on pourrait définir
ma(B) = [ u(EY) dvy).
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Prenons a nouveau £ = A x Bet E, = {y € B:(z,y) € Ax B}. Ainsi E, = Bsixz € Aet
@ sinon, et donc v(E,) = v(B) si z € A et 0 sinon. Ainsi m (E) = [y 1av(B) du =
p1(A)v(B). En procédant de la méme maniere, on obtient mo(E) = [y 1pu(A4) dv =
u(A)v(B). Donc m; et mg sont des mesures finies qui coincident sur les pavés : elles
sont donc égales.

Passons maintenant au cas ou u et v sont o-finies : on peut partitionner X (et Y) en
une famille dénombrable d’ensembles de mesure finie :

+-00 400 ..
X = U A;etY = U Bj. Notonsm'’ la mesure associée comme précédemment aux
i=1 j=1
mesures traces v|4, et y p;. En d’autres termes

m"(E) = /X Via,(Ez) dpyp; () = A 1B; (EY) dva,(x).

Alors, il n’est pas difficile de voir que la mesure m s'écritm = Y. Y m®/. On a alors
? J

m(A x B) = ; ; m((Ax B)N (4; x Bj))
= ; ; mZ’J((AﬂAZ) X (BﬁBj))
= 21: %: n(AN A;)v(B N Bj)

~(zuana)) (£ uBnE)) = A

J

O]

Remarque 4.30. Il n’est pas difficile de voir que si u, v sont des mesures o-finies, a et b des
réels positifs, alors (apn) ® (bv) = (ab)(pn ® v) (utiliser la partie unicité du théoréme).

Exercice. Soient (X, X, ) un espace mesuré ou p est o-finie, f une application mesurable
de (X, X) dans (R, B(R)). On note T l'application de X x R dans lui-méme qui a (z,y)
associe (x,y+ f(x)). Alors, T est une application mesurable qui laisse invariante la mesure
IR

En effet, T est mesurable car ses composantes sont mesurables. Notons m = p ® A. Il
suffit de montrer que pour tout A € X et tout borélien B de R, I'ensemble £ = A x B
vérifie m(E) = m(T~(E)). On a

m(E) = [ AEs) dule) et m(T7'E)= [ MN(TE).) dutx).

Comme on I'a déja vu, £, = B siz € A, tandis que £, = @ si x € A. Ainsi, on a
AEz) = AN(B) 14(z). Par ailleurs,

(T7(E))e = {y € R; (,y) € T (E)} = {y € R; (x,y + f(2)) € E},
qui est donc égal a B — f(z) si z € A, zéro sinon. Ainsi,
M(T7HE))z) = MB — f(2)) 1a(z).

Mais on sait que la mesure de Lebesgue est invariante par translation :
A(B — f(x)) = A(B). Il n’y a plus qu’a intégrer pour obtenir I'égalité voulue.
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4.10.2 Théoremes de Fubini et Tonelli

La partie qui précéde aura peut-étre semblé un peu fastidieuse au lecteur. Mais main-
tenant le plus dur est fait, et nous allons voir comment, avec les théoremes de Fubini et
Tonelli, on peut concrétement calculer des intégrales de fonctions de plusieurs variables.
Les résultats suivants se montrent toujours en trois étapes.

On commence par les prouver pour une fonction indicatrice quelconque, puis pour une
fonction simple quelconque et on conclut par un argument d’approximation par des fonc-
tions simples (énoncé dans le lemme .

Théoréme 4.31 (Tonelli). Soient (X, X, u) et (Y,),v) deux espaces mesurés dont les me-
sures et v sont o-finieset f € V(X x Y, X ® )). f est donc une fonction positive.

Pour tout x € X, la fonction y — f(z,y) est mesurable de (Y,)) dans (R, B(R,)) et la
fonction

v [ ) o)

est dans V4 (X, X).
De méme pour tout y € Y, la fonction z — f(x,y) est mesurable de (X, X) dans (R, B(R.))
et

yH/Xf(w,y) du(x)

est dans V. (Y, D).
Enfin, on a les égalités

Je T ey = [ ([ 1) dw) dut

= [ ([ 1@y du@) dviy).

Démonstration. La mesurabilité de y — f(x,y) est une conséquence immédiate du lemme
Supposons que f s’écrive comme l'indicatrice d'un ensemble A € X ® ) : on a alors

[, £ dvly) = v(a,)

La deuxieme partie du Théoreme assure la mesurabilité de I'application x — [y f(z,y) dv(y)
ainsi que

/)(Lf(x,y) dv(y) dﬂ($):/)(V(A$) du(x):M@@y(A):/)( fdpew.

X

Le résultat s’étend aisément a la classe des fonctions simples par linéarité, puis a f €
V(X xY,X®)) en utilisant le lemme 4.7|et le théoréme de convergence monotone. [

Théoreme 4.32 (Fubini). Soient (X, X, u) et (Y, Y, v) deux espaces mesurés dont les mesures
w et v sont o-finies et f € V(X x Y, X ® )). On suppose que

/ f] d(n @ v) < +oc.
XxY

Alors, il existe X' € X et Y' € Y avec p(X\X') =v(Y\Y')=0et

/Xfod(M@I/) - //(A,f(%y) dV(y)) du(x)

N A (/X fla,y) du(x)) dv(y).
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Démonstration. On va juste montrer la premieére égalité. D’aprés le théoréme de Tonelli,

/X(L’f(x,y)ldu(y» d,u(a:):/Xxy|f| (1 ® v) < +oo.

Il s’ensuit que si 'on pose

X' = {w e X; [ 1f(w.)] dvly) < +o0},
onau(X\X')=0
Par suite p@v(X x Y\X'xY) = u(X\X')v(Y) = 0. (On rappelle que dans R, 0.00 = 0.)

Ainsi, comme I'hypothese [y, |f| d(p®v) < 400 entraine l'existence de [,y f d(p®v),
on peut écrire

[ rdwew)

= [ fduey)

= [ U= duey)

= Ju IO = [ ey

:/ /f+mydy ) / /f (2, y) dv ))d,u(a:)
= [ ([ ey aw) - / av(y)) du(z)
Z/X,Lfﬂ:,ydvy dp(z).

Les théorémes de Tonelli et Fubini sont intimement liés : trés souvent, on utilise
d’abord le théoreme de Tonelli afin de pouvoir appliquer le théoréeme de Fubini. Exer-
cice. Pour z > 0, on pose F(z) = [;F* we_“ dt. Montrer que F' est intégrable
sur |0, +oo] et que

O

B (cost)(1 — cost)
/}o,m[ F(z) dA\(z) = /]o,m[ g dA(t).

Posons f(x,t) = M ~* Ona|f(z,t)| < 1=5=te=et dott pour tout ¢ > 0,

1 —cost 1 —cost

t)| d\ T e T g =
/]o,m['(“' )| dA(z) < /]W,[ S @) =

La fonction ¢ w est intégrable sur |0, +oo] : en effet, elle est continue, admet une

limite 1/2 en O et est en O(1/t%) en linfini. D’apres le théoréme de Tonelli, f (ou |f|) est
intégrable sur |0, +00[x]0, +-00[. D’apres Tonelli, I'application = — fio o[ |f (2, 1) dA(2)
est intégrable par rapport a la mesure de Lebesgue sur |0, +oco][. Comme 0 < F(z) <
S0, 400 [f (2, 8)] dA(t), F Test aussi. Comme f est intégrable sur |0, +-00[x]0, +ocl, le théo-
reme de Fubini nous dit que son intégrale est égale a S0, 4001 F(z) d\(z) d’une part (inté-
gration en ¢, puis en x), et a

/]0,+oo[ </]0,+oo[f(x’t) dA(x)) dA(t)

d’autre part (intégration en x puis en ¢), soit fj 4 (C%t)(tw dA(t).
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4.10.3 Associativité de la mesure produit

Soient (X, X, n), (Y, V,v),(Z, Z,) trois espaces mesurés o-finis. Comme précédem-
ment, on note X ® ) ® Z la tribu engendrée par les ensembles de la forme A x B x C, ou
(A,B,C) décrit X x Y x Z.

On note ¢ l'applicationde (X xY)x Z - X xY x Z : ((x,y),2) — (x,y,2) et ¢
I'applicationde X x (Y x Z) - X xY x Z : (z,(y,2)) — (x,y, z). Alors la mesure image
my de (1 ® v) ® v par ¢ et la mesure image my de p ® (v ® y) par ¢ sont égales : on note
simplement cette mesure y Q@ v & .

Montrons que m; et my sont égales. On a :

mi(Ax BxC) = (u@v)®@7(¢ (A x B xC))
— (@) @1(Ax B)xC)
V(A x B)y(C) = p(A)v(B)v(C)

et

ma(AxBxC) = p®v®y) (0 (AxBxC))
p® v ey)(Ax(Bx0)
= wA) v e7)(BxC) = pu(A)pv(B)y(C),

ce qui montre que les mesures coincident.

4.10.4 Convolution de mesures

Définition. Soient ;i et v deux mesures o-finies sur (R?, B(R?)). On appelle convolée de 1 et
v et on note 1 * v la mesure image de u ® v par Uapplication (z,y) — = + y.

Proposition 4.33. Si i, v sont des mesures o-finies, a et b des réels positifs, alors

— (ap) * (bv) = (ab)(p * v).

— pu*x0=0xpu=0, o 0 désigne la mesure nulle.

Démonstration. Soit f : (z,y) — x +y.On a

(ap) * (bv)(A) = ((ap) @ (b))(f71(A))
ab(n @ v)(f~1(A)) = ab(p+v)(A).

De plus, on a z * 0(A ):(u® 0)(f~1(A)) = 0, et de méme
0% pu(A) = (0@ u)(f1(4)) =0.

4.11 Les théoremes généraux et la mesure de comptage

Un certain nombre de théoremes généraux donnent des résultats trés pratiques lors-
qu’ils sont utilisés avec la mesure de comptage. On va juste en énoncer deux, mais le
lecteur aura intérét a relire chaque théoréme en se demandant quel résultat on obtient
lorsqu’on prend pour une (ou toutes les) mesure(s) en jeu la mesure de comptage. Bien
sty il retrouvera parfois des résultats connus.

Théoreme 4.34 (Série a parameétre). Soit une famille de nombres réels a(k,n) pour k >
1,n > 1 entiers. On suppose qu’il existe une suite de nombres réels positifs (c)r>1 avec les
propriétés :

+oo
V(n,k) € N* x N*  |a(k,n)| < e, kz ¢, < +o0.
=1
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On suppose que pour tout k > 1, la limite suivante existe :

lim a(k,n) := a(k,o0).

n——+oo
+00o +o00
Alors les deux séries s, = > a(k,n)ets= > a(k,o0) convergent absolument et on a de
plus lim s, =s, soit
n—+o0o
+00 +o0o
nll)l—il-loo kz_:l a(k,n) = kz_:l a(k,o00).

Démonstration. Ici, il s’agit d’appliquer le théoreme de convergence dominée a la mesure
de comptage. O

Démontrer le théoréme [4.35| par des moyens élémentaires (avec des ) est également
un exercice tres instructif que nous vous conseillons vivement.

Théoréme 4.35. Soient (€2, F, ) un espace mesuré et ( fy)n>1 une suite de fonctions mesu-
rables positives de (Q, F, u) dans (R, B(Ry)).

+o0o
Sionpose f= Y. fn,alors
n=1

+o00
/ fdu= % [ fadp
Q n=1 Q

Les deux quantités peuvent valoir +oc.

Démonstration. On peut, au choix, appliquer le théoréme de Tonelli a la fonction f(n,z) =
fn(x) que I'on intégre sur N* x 2, ou encore appliquer le théoréeme de convergence mono-
tone aux sommes partielles. O

Remarque 4.36. Série de fonctions

Voici une conséquence de ce théoréme. Si la série de terme général [, f, dp converge, alors
f est intégrable. En particulier f(w) est fini pour p-presque tout w. Nous en déduisons que,
pour une suite (fy,) de fonctions mesurables de signe quelconque, si la série de terme général
Ja | fn] dp converge, alors la série de terme général f,(w) converge (absolument) pour -
presque tout w.

4.12 La mesure de Lebesgue sur R?

Définition. On appelle mesure de Lebesgue sur R? la mesure A*?. On la note parfois A%,
parfois méme X lorsqu’il n’y a pas de confusion possible (mais ce n’est pas une trés bonne idée
quand on débute). En dimension deux, \*?(A) est Uaire de A; en dimension trois, \*3(A) est
le volume de A.

4.12.1 Transformations affines

Théoréme 4.37. Soit y € RY La translation x — x + y laisse invariante la mesure de
Lebesgue sur R%.

Démonstration. Il suffit de vérifier I'invariance pour un pavé, ce qui est immédiat. O

L’invariance de la mesure de Lebesgue sur R? par les translations en fait une mesure
trés particuliere. Plus précisément, on a le résultat suivant :
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Théoréme 4.38. Soit m une mesure sur R? invariante par les translations et telle que

m(B(0,1)) < +oo. Alors m = %)\-

Démonstration. R? est réunion dénombrable de translatés de la boule unité, donc m est
o-finie, ce qui permet d’appliquer Tonelli. Si m(B(0,1)) = 0, m(R%) = 0 et il n’y a rien
a démontrer. Sinon, posons g = ml B(0,1)- Par construction, on a [ga g dm = 1. On

pose a = [pa g(—x) d\(z) = %. Soit f une fonction mesurable positive. On a, en

appliquant plusieurs fois les invariances de A et de m ainsi que le théoréme de Tonelli :

/fd/\ (/fdA)(/gdm)

_ /g(y) </f(a:) d)\(x)) dm(y)

Reste a trouver la valeur de «. En prenant f = 14, on obtient A\(A) = am(A), ce qui est le
résultat voulu. O

Revenons aux propriétés d’invariance de la mesure de Lebesgue.

Théoreme 4.39. Soit M € SL4(R) (c’est-a-dire que det M = 1). L’application x — Mz
laisse invariante la mesure de Lebesgue sur R<.

Démonstration. Par un théoréme d’algebre linéaire, toute matrice de SL4(R) peut s’écrire
comme produit de matrices de transvections, c’est-a-dire de matrices de la forme I,, +
ak;; aveci # j, ou Ej; est la matrice dont tous les coefficients sont nuls, sauf celui en
(7,7) qui vaut 1. Ainsi, il suffit de montrer le résultat pour une matrice de transvection.
Mais c’est alors un cas particulier de l'exercice 2 vu précédemment : on identifie R? a
R x R{2-4} on prend u = A ! et f(x) = alz, ej)e;. O

Théoreme 4.40. Soit M € My(R). Pour tout borélien A, on a
A (MA) = |det M|XI(A).
En particulier; pour tout ¢ € R, A%(cA) = |c[?\9(A).

Démonstration. Dans le cas ou M = diag(\,1,...,1), on vérifie facilement la formule
lorsque A est un pavé : on a deux mesures qui coincident sur un 7-systeme qui engendre
la tribu, elles sont donc égales. Passons au cas ou M est inversible. On peut alors écrire
M = diag(det M, 1,...,1)N, ou N € SLy(R). Ainsi

M(MA) = M(diag(det M,1,...,1)NA) = |det M|\ (NA)
= |det MIXNY(N"YHNA)) = |det M|\I(A).
Reste le cas ou M n’est pas inversible, dans ce cas det M = 0, donc il faut montrer que
A(MA) = 0. Pour cela, il suffit de montrer que \*(Im M) = 0. Or Im M est un espace

vectoriel de dimension au plus d — 1, il existe donc une application inversible qui envoie
Im M dans R?~! x {0}. Comme RY~! x {0} est de mesure nulle, Im M aussi. O
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Corollaire 4.41. Si M est inversible, la mesure image de \¢ par

Un calcul de volume : le volume d’un cOne

Le calcul d’'une aire, ou d’un volume repose souvent sur 'utilisation du théoreme de
Tonelli ou de son ancétre, le théoreme Voyons par exemple comment calculer le
volume d’un céne. Une surface plane de R® est un borélien dont la dimension affine est
égale a deux. Si A est une surface plane et 2 un point de R? qui n’est pas dans I'espace
affine engendré par A, le cone de sommet x et de base A est

C={(1—0)z+0u;0,u) € 0,1] x A}.

Si A= A x{h}, avec h > 0 etz = (0,0,0), en découpant le volume par tranches
horizontales (perpendiculaires a «'axe des z »), on a

N(C) = [ AHC) dA:);

ou C, = {(z,y) € R% (z,y,2) € C}.OnaC. = £A pour z € [0, 1], C; = @ sinon. On en
déduit

2
M) = [ NCA)Y ) = XA
©= [ RGA DG = [ )
h 2( A7
— A2 (4)).

()

d\(z)

On retrouve donc la formule bien connue : le volume du cone est égal au tiers du produit
de la hauteur fois l'aire de la base.

Corollaire 4.42. Soient M une matrice inversible et b € R<.

On pose T(z) = Mz + b. Soit ji1 une mesure positive sur R% admettant une densité f; par
rapport a la mesure de Lebesgue sur R®. Alors, la mesure image de y1; par T admet comme
densité par rapport & la mesure de Lebesgue sur R? la fonction f, définie par

1) = rgergr T )

Démonstration. Soit g une fonction mesurable positive sur R%. Notons 1o la mesure image
de p1 par T. D’apres le théoréme de transfert,

gdpy = / (goT) dm :/ (goT)fr dx*
R4 Rd R4

— (goT)(froT ' oT) d\?

d

(gx froT Y oT d\?

d
d(g X fioT™) d\%:
1 d

71
dgx(flo )|d6tM|

[
T g T

ce qui donne le résultat voulu. O
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4.12.2 Intégration des fonctions radiales

Théoreme 4.43. Soit ||.|| une norme quelconque sur R™. On note V' le volume de la boule
unité pour cette norme. Alors, pour toute fonction ¢ mesurable de R, dans R, Uapplication
x > ¢(||z||) est intégrable par rapport & \*™ si et seulement si [, nt" o ()| dA(t) < +oo
et alors

L 2l X @) =V [ (ene =t ax).

Démonstration. D’apres le théoreme de transfert, ¢ o ||.|| est intégrable si et seulement si ¢
est intégrable par rapport a la mesure image de A®" par |||, et on aura alors

L ol ax= ) = [ (t) dm(r).

I1 suffit donc de caractériser m. Soit a > 0. En utilisant successivement la définition d’une
mesure image, ’homogénéité d’'une norme, et la propriété d’échelle de la mesure de Le-
besgue sur R”, on a

m([0,a]) = A*"(B(0,a)) = \*"(aB(0,1)) = a"A\*"(B(0,1)) = Va™.

Comme les intervalles [0,a| forment un 7-systeme qui engendre la tribu borélienne de

+oo

Ry, avec R = 'Uo [0,14], le théoreme |3.12| nous dit que la connaissance de m sur les
1=

intervalles ([0, a]),cr, permet de I'identifier. Or il est facile de voir que

Va™ = [ ]Vnt"—l dA(t),
0,a

donc m est la mesure dont la densité par rapport a la mesure de Lebesgue est ¢t +—

Vnt" 1y 1 o((t). On en déduit que

o(t) dm(t) =V [ o(t)nt" L d\(t),
Ry Ry

ce qui est le résultat voulu. O

Corollaire 4.44. Calcul de I'intégrale de Gauss

+00 2
I= exp(—%) = V2m.

—00

Démonstration. Le théoréme de Tonelli donne
2 3 + 23 2
= [ oI5 dne Newa) = [ ollz]) i),
R2 2 R2

2 . o7 . 1.
avec ¢(x) = exp(—%-). Si on note V; le volume de la boule unité euclidienne de R?, avec
la formule d’intégration d’une fonction radiale, on a donc

2

+o00 r
2 _ _ : _ M
I* = %A 2ro(r) dr =2V, Ml—lgrloo[ exp( 5 o = 2,

car on sait que Vo = 7. O

On voit sur cet exemple que méme en petite dimension, le théoreme d’intégration
d’une fonction radiale est d’'usage plus simple que le changement de variable polaire.
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Corollaire 4.45. Le volume de la boule unité euclidienne de R™ est

27Tn/2

nl(n/2)

22

Démonstration. On prend ¢(z) = exp(—%-). Le théoreme de Tonelli donne

2

/n exp(—”é”g) d\®"(z) = <A§ exp(—%) d/\(ac)>n = (2m)™2.

D’autre part le changement de variable u = t?/2 donne

Eyntn1 dnt) = 2u)"?7 ! d\(u) = 22 'nl’
[, et ax) = [ exp(—un(2u> 7t dAw) = 23 o

)

En faisant le quotient et en appliquant le théoréme précédent, on obtient le résultat voulu.
O

Remarque 4.46. L’astuce est évidemment de trouver une fonction ¢ pour laquelle on sait

calculer les deux intégrales. Ce n’est tout de méme pas si fréquent. La méthode permet égale-
n

ment de calculer le volume de la boule unité de ||.||,,, définie par ||z||) = 21 |z;|P, en prenant
1=

. . 2n(241)”
o(x) = exp(—aP) (exercice laissé au lecteur; on trouvera comme volume W).
p

4.13 Preuve des propriétés de base de I'intégrale

4.13.1 Premiers résultats

L'implication (f < g) = [ f du < [g du découle évidemment de la définition, de
méme que le fait que I'intégrale d'une fonction nulle est nulle.

Ce qui est assez étonnant, c’est que la linéarité ne puisse étre obtenue simplement;
nous l'obtiendrons en réalité comme corollaire du lemme de Beppo Levi.

Pour (2;),cs partition finie, notons

I((Qi)iED f) = Z 1nf{f(w), w e QZ},U,(Ql)

I est important de remarquer que si (£;);c; est une partition finie et (Q});c; une autre
partition finie, alors

I((Q% N Q) G jyerxar ) = 1((Qi)ier, f)
et

I((Q ) i jyerxas £) = T(() je, f)-

Lemme 4.47. Si une fonction est u-presque partout nulle, alors son intégrale par rapport a
u est nulle.

Démonstration. 11 suffit de considérer le cas d’une fonction positive, car si f est presque
partout nulle, f et f~ le sont aussi. Si une fonction f positive est p-presque partout nulle,
alors pour tout ¢ tel que inf{f(w);w € Q;} > 0, ona p() < p(f > inf{f(w);w € A}) <
wu(f > 0) = 0. Cela entraine que pour toute partition finie, I((£%;)cr, f) = 0, d’ot la nullité
de l'intégrale. O

Lemme 4.48. Soient f mesurable positive, o« > 0 et A mesurable. Alors

/(f+0¢1,4) dp = /f dup + au(A).
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Démonstration. Soit (£2;);eq, une partition quelconque. Posons J = {1,2} avec Q] = A,
Qf = A°.

Comme inf{f(w) + ala(w);w € % NQL} = inf{f(w);w € XU N} +alj—y, onaen
multipliant par p(£2; N Q}) et en faisant la somme sur les couples (i, 5) :

I Q) i jyerxass f+ala) = T((% N Q)G jyerxs, ) + au(A).
Ainsi

I((Qi)ier, f+ala) < I((UNQ) 6 )erxs f+ala)
= I((% N Q) ijyerxas» f) + au(A)

< /f dp + au(A),
d’ol en passant au supremum :
/(f+ozl,4) dp < /f dp + ap(A).

Réciproquement, soit M < [ f dp. Il existe une partition finie (£2;);cr, avec I((£%)ier, f) >
M. On a alors

[ +atadn = (0N Y)aser. f +ala)
=I((uN Q;')(i,j)EIXJa f) +au(A)

> M + pu(A).
En passant au supremum en M, on obtient ’égalité voulue. O
n
En particulier, si f s’écrit comme la somme finie f = > «a;14,, avec pour tout 7,

i=1
n

a; > 0 et A; mesurable,ona [ f du = Zl a;p(A;). Ainsi, on obtient la linéarité pour les
1=

fonctions simples positives.

Remarquons également que pour f positive, comme f > «a lis>qy, 0na [ f du
ap(f > a)ﬁ Ainsi, si f positive est d’'intégrale nulle, on a pour toutn : 0 = [ f du
% 1 ( f> %), soit u(f > 1/n) = 0, et donc d’apres le théoreme de continuité séquentielle
décroissante, p(f > 0) = 0.

vV v

4.13.2 Démonstration du théoreme de Beppo Levi

1. On va d’abord montrer une forme trés faible de ce résultat : si f est une fonction
simple positive et (E, ), > une suite croissante d’ensembles mesurables de réunion E, alors

n
limp 400 [1E,f dp = [1pf du. Eneffet, si f = 3 a;14,, avec pour tout ¢, oy; > 0, on
i=1

n
aflg, = ‘21 a;14,nE, et
1=
n
/1Enf dp =3 ap(Ai N By).
=1

n
La convergence vers . a;u(A;NE) = [1gf du découle alors du théoréme de continuité
=1

séquentielle croissante.

4. On reverra cette inégalité plus tard dans le cas ol i est une mesure de probabilité. Elle aura alors le
nom d’inégalité de Markov.
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2. Passons au cas général. On considere (f,,) une suite croissante de fonctions mesu-
rables positives tendant vers f et on veut montrer que [ f,, du tend vers [ f du. Bien str,
la suite ([ f, du),, est croissante, majorée par [ f du, donc la limite existe et est majorée
par [ f du. Il suffit donc de montrer que lim [ f,, du > [ f dp. Par définition de l'intégrale,
il suffit de montrer que pour toute partition finie (€2;);cs, on a lim [ f,, dpp > 1((Q4)icr, f)

Posons g = Y inf{f(w),w € Q;}1q,. g est une fonction simple, avec 0 < g < f.
ier

Fixons « €]0, 1] et posons E,, = {f, > ag}. Comme la suite (f,,) est croissante, la suite
(E,) est croissante. Comme les fonctions f,, et g sont mesurables, F,, € F. Si g(w) = 0,
on aw € E, pour tout n, sinon, comme lim f,(w) = g(w) > ag(w), on aw € E, pour n
assez grand. Finalement, la réunion des E,, est {2 tout entier. Ainsi, d’apres la forme faible
du théoréme[’] c’est-a-dire la partie 1. de cette démonstration,

lim /lEn ag du:/ag d.

n—-oo
On a
frn 2 1p,fn > 1g,ag,
d’ou
lim/fn dy > lim/lEnag dy = /ag d,
soit

hm/fn dp = ol ((Qi)ier, f)-

En faisant tendre « vers 1, on obtient 'inégalité souhaitée

lim/fn dp > I(($%)ier, f)-

4.13.3 Preuve de la linéarité

Soient f, g deux fonctions mesurables positives, & > 0. On veut montrer que [(f +
ag) dp = [ f du+ o [ g du. Soient (fy,), (g,) des suites croissantes de fonctions simples
positives convergeant respectivement vers f et g. On a pour tout n

/(fn+a9n) d,u:/fnd,quoz/gnd,u.

En appliquant trois fois le théoreme de Beppo Levi, on obtient a la limite [(f + ag) du =

[fdu+afgdpu.

Passons au cas ol f et g sont intégrables, de signe quelconque. On a [ |ag| du <
[lalg™ + |alg™ du < 400 en utilisant la linéarité pour les fonctions positives. Ainsi, on
obtient pour a > 0

/agduz/(ag)+du—/(ag)‘duZa/fdu—a/g‘du:a/gdu

et pour a <0
/agduz/(ag)+du—/(ag)_ du=(—a)/g‘ du+a/g+du=a/gdu-

On est ainsi ramené a étudier le cas o = 1. Comme |f + g| < |f| + |g|, f + g est intégrable.
Posons f+g=h.Ona ft —f 4+g " —g =hT"—h",soit fr+gT"+h~ = f +g +h".

D’ol en intégrant
/f++/g++/h‘:/f‘+/g‘+/h+.

5. Noter que si les f, n’étaient pas mesurables, E,, ne serait pas nécessairement dans F et on ne pourrait
invoquer la forme faible. I'hypothése de mesurabilité sert donc bien a quelque chose!
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En changeant de membre, on obtient le résultat voulu.

Maintenant qu’on a la linéarité, montrons que si f < g u-presque partout, alors
Jfdu< [gdup. Ecrivons f = flircpn + [ lipsgy et
9=91<q +9 Lis>q) - Comme f 14 v et g L.y sont nulles et donc d’intégrale nulle,
donc par linéarité f = f 1;;<,, a méme intégrale que f, et g = g 1;< ) a méme intégrale
que g. Comme f 1<y < g 114<4), ON a en intégrant le résultat voulu.

Ceci achéve la preuve des propriétés de base de l'intégrale.

4.14 Exercices sur les intégrales

4.14.1 Exercices de la série 1

Exercice 48. Montrer l'existence de f}071}{%} d)\(x), puis montrer que

/0 (2} =1-7,

g
ol v est la constante d’Euler, qu’on a introduite a la section F]

Exercice 49. Continuité de la transformée de Laplace.

Soit f une fonction continue de R, dans C. On suppose que I'intégrale impropre [;7>° f(t) dt
existe (c’est-a-dire que fOT f(t) dt admet une limite quand 7 tend vers +oco). Montrer
que pour tout A > 0, lintégrale impropre [;F*°e *f(t) dt existe et que la fonction
A= [o7%° e M f(t) dt est continue sur R

Exercice 50. Théoréme du retour de Poincaré.

Soient (€2, F, ) un espace mesuré et 7' une transformation, c’est-a-dire une application
mesurable de (2, ) dans lui-méme. On suppose que . est une mesure finie et qu’elle est
invariante sous I'action de T, c’est-a-dire que la mesure image de p par 'application T est
1 elle-méme. Alors, le théoreme du retour dit que pour tout ensemble mesurable A de
mesure non nulle, la suite des itérées (7" (x)),>0 passe une infinité de fois dans A pour
presque tout x appartenant a A.

+00
1. On pose N(z) = kz 14(T*(z)) ainsi que Y (z) = exp(—N(z)), avec la convention
=0
exp(—(+00)) = 0. Montrer que Y est une application mesurable intégrable par
rapport a .
2. Onpose Z(z) = Y (Tx). Montrer que Y (z) = e~ 24(®) Z(2), puis que [ Y (2) du(z) =
[ Z(x) du(a).

3. Conclure.

Exercice 51.

Etudier la limite, lorsque n tend vers l'infini de

1 _
1. [ Me Tcosx dr.

2. fol (11% dz.

+oo 1+4nz
3. f (1+z)™ dx.

Exercice 52. Les fonctions f(x,y) suivantes sont-elles intégrables sur le pavé [0, 1] x [0, 1] ?
1. (v —y)(2? +y?) 73/,
2. (1 —zy)P avecp < 0.

6. On pourra trouver d’autres intégrales du méme style avec des applications a la théorie des nombres
dans I'ouvrage de Pdlya et Szeg6 [9l, Partie II, chapitre 1, paragraphe 5.
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3. (¢ —y?)/(@® +*)*

4. (z—y)/(z+y)>

Exercice 53. Intégrales de Wallis.
1. On pose

/2
Wy, = / (cos0)™ d6.
0

Montrer que W,, = ”T_IWn,g. En déduire que la suite (nW,,W,,_1),>1 est constante.
2. Montrer que W, W, 11 < W2 < W,,W,,_;. En déduire I'équivalent a linfini

s
oo [T
Pour d’autres méthodes de calcul de cet équivalent, on peut se reporter a ’exercice
ainsi qu’aux indications de 'exercice
Exercice 54. Calcul de l'intégrale de Gauss.
1. On pose J,, = fo\/ﬁ (1 - %)n dt. Montrer que ngrfoo A et dt.

2. Exprimer J,, en fonction d'une intégrale de Wallis. En déduire la valeur de I'inté-

grale de Gauss :
+0o0 1
/ e /2 gt = 5\/2#2\/71/2.
0

Exercice 55. Calcul de I'(1/2).
Connaissant la valeur de l'intégrale de Gauss, montrer que

'(1/2) =+/r.
Exercice 56. 1. Alaide d’un développement en série entiére, montrer que

Jio (-n™ /1 dx
3 :

—3n+1 0o x°+1

2. On donne
11 ( 1 z—2 )
34+1 3\1+2 22-2+1/°

Montrer que

io (-1)™  3log2+ V3w

3+l 9

Exercice 57. Calcul de lintégrale de Dirichlet avec Fubini.

Soit @ > 0. Montrer que la fonction, f : (z,y) — e *sinx, est intégrable sur [0, a] x

[0, +o0]. On pose I, = / f(z,y) dA\® A(z,y). Déterminer la limite de I, quand a
[0,a]x[0,+00[

+%° sinx

tend vers +o00. En déduire la valeur de / .

0 x

Exercice 58. Calcul d’intégrales liées aux intégrales de Fresnel.
Le but de cet exercice est le calcul des intégrales de la forme

+oo . 1
/ eu* " du, O<a<l
0
et d’'intégrales liées.
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1. On pose, pour A\ > 0,
+oo .
d(\) = / e M eyt du.
0
Montrer que ¢ définit une fonction continue sur [0, +-o0].
2. Montrer que ¢ est dérivable sur |0, +oo| et satisfait 'équation différentielle ¢/(\) =

25 #()). En déduire que pour tout A > 0, on a

1

p(N) = ¢(O)W

exp(—ai arctan \).

3. Montrer que pour tout A > 0, on a
“+o0o

$(0) = (1 + A"%)*/? exp(«i arctan /\)A e Tei¥ po 1 do.

4. En déduire que
+oo | 1 .
/ eu®"" du = exp <za§) INa),

0
et en particulier, comme I'(1/2) = /7,

/+°° Ccos U du_/+°° sin du—ﬁ
o Vu o Jo  Ju V2

5. Calculer les intégrales de Fresnel

+00 +o0
/ cos(u?) du et / sin(u?) du.
0 0

Exercice 59. Intégrale de Dirichlet : semi-convergence et un équivalent.

Montrer que l'intégrale [;"> ant dt est convergente, mais que la fonction S‘T“t n’est pas
intégrable par rapport a la mesure de Lebesgue sur R, . Montrer de plus I'équivalent a
Pinfini [" B2 gt ~ 2 10gn.

Exercice 60. Calcul de lintégrale de Dirichlet a Uaide d’une intégrale a parameétre.

1. On pose, pour z > 0, F(z) = [ Sitﬂe_” dt. Montrer que F' est correctement
définie et définit une fonction continue sur R,..

1

2. Montrer que F' est dérivable sur |0, +oo|, avec F'(z) = — 7.

3. Calculer F et en déduire la valeur de [;F> St g,

Exercice 61. Calculer lintégrale I = [y, (2° + y* + 2%) dA*3(z,y, 2), ot
22 2 52
V(a,b,c)—{(:v,y,z)eRg, x>0,y>0,2>0, —|—+§1}.

On rappelle que le volume de la boule unité de R? est %w.
Indication : commencer par traiter le casotta =b=c = 1.

Exercice 62. Fonction Gamma : formule de récurrence et application au calcul de la trans-
formée de Fourier de la gaussienne.

1. Montrer que la fonction I' vérifie, pour tout réel = > 0, 'égalité
I'(x 4+ 1) = z-I'(x). En particulier, vérifier que pour tout entier » > 0, on a :

1 1\ (2n)!
T(n+1)=n! r( ,>:p<,)_7.
(n+1)=n! et n—i—2 5) 5 1
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2. On donne I'(1/2) = /7. Montrer que pour tout entier naturel n, on a

1 2n —ﬁ _ (2n)‘
QW/%t TN = o

3. On pose G(t) = \%e‘ﬂ/? Montrer que pour tout x réel

2T
/mmmw@:/awmw@w@ZJ%m@
R R

4. En deuxieéme lecture du livre : interpréter les résultats démontrés en termes proba-
bilistes.

Exercice 63. Fonction Gamma et fonction Zéta.

+o00
Pour s > 1, on pose ((s) = . -=.Montrer que I'on a
r Py
= t° t.
() = [T

Exercice 64. Formule de Stirling.
1. Montrer que [ z"e~% dz = o(T'(n + 1)).

. Montrer I'équivalent % ~ f:/\%(l + ﬁ)”e_“\/ﬁ du.
2

2
3. Montrer que pour tout x €] — 1,1,onaln(l + ) —z < —%.
4

. On rappelle que [*2° e~t*/2 gt = \/2r. Montrer que on a I’équivalent suivant en
+00
(n+1) ~ V2re "n" /2,

Exercice 65. On note S la boule de R? centrée en l'origine et de rayon 2 et H~ la surface
inférieure de frontiére paraboloidique (elliptique) :

H™ ={(z,y,2) € R® 3z < 2® +¢*}.

Pour toute partie A de R?, on note A, sa tranche de niveau z :
A, = {(z,y) € R* (z,y,2) € A}.
1. Soit z € R. Montrer que

(S, siz <0
(SNH),=1o siz>1
H(z,y) eR%32 <22 +9y2 <4 — 2%} sizel0,1]
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CHAPITRE 4 : Intégrales

2. Montrer que A*3(SNH~) = Pr.

3. Le centre de gravité d’'un solide homogene représenté par le borélien borné A est

le point
)\(1A) /A(x, y, z) dAZ3(z,y, 2).
Montrer que le centre de gravité de SNH ™ est le point de cooordonnées (0, 0, —%).
4. On pose
HY ={(z,y,2) € R® 3z > 2* + *}.
Montrer que le centre de gravité de SN H T est le point de cooordonnées (0, 0, %).

Indication : on conseille ne pas refaire tous les calculs, de remarquer plutét que le
centre de gravité de S est l'origine.

Exercice 66. Méthode de Laplace.
Soient g et h des fonctions mesurables de R dans R. On suppose que :
— h est strictement décroissante,
— onaen0: h(z) = h(0) — cz’ + o(z”) avec c > 0 et 3 > 0,
— onaen0:g(x) ~ Az* aveca > —1l et A # 0,
— Jr, lg(z)|e"®) do < +o0.
Le but de I'exercice est de montrer que lorsque ¢ tend vers l'infini, on a

a+1

+oo
1) = [ g(a)e™ dr(x) ~ A0 (ct) " F Ko
0

avec K, 3 = %F(QTH) On vérifie sans peine que le résultat est encore vrai si les intégrales

et les fonctions ne sont pas définies sur [0, +oo[, mais sur [0, M| avec 0 < M < +oc.

1. Soit 4 > 0. On pose

= 2)e™®) dx(z = 2)e™®) dx(z).
)= [ 9@ i@ et kst = [ @)™ axw)

Montrer que
Rs(t
lim 57()04-&-1 =
t—+o00 eh(o)tt—T

2. Exprimer [y 4 u®e™" dX\(u) & laide de la fonction T.
3. Pour § > 0, on pose g5(z) = g‘;iﬁ ljoe)(2) et r(z) = %. Vérifier qu'il existe
§ > 0 tel que |gs(x)| < 2 et r(x) > 1/2 pour z €]0, d].

Montrer que

T Y
I5(t) - :/ %( “1 B)uae ((ct)l/B) d\(u).
AehO)t(ct)™ 5 Ry (ct)V/

4. Conclure.
Exercice 67. Soient y et v deux mesures o-finies sur R”. On suppose que v admet une

densité par rapport a la mesure de Lebesgue sur R™. Montrer que y * v admet une densité
par rapport a la mesure de Lebesgue sur R".
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4.14 Exercices sur les intégrales

4.14.2 Exercices de la série 2

Exercice 68. Soit C, I'ensemble des fonctions continues bornées sur R. Soient y et v deux
mesures finies sur (R, B(R)). Montrer que si pour toute f € C, [ f du = [g f dv, alors

nw=v.
Exercice 69. Soient i une mesure finie sur (2, F) et f une application finie u-presque
partout. Montrer que les quatre conditions suivantes sont équivalentes :
1. f est intégrable par rapport a .
2. [qf1>ny || dpe tend vers 0 quand n tend vers Iinfini
3. Xasinu(n <[f[<n+1) < +oo.
4. 2 pzo u(lf] > n) < +oo.
Indication : montrer a <= b,a <= c¢,d = ¢, (c&b) = d.

Exercice 70. Soient ;. une mesure sur (2, F) et f intégrable par rapport a . Montrer que

la fonction
+oo ]

2

= —f1

9= 2 3l 1w

est intégrable par rapport a p.

Exercice 71. Intégration par rapport a une somme de mesures.

Soit (p;);en une suite de mesures définies sur un espace (€2, F).
1. Montrer que i = ),y i; €St une mesure sur (2, F).

2. Montrer que pour f mesurable positive, puis pour f intégrable, on a

[ rdu=3 [ rau.

1€EN

Exercice 72. Soit (f,),>0 une suite croissante d’applications p-intégrables convergeant p
presque partout vers f. On suppose qu’il existe une constante K telle que

Vo >0 /fndugK.

Montrer que f est y-intégrable et que [ |f,, — f| du tend vers 0 lorsque n tend vers l'infini.

Exercice 73. Soit (f,,)n>0 une suite décroissante d’applications y-mesurables positives. On
suppose que f; est u-intégrable. Montrer que ( f,,) converge simplement vers une fonction
mesurable f, que f est u-intégrable et que [ |f, — f| du tend vers 0 lorsque n tend vers
linfini.

Exercice 74. Soit f une fonction réelle intégrable sur (€2, F, u). Montrer que si [, f dp =0
pour tout A € F, alors f = 0 presque partout.

Exercice 75. 1. Calculer I,, = [y 2" logx dx pour n € N.
+o0
2. En déduire la valeur de [j 2% 4z, sachant que Y. & = %2.

n=1
1

3. En calculant de deux manieres différentes / (1 — 2)"In(x) dz, montrer que pour
0
n >0,ona

" /n\ (=)  Hp, o, |
= , ouH, = -
> (= at >y
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Exercice 76. Démontrer que

1 1 =X n24n+41
e —1)(logx + —)dz = .
[) ( )(log a:) ;n(n—i-l)(n—i-l)!
1 1 +oo (_1)n
Exercice 77. Calculer / dz. En déduire Z .
0o 1422 = 2n+1
+oo o +o0
Exercice 78. Démontrer que / SIMAT gy = > e
o er—1 — n? + a2
] i 1 (xlogx)? iy (—1)™
Exercice 79. Démontrer que ~— = dx = —_—.
que [ STES =23 5

Exercice 80. Calcul de 3, n—12 avec Fubini.
n>1

Calculer de deux facons différentes :

J e L dxd
= — 5 A% .
/—1/—11+2313y+y2 Y

Exercice 81. Montrer que pour tout z € C, (1 + z/n)" tend vers exp(z) lorsque n tend
vers l'infini.

Exercice 82. Régularité de la fonction Gamma.
Démontrer que la fonction I" est de classe C* sur ]0, +oo[ et que pour tout entier n > 1,

+oo
T () — / e~ (log t)"* 1 dt.
0

Exercice 83. Intégrale de Wallis de deuxiéme espéce.
Trouver par convergence dominée I'équivalent de I'intégrale de Wallis de seconde espeéce :

/” (Slnl’) d /3771"
0 x 2n

Exercice 84. Gamma et Zéta, la suite.
Soit s > 0. Montrer que

+oo ¢s—1 too (_1)k71
A m dt = F(S)T](S), avec 7](8) = k; T

7 est la fonction éta de Dirichlet.
Lorsque s > 1, montrer que n(s) = (1 — 5=1)¢(s).

Exercice 85. Montrer que pour « > 2, on a

& o —2 a—1

/Jroomdx— L _C(a—l).
1

A Taide du résultat de I'exercice |53 en déduire le développement asymptotique en 0 a

droite : ((1+ h) = % + 7+ o(1), ol vy est la constante d’Euler.
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Chapitre 5

L.ois des variables et des vecteurs
aléatoires

Rappelons que si X est un espace topologique (par exemple un espace métrique), on
appelle tribu borélienne de X et on note B(X) la tribu engendrée par la famille des ouverts
de X. Nous notons )\ la mesure de Lebesgue.

5.1 Notions générales

Définition. Soit (2, ) un espace mesurable. On appelle variable aléatoire toute application
mesurable de (2, F) dans (R,B(R)), ot B(R) est la tribu borélienne de R. De méme, on

appelle vecteur aléatoire toute application mesurable de (2, F) dans (R?, BR?)), o B(RY)

est la tribu borélienne de R".

On appelle loi d’'une variable aléatoire X définie sur (2, F,P) la mesure image de P par
X. Cette loi est notée Px. Dans ce contexte, ot P est une mesure de probabilité, rappelons que
cette loi image est une mesure de probabilité sur (R, B(R)) définie par

VA€ B(R) Px(A) = P(X ' (A)).
Par définition, X 1(A) = {w € Q; X (w) € A}.

Afin de simplifier les notations, on écrit toujours {X € A} a la place de X ~!(A). Ainsi,

on écrira le plus souvent P({X € A}) et méme P(X € A) pour désigner Px (A). On utilise
souvent A = {x} ou A =] — oo, z], etc. De plus, I'événement X ! ({z}) est noté {X = z},
Pévénement X (] — oo, z]) est noté {X < z}, etc.
Exemple: Soit P la mesure sur (R, 3(R)) définie par P = 15_; + 300 + 1. P est une
mesure positive, de masse totale 1 : c’est donc une probabilité. Considérons 'application
X : R — R définie par Vw € R X (w) = |w|. Comme X est une application mesurable
(puisque continue), X est une variable aléatoire. Pour P-presque tout w, X (w) € {0,1}.
Ainsi, la loi de X sous P est

Px = P(X = 0)5 + P(X = 1)6;

= P({O})(Sg + P({—l, 1})(51 = %50 + %(51

Exemple: L’exemple qui suit ne paie pas de mine mais est cependant trés instructif. Soit
P la mesure sur (R, B(R)) définie par P = 16_; + £dp + £61. On a vu que P était une
probabilité. Considérons I'application Y : R — R définie par Vw € R Y (w) = w. Comme
Y est une application mesurable, Y est une variable aléatoire. Il est facile de voir que la
loi de Y sous P est tout simplement IP. Ainsi, on voit que le probleme de I'existence d’'une
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variable aléatoire suivant une certaine loi se raméne a celui de I’existence de cette loi et
reléeve donc de la théorie de la mesure.

5.1.1 Fonction de répartition

Soit X un vecteur aléatoire a valeurs dans R%. On appelle fonction de répartition de X
et on note F la fonction définie sur R¢ par

Vi = (t1,...,ta) €RY, Fx(t) = Px(] = 00,t1]x] = o0, ] x - x] = 00, t4])
= P(X; <t1,Xo <to,..., X4 < tg).

Remarque 5.1. On appelle parfois fonction de queue de X la fonction 1 — Fx.

Théoréme 5.2. Si deux variables (ou vecteurs) aléatoires ont la méme fonction de réparti-
tion, alors elles ont méme loi.

Démonstration. Si X etY sont tels que F'y = Fy, cela veut dire que Py et Py coincident
sur les ensembles de la forme | — oo, t1]x]| — 00,ta] X -+ X] — 00, t4]. Or ces ensembles
forment un 7-systéme qui engendre B(R?), donc Px et Py sont égales. O

La fonction de répartition est surtout utile en dimension 1, car en dimension supé-
rieure, ses propriétés sont plus difficiles a exprimer et les calculs sont souvent compliqués,
voire infaisables. Nous allons donc nous contenter de donner quelques propriétés de la
fonction de répartition d’une variable aléatoire réelle.

Propriétés de la fonction de répartition d’une variable aléatoire réelle

Théoreme 5.3. La fonction de répartition F'x d’une variable aléatoire vérifie les propriétés
suivantes
— Fx est avaleurs dans [0, 1].
— Fx est croissante sur R.
— lim Fx(t)=0et lim Fx(t)=1
t t—-+oo

——00

— En tout point x € R, F'x est continue a droite.

— En tout point = € R, Fx admet une limite a gauche qui est égale a F'(x) si et seulement
siP(X =z) =0.

— L’ensemble des points de discontinuité de F est fini ou dénombrable.

Démonstration. — Le premier point découle du fait que F'x(t) est la probabilité d’'un
événement.
— Sis<t,ona]—oo,s| C|]—o0,t]|, dou

Fx(s) =Px(] — 00,s]) <Px(] —00,t]) = Fx(1).
—+o00
— Posons pour n > 1, A, =] —o0,—n]. On a A,4y; C A, et Ql A, = @, dou

lim Px(A4,) =Px(@)=0.Soite > 0. D’apres ce qui précede, il existe n tel que
n—-+00

Px(A,) < e. Comme Fx est croissante et positive, on a

t<-n = 0< Fx(t) < Fx(—n) <e,

ce qui prouve que lim Fx(t) =0.
t——o0
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5.1 Notions générales

“+00
Posons pour n > 1, A, =] —oo,n]. On a A, C A,y et U1 A, = R, dou
n=

lim Px(A4,) = Px(R) = 1. Soit ¢ > 0. D’apres ce qui précede, il existe n
n——+00

tel que Px(A4,) > 1 — . Comme F'x est croissante et majorée par 1, on a

t>n = 1>Fx(t)> Fx(n)>1—¢,

ce qui prouve que lim Fx(t) = 1.
t——o00
Soient ¢ € R, (t,)n>1 une suite décroissante convergeant vers t. Posons, pour n > 1,
“+o00
Ay, =] —o0,ty).Ona Apy1 C Apet N A, =] —oo,t], dott  lim Fx(t,) =
n=1 n——+oo

lim Px(A4,) = Px(] — oo,t]) = Fx(t). Comme cette égalité est obtenue pour
n—-+00

toute suite décroissante convergeant vers ¢, ceci prouve que la limite a droite de
Fx au point ¢ est F'x (t) (critere de continuité séquentiel). Remarquons qu’on aurait
pu également utiliser des criteres analogues pour les preuves des deux propriétés
précédentes et éviter ainsi 'emploi de e.

Toute fonction croissante admet une limite a gauche en tout point de I'intérieur de
son ensemble de définition. On a

Fx(z) - i Fx(y) =  lm Fx(z) - Fx(z—1/n)
= nETooED(X €lx —1/n,z]) = P(X = z)

d’apres le théoreme de continuité séquentielle décroissante.

D’apres ce qui précede, les points de discontinuité de F'y sont les points x tels que

P(X =z) > 0:ily en a au plus un ensemble dénombrable d’aprés le théoréme [3.3]
O

Remarque 5.4. On parle de la fonction de répartition d’'une variable aléatoire, mais il s’agit
en fait de la fonction de répartition de la loi de la variable aléatoire.

Retrouver la loi lorsque la fonction de répartition n’est pas continue

Théoréme 5.5. Soit F la fonction de répartition associée a la loi j. On suppose que F' est
de classe C' par morceaux, avec les points de discontinuité a1, . .., a,. Alors j se décompose
en la somme d’une partie a densité, f qui est la dérivée de F' la otl F est dérivable, et d’'une

n
partie discréte quiest v = >, j(a;)dq,.
i=1

Démonstration. On doit montrer que pour tout ¢t € R,

F)= [ S d\@) +u( - oo.t)

Soient T' < t < a;. D’apres le théoréme fondamental de I’analyse,

F(t) — F(T) = ff(x) dr — /m F(z) dA().

En faisant tendre 7" vers —oo, on obtient a gauche F'(¢) et & droite
Ji—o0,qy f(z) dA(z) avec le théoreme de convergence monotone. (Hy) est donc vraie, ot 'on

note

(H)) Vt<a, F(t) :/]_Oot] F(@) d\@)+ S u(ay).

j<i
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Il suffit alors de montrer que (H;) = (H;+1) pour conclure. On a

F(or) = plan) + lim F(0)= [ F(2) dN(w) + 3 plas) + o)

Soient a; < T < t < a;4+1. D’apres le théoreme fondamental de I'analyse,

F() - F() = [ f@) o= [ j) dr@)

1Tt]

En faisant tendre 7" vers a;, on obtient a gauche F'(¢) — F'(a;) et a droite
Siai.y f(z) dX(x) avec le théoréme de convergence monotone. En ajoutant les deux égalités
on a

Py = [ f@d@+ Y ala).
J=o0] j<itl

O
On va terminer cette sous-section consacrée aux fonctions de répartition par un théo-

reme général sur la convergence des fonctions de répartition qui sera utile plus tard quand
on s'intéressera a la convergence des lois.

5.1.2 Tribu engendrée par une ou plusieurs variables aléatoires

Définition. Soient (2, F,P) un espace probabilisé, X une variable aléatoire (ou un vecteur
aléatoire) sur cet espace. On note

o(X) = {X'(A); A € BR)}.
Cette famille est une tribu. On dit que c’est la tribu engendrée par une variable aléatoire X.

Pareillement, la tribu engendrée par une famille de variables (X;);c;, que 'on note
o((Xi)ier), est la tribu

o(Xiicl) =0 ( u U(Xl-)> .

Exemple: Soient X et Y deux variables aléatoires a valeurs dans N. Alors, '’événement
{X =Y} esto(X,Y)-mesurable.
En effet, on a

(X=Y}= U {X=Y}n{X=k}= U {X=kn{Y =4k

Par définition de o(X), 'événement { X = k} est o(X)-mesurable. Comme (X, Y’) contient
o(X), I'événement {X = k} est o(X,Y)-mesurable. De méme, 'événement {Y = k} est

o(X,Y)-mesurable. Comme o(X,Y) est une tribu, on en conclut que pour tout k, I'évé-

nement {X = k} N{Y = k} est o(X,Y)-mesurable, puis que 'événement {X = Y} est

o(X,Y)-mesurable.

5.2 Indépendance des variables aléatoires

Définition. On dit que des variables aléatoires (X;);c; sont indépendantes si les tribus
(0(X;))ier quelles engendrent sont indépendantes.

Exemple: Si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes, alors pour tout couple
de boréliens A et B, on a

P({X € A} N{Y € B}) =P(X € A)P(Y € B).
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5.2 Indépendance des variables aléatoires

Remarque 5.6. De nombreux théorémes et exercices de ce cours commenceront ainsi : “soit
(Xn)n>1 une suite de variables (ou vecteurs) aléatoires indépendant(e)s avec X; qui suit la
loi u;”. L’existence d’'un espace probabilisé (2, F,P) sur lequel peuvent vivre de telles variables
n'est pas évidente; elle peut étre obtenue comme conséquence d’'un théoréme profond de théorie
de la mesure, appelé théoréme de prolongement de Kolmogorov. Ce théoréme ne sera pas
démontré ici, nous renvoyons a Billingsley [1]] pour une preuve. Dans le cas d’'une suite de
variables (et non de vecteurs) aléatoires, le résultat sera vu en exercice dans un chapitre
ultérieur.

Théoreme 5.7. Soit (X;);c; une collection de vecteurs aléatoires indépendants. On suppose
que X; est a valeurs dans R™. Soit (f;)ic; une famille d’applications telle que pour tout i, f;
est une application mesurable de R™ dans RP:. Alors, si on pose Y; = f;(X;), les variables
aléatoires (Y;);er sont indépendantes.

Démonstration. L'indépendance des variables aléatoires est équivalente a I'indépendance
des tribus engendrées. Soit B € B(RP#) un borélien.

Ona {Y; € B} = {X; € f7*(B)}. Comme f; est borélienne, f;'(B) € B(R™), et donc
{Y; € B} est o(X;)-mesurable. Ceci prouve que o(Y;) est une sous-tribu de o(X;). Comme
les tribus (o(X;))iecr sont indépendantes, leurs sous-tribus (o(Y;));er le sont aussi. O

Exemple: Si X,Y et Z sont indépendantes, alors ch(X), Y? et Z3 sont indépendantes. En
fait, nous voudrions pouvoir dire aussi que ch(X) + Y? est indépendante de Z3. Pour cela,
il faudrait savoir que (X,Y) est indépendant de Z, auquel cas nous pourrions utiliser les
fonctions f(z,y) = chx + y? et g(z) = z3. Ceci est vrai. En effet, on a le résultat suivant.

5.2.1 Retour sur 'indépendance des tribus

Théoréme 5.8. Soit (A;);c; une famille de sous-tribus de (2, F) indépendantes sous P.
Soient J C I et K C I disjoints.
Alors les tribus o(Aj; j € J) et o(Ay; k € K) sont indépendantes.

Démonstration. On considere le 7-systeme C défini par

C — U N AuvVe e E A, € A},
ECJ, E fini ek

ainsi que le 7w-systeme D défini par

= U N :
D BCKE fin { s Ay Ve e B Ay € Az}

Si By € C, B; peut s’écrire sous la forme By = ﬂE Az, o0 E C Jet E finietou Vz € E,
xe

A, € A,. De méme, si By € D, By peut s’écrire sous la forme By = ﬂE’ A, ouE' Cc K
xre
et £/ finietouVx € £/, A, € A,. Ainsi

P(B, N By) — IP’( n P(A,)

Ax) —
z€(EUE") z€(EUE")

= ( I1 P(Ax)>( I1 IP’(AI)> = P(B1)P(B2).

) zeE’

Comme C est un w-systéme qui engendre o(A;,j € J) et D un 7-systeme qui engendre
o(Ay, k € K), le théoréme [3.14] permet de conclure. O

Le résultat s’étend aisément au cas de plus de deux familles de tribus.
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Corollaire 5.9. Soit (A;);c;r une famille de sous-tribus de (2, F) indépendantes sous P.
Soient (I,)yci des parties de I deux a deux disjointes. Pour x € K, on note B, la tribu
engendrée par les Aj, ot j décrit I,. Alors les tribus (B;)ck sont indépendantes.

Démonstration. Ainsi qu’on I'a déja noté, montrer qu'une famille de tribus est indépen-
dantes, c’est montrer que chaque sous-famille finie est indépendante. Ainsi, il nous suffit
de montrer le théoréme dans le cas ot K est fini, mettons K = {0,...,n}. D’apres la
remarque faite au chapitre (3} il suffit de montrer que pour tout k entre 1 et n, By =
o(Aj,j € Ii) est indépendante de la tribu engendrée par les (B;)o<i<k—1, qui est aussi la

tribu engendrée par les A;, pour j € 0<L‘J i I;. Or ce dernier point découle directement
<<

du théoréme 5.8 ce qui achéve la preuve. O

Corollaire 5.10. Soient Cy,...,C,, des familles de parties mesurables de (€2, F). On suppose
que les C; sont des m-systémes contenant chacun ) et que pour tout n-uplet (A;)i<i<n €

};1 Ci,onalP ( '%1 Ai> = [I P(A;). Alors, les tribus o(C;) sont indépendantes.
i= i=1

1=

Démonstration. Comme précédemment, il suffit de montrer que pour tout k avec 1 < k <
n, o(Cy) est indépendante de la tribu engendrée par les (C;)1<i<. Or, cette derniere tribu

k—1
est engendrée par le w-systeme des éléments qui s’écrivent sous la forme N A;, avec
=1

1=

k—1
(Ai)i<i<k—1 € '><1 C;, d’ot le résultat avec le théoréme (3.14} O
1=

5.2.2 Vecteurs aléatoires indépendants
Théoréme 5.11. Soient (2, F,P) un espace probabilisé et X1, ..., X, des vecteurs aléatoires.
Les deux propositions suivantes sont équivalentes

1. X1,...,X, sont indépendantes.

2. Pixy,xn) =Px, @@ Px,

n
Démonstration. Montrons 1 = 2. On pose C = [] B(R™).

i=1
SoitA=A4; x---xA,cC.0Ona

Poxyxn(4) = P((X1,....X,) € A)=P ( A (e Ai}>

n

= I P(X;e4) = iﬁl Py, (4:) = (Px, ® - -- ® Py, )(A).

n
Ainsi P(x, . x,)etPx, ®---®@Px, coincident sur un w-systéme qui engendre '®1 B(R™).
1=

Il s’ensuit que ces deux mesures sont égales.

Montrons 2 = 1. Soient By, ..., B, quelconques tels que pour tout ¢ B; soit o(X;)-
mesurable. Alors, pour tout ¢, il existe un borélien A; tel que
B;={X;€ A;}.Onpose A =A; x---x A, €C.On aalors

IP( 61 Bi> = IP’( 61 {X; e Ai}) =Px;,..x.)(4)

1=

= (Px®-©Px)(A) = 1 Px(4)
— Il Pexea) = 11 P8,

ce qui prouve l'indépendance des tribus d’apres le corollaire [5.10} O
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5.2 Indépendance des variables aléatoires

Corollaire 5.12. Soient (2, F,P) un espace probabilisé et X1, ..., X,, des vecteurs aléatoires.
On suppose qu'il existe des mesures de probabilité i1, . . ., i, telles que P(x,  x,) = 1@ ®
. Alors

1. X1,...,X, sont indépendantes.
2. Pour tout i, la loi de X; sous P est y; (ce qui se note Px, = ;).

Démonstration. Soit B un borélien. On a pour tout &

Px,(B) = P(X;€ B)
= P((X1,...,Xp) €QX - xQAXBXxQx---xQ)
Pixy, x)(@2x - x QX BXxQx-xQ)
(@ @up) (X XxQAXBXQAX-xQ)
w1 (£2) X - X pi—1(2) X i (B) X i1 (£2) X -+ X ()

= pi(B).
Ainsi Py, = p;. Lidentité P(x, . x,) = 1 ® - -+ ® p,, peut se réécrire
Pixy,.. x,) = Px, ®--- ® Py, etil suffit alors d’appliquer le théoréme précédent. O

5.2.3 Application : loi 0-1 de Kolmogorov

Théoreme 5.13. Soient S un ensemble infini et (A;);cs une famille de tribus indépendantes
sous la loi P. On pose

T ACS A fini o(Ax; k € S\A).

T est appelée tribu de queue de la famille (A;);ca. Alors, la tribu T est triviale, c’est-a-dire
que
VAeT P(A)=0oul.

Démonstration. Posons

A= U  o(Ag;k €A).
ACS, A fini

Il n’est pas trés difficile de voir que A est une algebre. Montrons que l'algebre A est
indépendante de la tribu 7. Soient A € Aet B € T. Il existe A C S avec A fini tel que A €
o(Ag; k € A). Or, par définition de 7, B € o(Ag; k € A°). De plus, d’apres le théoréme
les tribus o(Ax; k € A) et o(Ag; k € A°) sont indépendantes, donc P(A N B) = P(A)P(B).
Ainsi A est indépendante de 7. Comme A est une algebre, le théoréme [3.14] assure que
o(A) est indépendante de 7. Or 7 C o(.A), donc T est indépendante d’elle-méme. Soit
AeT.Ona
0=P(g) =P(ANA°) = P(A)P(A°) =P(A)(1 —P(A)),

donc P(A) € {0,1}. O

Remarque 5.14. Dans le cas ou S = N, la tribu de queue T coincide avec la tribu T' =
Qo o(Ag; k > n). En effet, pour tout n, la tribu o(Ag; k > n) sécrit encore o(Ay; k € S\A)
n

avec A = {0,...,n — 1} : cela donne linclusion T C T'. Réciproquement, prenons A € T' et
montrons que A € T. Prenons A C S avec A fini, et posons n = max(S) + 1. Par définition
de T', A € o(Ag;k > n). Or o(Ag; k > n) C o(Ag; k € S\A), donc A € o(Ag; k € S\A).
Comme cela vaut pour tous les A C S avec A fini, ona A € T.

Si (Xk)k>0 est une suite de variables aléatoires indépendantes , la tribu de queue associée
aux tribus Ay, = o(X},) est donc

T= 0N o(Xpk>n).

n>0
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CHAPITRE 5 : Lois des variables aléatoires

La loi 0-1 de Kolmogorov dit donc que cette tribu est triviale si les (X})x>o sont des variables
indépendantes.

5.2.4 Variables aléatoires indépendantes et convolutions
Théoreme 5.15. Si deux variables aléatoires X et Y sont indépendantes sous P, alors Py x
Py =Pxyy.

Démonstration. Si X etY sont indépendantes, alors Py yy = Px ® Py. La loi Px * Py est
donc la loi image de P x y par (z,y) — x+y. Mais la loi image de P x y par (z,y) — x+y
n’est rien d’autre que Pxy. O

Théoréme 5.16. Soient yi, v et y trois mesures finies sur (R? B(R%)). On a
kU =U%[

et
(hxv) sy =px(vxy).

Démonstration. Si 'une des trois mesures de la deuxieme formule est nulle, chaque pro-
duit est nul car la mesure nulle est absorbante pour le produit de convolution (i *x 0 =
0 p = 0). Idem pour la premiere formule si I'une des deux mesures est nulle. Sinon,
posons P = “(ﬁéd) ® u(fgd) ® v(l?Rd)' P est une mesure de probabilité. Définissons sur (R%)? :

X(z,y,2) =u; Y(z,y,2) =y; Z(x,y,2) =2, S=X+Y; T=Y +Z.

Par associativité de 'indépendance, X et 7" sont indépendantes, et de méme S et Z sont
indépendantes. On a donc

PX * ]P)T = PX+T = PS+Z = IP)S * Pz.

1

Il est alors facile de voir que Py = Wu xvetPg = SR @M * Vs dot (u*v)xy =
w* (v*v). De méme Px x Py = Px,y = Py x = Py * Px permet de montrer la premiere
formule. H

Ainsi 'ensemble des mesures finies muni de (+, ) forme un semi-anneau commutatif.

5.3 Variables aléatoires discretes

Définition. On dit qu’une loi p est discréte s’il existe un ensemble D fini ou dénombrable
inclus dans R? tel que (D) = 1.

De méme, on dit qu'une variable aléatoire X définie sur un espace probabilisé (2, F,P)
est discréte si sa loi Py est discréte.
Ainsi, si D est un ensemble dénombrable tel que P(X € D) = Px (D) = 1, on pose

VieD p;=P(X =1i).

La famille (p;);ep est une famille de réels positifs vérifiant

sz’ =1

€D

La connaissance de D et des p; permet de reconstituer la loi de X. En effet, on a le
théoréme suivant :
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5.3 Variables aléatoires discrétes

Théoreme 5.17. Soient X une variable aléatoire discréte, et D un ensemble fini ou dénom-
brable inclus dans R tel que X (2) C D. Pour i € D, on pose p; = P(X = 7). Alors,

1. pourtout A € B(R), ona

Px(4) = iEDZﬁA bi-

2. IP)X = g:D pzél
)

3. Px admet comme densité par rapport a la mesure de comptage sur D la fonction f(x)
définie par
pr Siz €D,
flx) = :
0 sizé¢D.

Démonstration. On note m la mesure de comptage sur D. Soit A un borélien. {X € AND}
est réunion dénombrable disjointe des événements {X = i}, ol i décrit A N D. On peut
donc écrire

Py(A) = P(X € A)=P(X € A\D)+P(X € AN D)
= 0+P(XcAND)= Y PX=i)= > p.

Posons = Y. p;d;. On a alors
ieh

i€D i€D
On a d’une part
A) = i 1a(i) = i 1a(7) + i La(i
n(A) 2 Pilal) =" > pila(i) ieg\A pi 1a(i)
= > pi+0.
icDNA

Comme A est quelconque, on en déduit que y = Px. D’autre part
(A = > pila(i) = / pi 1a(i) dm(i)
€D D

- A £(3) 1a(i) dmf(i) = /A f(x) dm(z),

ce qui signifie que p (c’est-a-dire Px) admet f comme densité par rapport a la mesure de
comptage. O

Corollaire 5.18. Soient D un ensemble fini ou dénombrable, et (p;);cp une famille de réels
positifs vérifiant
Z pi =L

ieD
Alors, on peut construire un espace probabilisé (€2, F,P) et une variable aléatoire X sur cet
espace telle que
Vie D p;=P(X =1i).
Démonstration. Comme on 'a déja remarqué, le probléme d’existence d’une variable aléa-
toire se ramene souvent a I'existence d’'une loi. Ici, on peut prendre 2 = D, F = P(Q) et
X(w) = w avec
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CHAPITRE 5 : Lois des variables aléatoires

5.3.1 Fonction d’une variable aléatoire discrete

Théoreme 5.19. La loi image py d'une loi discréte p par une application f est une loi
discrete.

Démonstration. Soit D un ensemble fini ou dénombrable tel que p(D) = 1. Comme f(D)
est un ensemble fini ou dénombrable, il est mesurable par rapport a la tribu borélienne.
En effet, on a pour tout borélien B,

(foX)™H(B)={weQ: X(w)e f1(B)NX(Q)},

ol f~1(B) N X (Q) est fini ou dénombrable, donc borélien.
On a pus(f(D)) = p(f~Hf(D))) > (D) =1 car f~1(f(D)) D D. Il Sensuit que f(D) est
un ensemble fini ou dénombrable dont la mesure sous p s est 1. O

Corollaire 5.20. Soient X une variable aléatoire discréte définie sur un espace probabilisé
(Q, F,P) et f une fonction quelconque définie sur X (2) fini ou dénombrable. Alors la fonction
Y définie par

VweQ Y(w)=f(X(w))
est une variable aléatoire discréte sur (2, F,P).

De maniére plus concise, on écrit Y = f(X).
Exemple: Soit X une variable aléatoire vérifiant X (2) = {—1;0;1}, avec P(X = —1) =
P(X=0)=P(X =1)=1.

On pose Y = X2.On a Y (Q2) = {0;1}, avec

{Y =0} ={X =0}

et
Y =1} = {X =1} U{X = -1},
d’ot .
B(Y =0)=F(X=0)=
et 1 1 2
P(Y=1)=PX =D)+P(X=-1)=g+5=1.

5.4 Variables et vecteurs aléatoires a densité

Commencons par quelques rappels. On dit qu’une loi 4 est a densité (sous-entendu par
rapport a la mesure de Lebesgue) s’il existe une fonction mesurable f qui soit une densité
de p par rapport a la mesure de Lebesgue.

Ainsi, si f est une densité de la loi u, on a pour tout borélien A

mwzﬁﬂwww»

Exercice : Montrer que si f est la densité d’'une loi, alors A(f < 0) = 0.
Evidemment, si f est la densité d’une loi, on a

1= (R = [ f@)arw)

Réciproquement, si f est une fonction mesurable, positive A—presque partout et d’inté-
grale 1, 4 = f.\ est une mesure de probabilité admettant f pour densité. Ainsi, on dit
qu’une variable (ou un vecteur) aléatoire X est a densité si sa loi Px est a densité.
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5.4 Variables et vecteurs aléatoires a densité

5.4.1 Premieres propriétés

Soit X une variable aléatoire de densité f. La densité f a les propriétés suivantes :
— pour touta,b € R, a<b,ona

Pla<X<b) = Pla<X<b)=Pla<X<b)
- ]P’(a<X<b):/[ab]f(a:) dA(z).

— Pour touta € R
P(a < X) = P(a < X) = flu o0 F(@) dN@) = fiu you( (@) dA(@)
etPla > X) =Pla > X) = fj_o q f(z) d\(z) = [, f(z) dX\(x).
— Ja f(@) (@) = 1.
Remarquons que pour montrer qu'une fonction f positive est une densité de la variable
aléatoire X, il suffit de montrer que les mesures Px(z) et f.A coincident sur la famille
(] — 00,al,a € R), car cette famille engendre les boréliens et la mesure dPx(x) est une
probabilité (et on utilise alors le corollaire [3.12]).

—o00,a|

5.4.2 Densités et lois marginales

Théoréme 5.21. Soient (Q, F,pu) et (', F', u') deux espaces mesurés o-finis. On suppose
que la mesure v sur (Q x Q' F @ F') admet une densité h par rapport a p & p'. Alors la
mesure image v, de v par Uapplication

T:OxQ = Q
(x,2") — =z

admet comme densité par rapport a  la fonction f(x) = [ h(z,2")dp (z').

Démonstration. Soit B € F. On a d’apres Tonelli

ve(B) = v(n ' (B))=u(Bx ) :éxg/ dv(z, )

— /BXQ’ h(z,2")d(p @ p')(x, 2"

= [ ([ naaydi' o)) duta)
= [ f@adu(a).

ce qui prouve le résultat. O

Théoréme 5.22. Soient X un vecteur aléatoire a valeurs dans R™ et Y un vecteur aléatoire
a valeurs dans RP définis sur le méme espace probabilisé (2, F,P). Si h(x,y) est une densité
de (X,Y) par rapport a la mesure de Lebesgue sur R"*P, alors X admet la densité f(z) =
Jrp h(x, y)dNP(y), tandis que Y admet la densité g(y) = [gn h(z,y)d\" ().

Démonstration. Le diagramme commutatif ci-dessous traduit la relation de composition
X =70(X,Y).

X,Y
(Q, F,P) e (R" x R?, B(R") @ B(R?),P(x))
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CHAPITRE 5 : Lois des variables aléatoires

Il s'ensuit que Px est la mesure image de P(x yy par 7. Comme h(z,y) est la densité
de (X,Y) par rapport a \" ® \? = \"*P, la densité de X est bien f(z) = [gp h(z, y)d\P(y).
On procede de méme pour calculer la densité de Y. O

5.4.3 Indépendance et densités

Théoréme 5.23. Soient X un vecteur aléatoire a valeurs dans R™ et Y un vecteur aléatoire
a valeurs dans RP définis sur le méme espace probabilisé (2, F,P). On suppose que X admet
une densité f et Y une densité g. Si X et Y sont indépendants, alors le vecteur aléatoire
(X,Y) admet la fonction h(x,y) = f(x)g(y) comme densité, ce qui se note h = f ® g.

Démonstration. Comme X et Y sont indépendantes sous IP, on a
]PD(X7Y) = ]P)X & ]P)Y. Ainsi

Pixy)=Px @Py = fA" @ gAP = (f @ g)A" @ AP = hA"*P,
ce qui montre bien que (la loi de) (X,Y) admet h comme densité. O

Théoréme 5.24. Soient X un vecteur aléatoire a valeurs dans R"™ et Y un vecteur aléatoire
a valeurs dans RP définis sur le méme espace probabilisé (), F,P). On suppose que (X,Y)
admet une densité hy s’écrivant h(z,y) = f(x)g(y), ou f et g sont des fonctions positives.
Alors X et Y sont indépendantes. De plus, X admet comme densité par rapport a la mesure
de Lebesgue sur R™ la fonction

f(z)
= e @) D)

et Y admet comme densité par rapport a la mesure de Lebesgue sur RP la fonction

T

9(y)
Jre 9(y') dNP(y')

Démonstration. Posons A = [gn f(2)d\"(z) et B = [y g(y)dNP(y). Comme f et g sont
positives, ona A > 0 et B > 0. Comme h est une densité, on a par Tonelli

U= [ Mend0 @) = [ f@edor @ X))

— ( . f(x)d)\"(x)) (épg(y)dkp(yﬁ
— AB.

On peut donc dire que A et B sont tous deux strictement positifs. Ainsi les fonctions f/A
et g/B sont bien définies. Elles sont positives, et, par construction, chacune d’elle admet
1 comme intégrale par rapport a la mesure de Lebesgue. Ainsi y = %A" et v = £\ sont
des mesures de probabilité. Comme dans le théoreme précédent, la densité de u ® v est
h(z,y) = %%’). Donc h(z,y) = %%g) = LQ%@). On en déduit que Py y) = p @ v. 1l
suffit alors d’appliquer le corollaire pour conclure. O

5.5 Variables et lois discretes classiques

5.5.1 Indicatrice d’un événement

On rappelle que pour A C 2, I'application 1,4, appelée indicatrice de A, est définie sur
Q) par
lsize A
Lale) _{ Osiz ¢ Al

14 est une variable aléatoire a valeurs dans {0;1}.
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5.5.2 Mesure de Dirac

On appelle mesure de Dirac au point x € () la mesure ¢, définie par

lsize A
5$(A){ Osixz ¢ A.

C’est bien une loi car elle est positive et 6,(€2) = 1.

Remarque 5.25. 1. La variable aléatoire constante égale a x suit la loi §,. 1q suit la loi
01 tandis que 1 suit la loi dy.

2. Si Q) est un groupe abélien 0,1,y = Oy * 0y = Oy * Iy

5.5.3 Loi de Bernoulli

On appelle loi de Bernoulli de parameétre p la loi = (1 — p)do + pd.
Ainsi, on dit qu'une variable aléatoire X suit la loi de Bernoulli de parametre p si on a
PX=1)=petP(X=0)=1-p.

Remarque 5.26 (importante). — Pour tout événement A, 14 suit la loi de Bernoulli de
parameétre P(A).
— Réciproquement, si une variable aléatoire X suit une loi de Bernoulli, elle vérifie
X(w) = 1x(y)=1- (Réfléchir un peu...)
Ainsi les variables aléatoires qui suivent des lois de Bernoulli sont exactement les indica-
trices d’événements.

5.5.4 Loi uniforme sur un ensemble

Soit £ C Q un ensemble fini. On appelle loi uniforme sur E la loi définie sur P({2) par

|ANE]
|E]

P(Q) — [0,1], A

Il s’agit du nombre de cas favorables sur le nombre de cas possibles. Ainsi, une variable
aléatoire X suit la loi uniforme sur E sil’on a

1

et bien entendu, pour x ¢ E,onaP(X =z) =0.
Exemple: La variable aléatoire X représentant le résultat du lancer d’'un dé non truqué
suit la loi uniforme sur 'ensemble {1,2,3,4,5,6}.

5.5.5 Loi binomiale

On appelle loi binomiale de parameétres n et p et on note B(n, p) la loi de la somme de
n variables de Bernoulli indépendantes de méme parametre p. Ainsi, B(n,p) = (Ber(p))*".

Théoreme 5.27. B(n,p) charge les entiers {0, ...,n}. Plus précisément, on a pour tout k €
{0,...,n}

Blnn((h) = () -t =

Démonstration. Posons 1 = B(n,p). On a
= (Ber(p))™ = ((1 = p)do + (pd1))™".
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CHAPITRE 5 : Lois des variables aléatoires

On remarque que 6% = ;. Comme I'ensemble des mesures positives muni de (+,*) est
un semi-anneau commutatif, la formule du binéme de Newton s’applique et on a

n

= (= i)™ = S (1) (0= ) o)t

n n n— *(n— *
= 5 (3) @ prrare )« ohon
k=0
" n n—k cx(n—k *
- > <k>pk(1—p) Ko ok
(7Y n—k A" n—k
5 (L)ra-mrtaa= £ (V)ra-prta
]
Corollaire 5.28. Soient A4, ..., A, des événements indépendants de méme probabilité p. On

pose
n
X =) 14,.
k=1
Alors X suit la loi binomiale de parameétres n et p.
Remarque 5.29. X est le nombre d’événements Ay, réalisés.
Exemple: On lance n fois une piece de monnaie équilibrée. Le nombre X de « pile »obte-
nus suit une loi binomiale de parameétres n et 1.
5.5.6 Loi géométrique
On dit qu'une variable aléatoire X suit la loi géométrique de parametre p si 'on a
VkeN* P(X =k)=p(l—p)*

Théoreme 5.30. Soit (A;);en+ une suite d’événements indépendants de méme probabilité
p > 0. On pose

X(w)=min{k e N* we A} si {ke N, we A} # 9,

et X (w) = 4oo sinon. Alors X suit la loi géométrique de parameétre p. De plus, F est continue
a droite, constante sur les intervalles [k, k + 1] et

VkeN, Fx(k)=1-(1-p)k (5.1)

Démonstration. On a

X >k} = N AS.
(X >k} ie{l,..k} "

Comme les A; appartiennent a F, les A aussi, et donc puisqu’on peut écrire {X > k}
comme intersection finie d’éléments de F, {X > k} est dans F, et donc, par passage au
complémentaire

{X <k} eF

En utilisant I'indépendance des (A4;), on obtient
P(X > k)= (1—p)*~.
Comme

—+00
{X =100} = N {X>Fk},

82



5.5 Variables et lois discretes classiques

on obtient, par continuité séquentielle décroissante

m (1-p)*=0.

li
k—+o00

P(X =+400) = kgrfoo P{X > k}) =

Ainsi, X est bien une variable aléatoire, et 'on a pour tout k € N*
P(X = k) =P(X >k—1)—P(X > k)= (1-p)' = (1—p)" = (1—p)* 'p.
On conclut car on a de plus
VEEN Fx(k)=P(X<k)=1-PX >k)=1-(1-p)"
O

Exemple: On lance une piece de monnaie équilibrée jusqu’a obtention du premier “pile”.
Le nombre de lancers effectués suit une loi géométrique de parameétre %
5.5.7 Loi de Poisson

On dit qu'une variable aléatoire X suit la loi de Poisson de parametre A > 0 si l'on a

)\k
VEeN P(X =k)= e’)‘ﬁ.

Cela définit bien une loi de probabilité car e‘“k—'f >0et
+o0 k
A
Z e_’\ﬁ —e et = 1.
k=0 :
On la note P(\).

5.5.8 Loi hypergéométrique

La loi hypergéométrique H (N, n, k) modélise le phénomene suivant. Soit une popula-
tion de N individus, composée de deux types distincts (par exemple on a n individus de
taille supérieure ou égale a 1,80 m, et N — n individus mesurant moins de 1,80 m). On
tire au hasard k individus dans cette population. On compte ensuite le nombre d’individus
possédant un certain type (par exemple mesurant plus de 1,80 m).

De maniere théorique, cela s’énonce comme suit.

Proposition 5.31. La loi hypergéométrique est la loi image de la loi uniforme sur =
Bi({1,...,N}) par Uapplication

X:Bi({l,...,N})) — N

Ainsi, pour i € {0,...,min(n,k)}, ona

n\ (N—n
P(X = i) = H(N,n, k)(i) = M

N
(%)
Démonstration. Notons P la loi uniforme sur 2. On a
H(N,n,k)(i) =P(w € S5),
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CHAPITRE 5 : Lois des variables aléatoires

ouS={weBr{l,...,N});|{1,...,n} Nw| = i}. L’application

Bi({1,...,n}) x By_i({n+1,...,N}) — S
(A,B) — AUB

est une bijection, donc
N —
81 = IB({1eeoeonh) < Bical -+ 1o = (1) (7).

Comme P est la loi uniforme sur €, et || = (],X ), le résultat s’ensuit. O

5.6 Lois a densité usuelles

5.6.1 Loi uniforme
Loi uniforme sur un compact de R?

On dit qu'une variable aléatoire X suit la loi uniforme sur un compact K de R si elle
admet la densité

x )\(1[{) 1k (x).

Loi uniforme sur un intervalle

On dit qu’une variable aléatoire X suit la loi uniforme sur l'intervalle [a, b] si elle admet
comme densité

1
T +— m 1[a,b} (CIZ’)

Théoréme 5.32. Soit F' une fonction de R dans R, croissante, continue a droite, dont la
limite est nulle en —oo et vaut 1 en +o00. On suppose que sur (2, F,P), U est une variable
aléatoire suivant la loi uniforme sur [0, 1]. On pose

Vu €]0,1] Q"(u) =min{z e R: 1— F(z) < u}.

et
Vu €]0,1] F*(u) =inf{s € R: F(s) > u}.

Alors F*(U) et Q*(u) sont des variables aléatoires réelles dont la fonction de répartition est F'.

Démonstration. On fait seulement la preuve pour F'*; celle pour Q* est analogue. Notons
que pour tout u €]0,1[, F*(u) < 4oo car F' a une limite 1 en l'infini et F*(u) > —oo
car F' a une limite 0 en I'infini. Comme U prend presque slirement ses valeurs dans |0, 1],
la variable F*(U) est bien définie. On va calculer la fonction de répartition de F*(U), et
on doit donc travailler sur 'événement {F*(U) < t}. Si F(t) > U, alors F*(U) < t par
définition de l'inf. D’autre part, si F*(U) < t, alors, comme F' est croissante, pour tout
t' > t, F(t') > U. Donc pour tout ¢’ > ¢, on a

{Ft) >U} C{F*(U) <t} Cc{F{')>U}
etdonc P(U < F(t)) <P(F*(U) <t) <P(U < F(t)). On obtient ainsi F'(t) < P(F*(U) <

t) < F(t). Cela est vrai pour tout ¢’ > t. Comme F est continue a droite, on obtient ainsi
le résultat en faisant tendre ¢’ vers t¢. O
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5.6 Lois a densité usuelles

En particulier, si F' est la fonction de répartition de la loi p, F*(U) suit la loi p. Cela
signifie que si on sait simuler une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur [0, 1], on
sait simuler n'importe quelle variable aléatoire réelle : c’est la simulation par méthode
d’inversion. Mais ce résultat a aussi une conséquence théorique importante.

Corollaire 5.33. Soit F une fonction de R dans R, croissante, continue a droite, dont la
limite est nulle en —oc et vaut 1 en +o0o. Alors il existe une mesure de probabilité sur R dont
F est la fonction de répartition.

Démonstration. 1l suffit de prendre la loi de F*(U) dans le théoréeme précédent. O

Remarque 5.34. — Sia,b € R sont tels que

lim F(a)=0et lim F(b) =1

r—a™t T—b—

et que F est strictement croissante sur |a, b (ce qui arrive par exemple si la loi admet
une densité de la forme 1), ;g avec g strictement positive sur |a, b[), alors Uapplication
F* du théoréme [5.32] est tout simplement la réciproque de Uapplication strictement
croissante F'. Si on sait la calculer explicitement, cela permet une simulation facile.
— En revanche, si on cherche a simuler une loi discréte p avec u({x;}) = p; pour tout
i > 1, il suffit de poser X = xfq), ou f(x) = inf{n : s, > =z}, avec s = 0 et
Sp=p1+:+ Pn
En effet, on a alors {X = zp,} = {f(U) =i} = {sp—1 < U < sp} et P(X = x,) =
P(U € [sn—1,5n]) = A([Sn—1,Sn[) = Sn — Sn—1 = pn. Noter que les x; n’ont pas besoin
d’étre ordonneés.

5.6.2 Loi gaussienne

Soient m € R et ¢? > 0. On dit qu'une variable aléatoire X suit la loi gaussienne

N (m,c?) de paramétres m et o2 si elle admet la densité

1 (x —m)?

expl——————————).
o p( 572 )

T —

On emploie également le mot “normale” a la place de “gaussienne”. Ces deux termes
signifient exactement la méme chose.

On dit qu'une variable gaussienne est centrée lorsque m = 0. On dit aussi qu'une
variable gaussienne est réduite lorsque 02 = 1. Ces deux notions seront revues plus tard
dans le cas d’autres lois de probabilité.

Enoncons quelques résultats qui seront prouvés ultérieurement.
Si X ~ N(m,o?), alors aX + b~ N(am + b, a®c?).
En particulier, si X ~ N (m, 02), alors 2= ~ N(0,1); et si X ~ N(0, 1), alors X +m ~
N(m,a?).
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CHAPITRE 5 : Lois des variables aléatoires

Densité de la loi normale N(0, 1)
0.4 ‘

I \1 I PN

0.35 -

03 r

0.25

0.15

0.1

0.05

5.6.3 Loi exponentielle

Soit a > 0. On dit qu'une variable aléatoire X suit la loi exponentielle de parametre a
si elle admet comme densité
= ae” " 1g, ().

Il est important de noter qu'on a l'identité
+oo
Vi>0 P(X >t)= / ae” " dx = e,
t

ce qui est a rapprocher de I'’équation (5.1)) qui caractérise la queue des lois géométriques.
La loi exponentielle est fréquemment utilisée pour modéliser la durée de vie de com-
posants électroniques qui sont réputés ne pas subir de phénomene d’usure. Cela s’explique
en particulier par la propriété d’absence de mémoire, que nous verrons en exercice cor-
rigé.
Densité de la loi exponentielle de parametre 1
1 I I I I

—x

e JE—
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5.6 Lois a densité usuelles

On peut noter que la loi exponentielle est simple a simuler. En effet, la fonction de ré-
partion de la loi exponentielle de parameétre a > 0 vaut
z — 1—e % sur Ry, qui s'inverse aisément en z — — 1 log(1 — z). Avec la méthode d’in-
version, on en déduit que si U suit la loi uniforme sur [0, 1], alors F*(U) = —2log(1-U) ~
&(a). De méme Q*(U) = —Llog(U) ~ &(a), ce qui est logique car U et 1 — U ont méme

loi.

5.6.4 Loide Cauchy

Soient a € R, b > 0. La loi de Cauchy C(a, b) de parameétres a, b admet comme densité
par rapport a la mesure de Lebesgue :

S
7 (z—a)?+0b%

Exemple: Un gyrophare envoie un flash lumineux dans une direction aléatoire d’angle
6. On place un écran de longueur infinie a une distance 1 du gyrophare. On cherche la
distribution de I'abscisse du point d’impact du rayon lumineux sur ’écran.

On sait que I'angle 0 est une variable aléatoire uniformément distribuée sur I'intervalle
[—7/2,7/2]. L’abscisse est alors donnée par tan 6, qui est donc une variable aléatoire dont
la fonction de répartition est donnée, pour ¢ € R, par

arctant

F(t) = P(tanf <t)=P(f < arctant) = fo(x) dx
—00
arctant ] 1 1
. - [ 7r/2,7r/2](1') T 7_‘_aI“C ant + 9
La fonction F est de classe C! sur R, de dérivée f(t) = m D’apreés le théoreme|5.5} on

en déduit que tan 6 est une variable aléatoire de densité f, donc elle suit la loi de Cauchy
C(0,1).

Densité de la loi de Cauchy C(0, 1)

0.3

0.25

0.2

0.15

0.1

0.05 _

0 \ \ \ \
—-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5

Exercice : Comment simuler la loi de Cauchy C(0,1)?
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CHAPITRE 5 : Lois des variables aléatoires

5.6.5 Loi Gamma

Soient a et y des réels strictement positifs. On appelle loi Gamma I'(a, ) la loi dont la
densité par rapport a la mesure de Lebesgue est

QA ——-
xH@fﬁ e 110, +00[ (%),

ou I'(a) est la valeur au point a de la fonction T', fonction d’Euler de seconde espece,
définie par

I'(a) :/ 2% Le™® dz.
R+

On dit parfois que a est le parametre de forme et y le parametre d’échelle de la loi. En
effet, on montrera plus loin que si X ~ I'(a, ), alors pour tout x > 0, on a %X ~ T'(a,vu).

On rappelle quelques propriétés classiques de la fonction I" qui ont été démontrées en
exercice dans le chapitre précédent :

— VYa>0 T(a+1)=al(a).

— VneN I'(n+1)=n!

Densité de la loi Gamma I'(2, 1)

0.35

0.3

0.25

0.2

0.15

0.1

0.05

5.6.6 LoiBéta

Soient a,b des réels strictement positifs. La densité de probabilité de la loi Béta de
parametres a et b est :

:L'“_l(l — x)b_l 1,1 (),

B(a,b)

ou [(a,b) est la fonction Béta, fonction d’Euler de premiere espéce qui peut s’exprimer
comme

B(a,b) = Al 21—zt de = M.
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5.7 Exercices sur les lois

Densité de la loi Béta
3 T T

NI

25

Jeslec]selov
Dl Ol

1.5 -

5.7 Exercices sur les lois

5.7.1 Exercices de la série 1

Exercice 86. Soient X; et X deux variables aléatoires indépendantes telles que
PX;=1)=P(X;=-1) = -.

Posons X3 = X7 X5. Montrer que les variables X5 et X3 sont indépendantes, ainsi que X
et X3. En revanche, montrer que X1, X», X3 ne le sont pas.

Exercice 87. La fonction de répartition F' de la variable aléatoire X a pour valeurs :

z+1

1
Osix<0,£siO§x<l, sil<e<2 osi2<e<3, lsiz >3

a) Calculer P(X =) pouri=1,2,3.
b) Calculer P (% <X < %)

Exercice 88. Soient F; : R — R, j = 1, 2, des fonctions données par

+o00

Fl(l‘) = 22_21[%700[
=1

Fy(z) = e ¢

Montrer qu’il s’agit de fonctions de répartition de deux probabilités sur 'espace mesurable

(R,B(R)).
Posons P;(] — oo, x]) := Fj(x), i = 1,2. Calculer les probabilités (pour P; et P2) des
événements suivants :

[Lool; [15,+o0] s {035 03] 1= 00,005 10,400l

Exercice 89. Soit ® un angle uniformément distribué dans I'intervalle [0, g[ Quelle est
la fonction de répartition de la variable aléatoire y = tan ® ?
Méme question si ® est uniformément distribué dans l'intervalle ] — 5y [
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CHAPITRE 5 : Lois des variables aléatoires

Exercice 90. Trouver la constante c telle que la fonction cz 3 soit une densité sur linter-
valle [1, +o0[ puis sur l'intervalle [—2, —1].

Exercice 91. Soit X une variable aléatoire uniforme sur l'intervalle [1,3]. Chercher la loi
de la variable aléatoire Y = 3 (|X — 1| + |X]).

Exercice 92. Soit Y une variable aléatoire uniformément répartie sur ]0,5[. Quelle est la
probabilité que les racines de I'équation

4a? +42Y +Y +4=0
soient réelles?

Exercice 93. Les points X et Y sont répartis uniformément et indépendamment respecti-
vement sur les cotés AB et BC d’un triangle ABC. Soient S4p¢ l'aire du triangle ABC et
Sxpy celle du triangle X BY'.

Trouver P(Sapc > 2Sxpy).

Exercice 94. Soit X le nombre de succes lors de n expériences. La probabilité d’avoir un
succes dans une expérience est de p, avec 0 < p < 1.
Trouver la valeur de X la plus probable (avec la plus grande probabilité).

Exercice 95. On dit qu'une variable aléatoire est sans mémoire si et seulement si pour
tout s,t > 0
(%) PX>s+t|X>t)=P(X >s)>0.

1. Expliquer en quelques mots le contenu de cette égalité.
2. Montrer qu’une variable aléatoire exponentielle est sans mémoire.

3. Montrer qu’une variable aléatoire sans mémoire est distribuée exponentiellement.
Indication : considérer la fonction g définie par g(¢) = P(X > ¢) et commencer par
exprimer, pour tout n € N*, g(n) et g(1/n) a I'aide de g(1).

Exercice 96. Soient X, Y, 7 des variables aléatoires indépendantes, ou X et Y suivent la
loi géométrique G(1/2) et Z la loi uniforme sur I'ensemble {—1;0;1}. Calculer la loi de
X — Y. La comparer avec la loi de ZX.

Exercice 97. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant la loi uni-
forme sur [—1, 1].

1. Montrer que le vecteur (X,Y) suit la loi uniforme sur un ensemble que I'on déter-
minera.

2. Calculer P(1/2 < X% +Y? < 1).
Exercice 98. Déterminer A tel que (z,y) — A(x? + Y)1j0,12(z,y) soit la densité d'une

probabilité sur R?. Soit (X,Y) un vecteur aléatoire admettant cette densité. Calculer
P(X >Y).

Exercice 99. Soient (Xi,...,X,) des variables aléatoires indépendantes telles que pour
tout ¢ entre 1 et n, X; suit la loi exponentielle £()\;).
On note T = inf(X3, ..., X,). Pour ¢ réel, calculer P(T" > t¢). En déduire que T suit une loi

exponentielle de parametre \; + - - - + ;.

Exercice 100. 1. Soit ;1 une mesure de probabilité sur B(R?). On suppose que pour
tout A € B(R?), u(A) € {0,1}. Montrer qu’il existe a € RY, avec pu({a}) = 1.
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5.7 Exercices sur les lois

2. Soit (X,,),>1 une suite de variables aléatoires réelles indépendantes sur (2, F,P).

Onpose X = Iim X,.Montrer qu'il existe a € R tel que P(X = a) = 1.

n——+oo

Exercice 101. Soient X et Y deux variables aléatoires réelles indépendantes. Supposons
que P(X +Y = a) = 1 ot « est une constante. Montrer que X et Y sont des constantes
presque sirement.

Exercice 102. 1. Montrer que deux probabilités sur (N*, P(N*)) qui coincident sur
les ensembles de la forme (nN*),cn+ sont égales.

2. Soit s > 1. On dit que X suit une loi Zéta de parameétre s si’'on a

1 1
VneN" P(X =n)=—<—,
((s)n?
+o00o
ot ((s) = Y. -L.Soient X, X’ deux variables aléatoires indépendantes suivant

les lois Zéta de parametres respectifs s > 1 et ¢ > 1. Montrer que X A X’ (p.g.c.d.
de X et X') suit la loi Zéta de parametre s + t.

7 . ! _ 1
En déduire que P(X A X' =1) = CTE

5.7.2 Exercices de la série 2

Exercice 103. Soit s > 1. On dit que X suit une loi Zéta de parametre s si

1 1
VneN* P(X=n)=——
e A= = e
+o00
ou l'on a posé ((s) = Z — . Soit donc X suivant une loi Zéta de parametre s. On tire Y’
n
n=1
au hasard - cC’est-a-dire avec équiprobabilité - entre 1 et X : Py|x—, = U({1,...,z}) laloi
uniforme sur {1,...,z}.

1. Pour n, k € N¥, calculer P(Y = k| X = n).

2. On pose Z = % Montrer que la fonction de répartition F; est strictement crois-
sante sur [0, 1].

3. Soient p, ¢ deux entiers positifs premiers entre eux, avec p < ¢. Calculer P(Z = g).
4. On rappelle que ¢(n) désigne le nombre d’entiers compris entre 1 et n qui sont
premiers avec n. Déduire de ce qui précede une preuve probabiliste de I'identité

400 n
sty 2 o)
n=1

Exercice 104. Soit P 'ensemble des nombres premiers. Pour p € P, on note v,(n) le plus
grand entier k tel que p* divise n. Soit X une variable aléatoire suivant la loi Zéta de
parametre s (voir exercice précédent). Montrer que les variables aléatoires (141, (X))yep
sont des variables indépendantes, avec 1 + v,(X) ~ G(1 — I%)

Exercice 105. Donner un exemple de familles d’événements C et D telles que
— VAeC VBeD P(ANB)=PAP(B).
— les tribus ¢(C) et o(D) ne sont pas indépendantes.

Exercice 106. Donner un exemple de deux lois distinctes sur (€2, F) coincidant sur un
systéeme C engendrant F.
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CHAPITRE 5 : Lois des variables aléatoires

Exercice 107. On choisit de maniére uniforme sur [0, 1] un réel Y. Quelle est la probabilité
pour que le polynéme
px) =2+ +Y

ait des racines réelles ? des racines distinctes ?

Exercice 108. Dans le segment [AB] de longueur 1, on choisit au hasard un point M.
Quelle est la probabilité pour que 'on ait AM.M B > % ?

Exercice 109. Soit (X;);>; des variables aléatoires indépendantes de loi uniforme sur
[0, 1]. On pose M,, = max(Xy,...,X,) et my, = min(Xy,..., X,).

1. Déterminer la fonction de répartition de M,,. Montrer que M,, admet une densité
que I'on déterminera.

2. Montrer que M,, et 1 — m,, ont méme loi.

Exercice 110. Soit X une variable aléatoire suivant la loi B(2n,1/2). Onpose Y = | X —n|.
Déterminer la loi de Y.

Exercice 111. Soit (X,Y) un vecteur aléatoire suivant la loi uniforme sur le rectangle
[—1,2] x [-1, 1]. Montrer que

1
P(L-Y > 2\X|) = 2.

Exercice 112. Queue de la gaussienne.
Soit X une variable aléatoire suivant la loi normale N (0, 1).
On pose ¥(z) = P(X > z) = 1 — Fx(z). Montrer 'équivalent en I'infini

1 1 2

\II(IE) ~ Exe_%

Exercice 113. Encore une loi 0-1.
400
1. Soit (A,)n>1 une suite de tribus indépendantes. Montrer que la tribu Q = krjl o(A;; i >
k) est triviale.

2. Soit (A,),>1 une suite d’événements indépendants. Soit A 'événement “ une infi-
nité de A; se produisent”. Montrer que P(A) ne peut valoir que 0 ou 1.

Exercice 114. La tradition veut que I'Epiphanie soit 'occasion de « tirer les rois » : une féve
est cachée dans une galette, qui est elle-méme découpée entre les convives et la personne
qui obtient cette feve devient le roi de la journée. Lorsque le premier coup de couteau
est porté sur la féve, c’est la consternation! Quelle est la probabilité de cette malheureuse
issue?
Hypotheéses et simplifications : on admet que la galette est circulaire, de rayon unité, et
que la féve est aussi circulaire, le rayon r. Enfin, on suppose que

— la position du centre de la féve suit la loi uniforme sur le disque de rayon 1 — r

ayant le méme centre que la galette

— le coup de couteau est un rayon du disque représentant la galette
Application numérique avec une féve de 2,7 centimétres de diamétre dans une galette de
23 centimetres de diametre achetée ce matin.

Exercice 115. Soit n un entier naturel. On considere X une variable aléatoire exponen-
tielle de parametre 1 et Y une binomiale B(n, %) On suppose que X et Y sont indépen-
dantes.

Montrer que Z = &

Y47 est une variable a densité et déterminer sa densité.
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Chapitre 6

Espérances et calculs

6.1 Rappels sur la construction de I’espérance

Définition. Si X est une variable aléatoire réelle intégrable définie sur (2, F,PP), on appelle
espérance de X et on note EX le réel défini par

EX = L X(w) dP(w).

Remarque 6.1. En toute rigueur; il faudrait écrire Ep X.

Remarque 6.2. Si X est une variable aléatoire réelle intégrable, le théoréme de transfert dit
que EX = [pa dPx(x); ainsi Uexistence de Uespérance ainsi que son éventuelle valeur ne
dépendent que de la loi de X.

Définition. On note £((92, F,P)) Uensemble des variables aléatoires intégrables sur (€2, F, P).

Définition. Si X = (X1,...,X,,) est un vecteur aléatoire dont toutes les composantes sont
intégrables, on note EX le vecteur (EX,...,EX,,).

6.2 Propriétés élémentaires

— L' est un espace vectoriel.

— VAeF, E(1a)=P(A).

— VX, Yel!, E(X+Y)=EX+EY.

— VX e L' VaeR, E(aX)=aEX.

— La variable aléatoire X est intégrable si et seulement si | X| est intégrable.

—VXell, P(X<a)=1=EX <a.

—VXell, P(X>b)=1=EX>b.

—VXell, P(X=a)=1=EX =a.

— VX ell, P(|X|<a)=1= E|X|<a.

— Soient X,Y deux variables aléatoires vérifiant 0 < X < Y. Si Y est intégrable,
alors X est intégrable.

— VX, YeLl!, P(X<Y)=1= EX <EY.

Définition. On dit qu’une variable aléatoire X est centrée si EX = 0. On définit de méme ce
qu’est un vecteur aléatoire centré.



CHAPITRE 6 : Espérances et calculs

6.3 Application aux inégalités classiques

6.3.1 Inégalité de Markov

Théoréme 6.3. Soit X une variable aléatoire positive, intégrable. Alors, on a

EX
Va>0 P(X >a)<—.

a

Démonstration. Comme X est positive, on a

IEX:/mdPX(x)z/ deX(x)z/ a dPx (z) = aP(X > a).
R {z>a} {z>a}

6.3.2 Formule de Poincaré et inégalités de Bonferroni

La formule de Poincaré est 'analogue de la formule du méme nom du cours de dénom-
brement. On peut considérer que c’en est une généralisation.

Théoréme 6.4 (Formule de Poincaré). Pour tous événements A1, As, ..., A, sous la proba-
bilite¢ P
P( 2 Ai) = ) (—1)"PIP(NepA;) 6.1

BeP({1,...n})\@

= En:IP(Ai)— > P(AyNAL)+-- +
=1

1<i1<i2<n

4o (—1)RHE > P(A;, N---NA;,) + -+

1<i1<12<...<1x. <N
-+ (=D)"MPA NN Ay).
Exemple: Pour n = 3,0na
P(Al UAdsU Ag) = P(Al) + P(AQ) + P(Ag)

—P(Al N AQ) — P(AQ N A3) — P(Al N Ag)

—l—P(Al NAsN Ag)
Pour prouver la formule de Poincaré, on va utiliser un lemme nous permettant d’obtenir
des encadrements de la probabilité d'une réunion.

Lemme 6.5. Soient (2, F,P) un espace probabilisé; (A;).cs des événements indexés par un
ensemble fini I. Pour n > 1, on pose

V, =P, <Z 1a, — 1) 10,0, 4.5

zel

ot (Py)k>0 est la suite de polynémes définie par

((Py=1

P PL=X

{ j . X(X-1)

i\ Pk _ X(X—l).l.g.!(X—k—l-l).

Ainsi pour n > k, on a Pi(n) = (Z) tandis que Py(n) = 0 pour 0 < n < k. Alors

Wn € N, IP’( U Ax>: S (LR Y ]P( n Ax>+(—1)"EVn. 6.2)
el K=1 JeBu(I) veJ
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6.3 Application aux inégalités classiques

Démonstration. 11 suffit de montrer que

YneN* 1 = > (=D S T 14, + (—1)"V,. (6.3)
U A, k=1 JeBi(I) =zeJ
zel

Soit w € Q. Siw ¢ UgerA,, les deux membres de 'égalité sont nuls. Sinon, posons
N =3 erla, (W) ={z € Lwe A}l

Ona J] 14, =1sietseulementsiJ C {z € ;we A,}.
reJ

Ainsi = ) [I 14, = Pi(N). On doit donc montrer que
JeBL(I) zeJd

1= Y (DM BN + (1) PN - 1),
1

n
k=

ce qui est équivalent a

n

> (=D)FPe(N) = (=1)"Pp(N - 1).
k=0

Pour conclure, deux preuves sont possibles, que nous présentons ci-dessous.
Méthode 1 : On va montrer par récurrence sur n que

n

Y (=DFP(X) = (=1)"Pu(X - 1).
k=0

Pour n = 0, la relation est vérifiée. Pour passer de n a n + 1, on écrit

n+1 n
Y (EDPP(X) = Y (—D)FP(X) + (1) P (X)
k=0 k=0
= (=1)"Pu(X = 1)+ (=1)""' Py (X)
= ()" (Pry1(X) — Po(X — 1))
= (M i XPL(X 1)~ Pa(X 1)
— (_1)n+1 (X _ (n + 1))PH(X - 1)

n+1
=~ P (X - D).

Méthode 2 : De maniére équivalente, il faut montrer que

S (1) FRU(N) = PN — 1),
k=0

Mais on reconnait en Y} }_o(—1)""*P,(N) le coefficient en z" de la série entiére sur

B(0,1) :
400 400 N
P Na:k>< -1 kxk> = < N :Ek> 1
(3 st (X > (1))

k=0 k=0

1

dont le coefficient en z" est précisément P, (N — 1), d’ou I'identification des termes.
Ensuite, il suffit d’intégrer pour obtenir (6.2). O
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Preuve de la formule de Poincaré. En prenant I = {1,...,n} dans le lemme précédent, on
obtient 1
P( U A,)= —1)k+1 P( N A,),
( wel ) k2:31 (=1) JeBZk,(I) ( ze] )
car V,, est identiquement nulle. Cela démontre la formule de Poincaré. O

Théoreme 6.6 (Inégalités de Bonferroni). Soient (2, F,P) un espace probabilisé; (Az)zecr
des événements. Soit n € N*.
— Si n est impair;, on a alors

P(U A)< 3 (—1)F! P( N A). 6.4
( zel )< k:zz:l (=1) Jel;k(]) ( zeJ ) 6.4
— Si n est pair;, on a alors
P(U 4)> 3 (=11 P( N A,). 6.5
( zel )z kgl (=1) JeBZk(I) ( zeJ ) (6.5)

Démonstration. 11 suffit d’appliquer le lemme |6.5| en remarquant que V,, est une variable
aléatoire positive, et que donc son espérance 'est aussi. O

6.3.3 Application de la formule de Poincaré au probleme des dérangements

On reprend le probleme des dérangements, qui avait été étudié en exercice au cha-

pitre [3| par des méthodes d’algeébre linéaire. On note 2 = S,, 'ensemble des permutations

de I ={1,...,n}, que 'on munit de la loi uniforme. On cherche donc a calculer p,, = %,

ou d,, est le nombre de permutations de S,, sans point fixe : dy = 1 et
d, =Card{c € S;;Viel,....,n o(i) #i}).

Pour i compris entre 1 et n, posons A; = {o(i) = i}. Nous cherchons a calculer
n
po=P( N A)=1-P( U 4,
1=

d’ot, avec la formule de Poincaré
n
=1 (—1)F! P( N A).
DPn ];( ) JelSZk(I) ( vt z)
Mais il est facile de déterminer ﬂJ A, : ce sont les permutations de I qui fixent les
xe

points de J et qui permutent les points de I\.J. Ce sous-ensemble de permutations de
S,, est en bijection avec S(/\J); il est donc de cardinal (n — k)!, d’ou, avec 'hypothese

d’équiprobabilité, P( ﬁJ Az) = (n;nk)!-
fas ’
Finalement,
pam1- (1w b
= JeBp(r)  n!
B " p(mY (n—Ek)!
_1+k§::1( 1) <k> -
(—=1)*
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6.4 Théorémes de transfert

6.4 Théoremes de transfert

Théoreme 6.7. Soit X une variable aléatoire dont la loi Px admet une densité f par rapport
a la mesure m. Soit g une fonction mesurable.
Alors, la variable g(X) est intégrable si et seulement si

[ 1@ (@) dm(e) < +x.

Si cette intégrale est finie, on a alors
Elg(X)] = [ 9(@)f(x) dm(z) < +oc.

Démonstration. D’aprées le théoréme de transfert, on a

J 19X @)] dBw) = [ lo(a)] dBx (@) = [ o(@)f(@) dm().

Si cette quantité est finie, le théoréme de transfert nous dit alors que

AQ(X(W /g ) dPx (x /g (2).

6.4.1 Calcul de I’espérance d’une variable aléatoire discrete

Théoréme 6.8. Soient X une variable aléatoire discréte, et D un ensemble fini ou dénom-
brable inclus dans R tel que X (2) = D. Soit g une fonction quelconque de D dans R. Alors,
la variable aléatoire Y = g(X) est intégrable si et seulement si

T lsIP(X = i) < +oc.

Si cette somme est finie, on a alors
EY —Eg(X)= ¥ g(i)B(X =1).

Démonstration. D’apreés nos hypothéses, Py admet une densité par rapport a la mesure
de comptage de support D : c’est la fonction i — P(X = ). Il suffit donc d’appliquer le
théoréme en prenant pour m la mesure de comptage sur D et pour f :

_JP(X ==x) sizeD
f(x)_{o siz ¢ D.

On a alors

[ 19@)1f @) dmz) = 3 lg)

zeD

Si cette somme est finie, on obtient ainsi

A g(2) (@) dm(z) = 3 g(x) f()

zeD
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Corollaire 6.9. Soient X une variable aléatoire discréte, et D un ensemble fini ou dénom-
brable inclus dans R tel que X (2) = D. Alors, X est intégrable si et seulement si

> IP(X =1) < +o0.
i€b

Si cette somme est finie, on a alors

Démonstration. Il suffit d’appliquer le théoréme précédent avec g(z) = «. O

6.4.2 Calcul de I’espérance d’une variable aléatoire a densité

Voici maintenant le théoreme de transfert pour les variables a densité.

Théoréme 6.10. Soient X une variable aléatoire admettant la fonction f comme densité,
et g une fonction mesurable définie sur X (2). Alors, la variable aléatoire Y = g(X) est
intégrable si et seulement si

[ lot@)If (@) ax(@) < +oc.
Si cette intégrale est convergente, on a alors
EY =Eg(X) = A@g(x)‘f(x) d\(z).

Démonstration. 11 suffit d’appliquer le théoréme [6.7| avec pour m la mesure de Lebesgue.
[

Corollaire 6.11. Soit X une variable aléatoire admettant la fonction f comme densité. Alors,
X est intégrable si et seulement si

[ Il () dx(@) < +oc.
Si cette intégrale est convergente, on a alors
EX :Axf(x) dx.
Démonstration. Il suffit d’appliquer le théoréme précédent avec g(z) = x. O
Remarque 6.12 ( importante). Si la densité de X est paire et que X est intégrable, alors

EX =0.
On a en effet

EX = A@ 2f(z) d\(x),

et avec le théoréme de changement de variable,

EX = A —wf(—z) d\(x) = A@ —af(x) d\(@),

par parité de f. D'otl finalement EX = —EX, c’est-a-dire EX = 0.
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6.4.3 Identifier une loi : technique de la fonction test

L’espérance est au coeur d'une méthode classique d’identification des lois, dite méthode
de la fonction test. On commence par un résultat théorique d’identification des mesures.

Théoréme 6.13. Soient yu et v deux mesures sur (R?, B(R?)) qui donnent chacune une masse
finie aux compacts de RY. On suppose que pour toute fonction continue a support compact f,
ona [ga fdp= [gafdv. Alors = v.

Démonstration. Les compacts de R¢ forment un 7-systéme qui engendre la tribu boré-
lienne de R? (par exemple car les pavés ouverts s'écrivent comme réunion dénombrable
de pavés compacts), donc il suffit de montrer que p et v coincident sur les compacts. Soit
fn la fonction de R, dans R, définie par f,(z) = (1 — nx)*. f est continue, vaut 1 en
0 et est nulle sur [1/n, +oo[. Soit K un compact de R?, et posons g,(z) = f.(d(z, K)),
ou d(z,K) = inf{d(x,y); y € K}. g, est continue, comme composition d’applications
continues, et converge simplement vers l'indicatrice de K. Comme |[g,| < 1, +B(0,1) qui
est intégrable par rapport a . et v, le théoreme de convergence dominée dit que [Ra g, dpt
converge vers [pa lx dp = p(K) et [pa gn dv converge vers [pa 1l dv = v(K). Vu T'hy-
pothese faite, on a [ga g5, dit = [ra gn dv pour tout n, donc p(K) = v(K). Comme p et v
coincident sur les compacts, on a donc bien p = v. O

Corollaire 6.14. Un vecteur aléatoire (une variable aléatoire) X suit la loi p sur R? (R) si
et seulement si toute fonction continue a support compact ¢, on a E[¢(X)] = [pa ¢ dp.

Démonstration. D’apres le théoreme de transfert, E¢(X) = [ ¢(z) dPx(x) et on applique
le théoreme précédent. O

L'usage du corollaire précédent est souvent appelé technique de la fonction test. C’est
un outil commode d’identification d’une loi qui est universel, mais qui n’est pas toujours le
plus rapide. Il est tres efficace dans le cas de loi “hybrides”, ayant a la fois une composante
discrete et une composante continue.

Remarque 6.15. Une remarque trés simple, mais trés importante : on applique souvent une
version beaucoup plus simple de la méthode de la fonction test : si X est un vecteur aléatoire
tel que E(f(X)) = Jga f dp pour toute fonction f mesurable positive bornée, alors Px = p.
En effet, il suffit de prendre f = 14 avec A borélien de R? pour identifier Px et .

Exemple: Soit X une variable suivant la loi uniforme sur [—1, 1]. Calculer la loi de ¥ =
max (0, X).
Ona ¢(Y) = ¢(0)11x<op + ¢(X)1{x>0}, donc
Eo(Y) =E(¢(0 )1{X<0})+ (p(X 1{X>o}
— G(O)P(X < 0)+ = / |y S Lz) )

1
=500+ [ o) dre

On reconnait la I'intégrale de ¢ par rapport a la mesure %50 + %)\[071}.

6.5 Convexité

6.5.1 Rappels sur la convexité

On dit qu'une fonction est convexe sur l'intervalle ouvert I si pour tous x,y dans I et
0 €[0,1],ona f(bx+ (1 -0)y) <0f(z)+(1-0)f(y)
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Lemme 6.16. Si z < z < y, alors il existe § €]0, 1] avec z = 0z + (1 — 0)y.

Démonstration. On prend 6 = g:; O

Lemme 6.17. Les pentes d’une fonction convexe sont croissantes : si hy < hy avec x,x +
h1,x + hg dans I, avec hy et ho non nuls, alors

f(x+hy) — f()

f(x+hg) — f(x)
hi '

ha

pz(h1) = < pu(ho) =
p. admet une limite a droite et a gauche en 0 : ce sont les dérivées a droite (resp. a gauche)
de f en x.

Démonstration. Si hy et ho sont positifs, on applique alors le lemme précédent avec z =
x + h1 ety = x + ho et on utilise la définition de la convexité.

Si hy et ho sont négatifs, on fait la méme chose que dans le cas précédent, avec 2’ =
CU+h1, z’:x—l-hQ,y'::c.

Enfin, si h1 < 0 < hg, on a alors

Pe(h1) < pr(max(hi, —hs)) et p;(min(hg, —h1)) < pz(hs)

d’apres ce qui précede. Il suffit donc de vérifier que p,.(—h) < p,(h), ce qui découle immé-
diatement de la convexité. Ceci acheve la preuve de la croissance. L'existence de la limite
est une conséquence du théoréme sur les fonctions croissantes minorées a droite pour la
limite a droite, et croissantes majorées a gauche pour la limite a gauche. O

Lemme 6.18. Soit f une fonction convexe sur lUintervalle I telle que les points x et y de I
verifient f(x) = f(y) = 0. Alors f est négative sur [x,y], positive a Uextérieur.

Démonstration. Six < z <y avec z = 0x + (1 — 0)y, on a alors
f(z) <0f(x)+ (1 —6)f(y) <O0. Sinon, I'inégalité

0f(a) + (1 —0)f(b) = f(fa+ (1 —0)b)

entraine que si de trois nombres, le terme médian et un autre ont une image nulle, alors
le troisieme doit avoir une image positive. O

Lemme 6.19. On appelle corde portée par x et y la droite passant par (x, f(z)) et (y, f(v)),

d’équation ((t) = w(t — ) + f(z). Si f est une fonction convexe, la fonction f est en

dessous de la corde entre x et y, au-dessus a Uextérieur.

Démonstration. 11 suffit d’appliquer le lemme précédent a ¢ — f(t) — £(t) qui est convexe.
[

Lemme 6.20. Si f est une fonction convexe sur lUintervalle ouvert I, alors pour tous x et t
dans I, f(t) > f(z) + fi(z)(t — x).

Démonstration. Soit h > 0. Pour tout ¢ qui n’est pas dans |z, = + h[, la propriété de la corde

donne ,
sy = TEEN =IO ) 4 o) > e - o) + ),

ce qui est I'inégalité voulue. Mais pour tout ¢, il existe h > 0 tel que ¢ n’appartient pas a
Iintervalle |z, x + h[, d’'ot le résultat. O

Théoréme 6.21. Si f est une fonction dérivable sur Uintervalle ouvert I telle que f’ est
croissante sur I, alors f est convexe sur I.
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Démonstration. Soient z,y € I, avec = < y, ainsi que 6 €]0, 1].
On pose z = Ox + (1 — 0)y. En appliquant deux fois I'inégalité des accroissements finis, on

a
J@) = 1E) _ iy < FO = IC)
T —z Y—z
En prenant les membres extrémaux de cette inégalité, on a
f@) = FG) W)~ )
(1=0)z—-y) ~ Oy—x)

soit
(f(2) = f(2)0 < (1= 0)(f(y) — f(2)),

ce qui donne le résultat voulu en réarrangeant les termes. O

6.5.2 Inégalité de Jensen

Théoreme 6.22. Soit X une variable aléatoire intégrable a valeurs dans Uintervalle ouvert
1. Soit f une fonction convexe de I dans R. Alors

fEX) <Ef(X).
Notons qu'on n’exclut pas d’avoir E[f(X)] = +o0.

Démonstration. Soit ® 'ensemble des fonctions affines ¢ telles que

vrel ¢) < fla).

Soit ¢ € ®. On a presque slirement

P(X) < f(X).
On a donc E¢(X) < Ef(X). Comme ¢ est une fonction affine, on voit que E¢(X) =
¢(EX). Ainsi,
Voed HEX)<Ef(X).

donc

sup G(EX) <Ef(X).
seP

Prenons alors ¢(t) = f(EX) + f4(EX)(t — EX). D’apres le lemme ¢ € ®, ce qui
donne
FEX) <Ef(X).
[

Pour retenir quel est le sens de I’égalité, nous conseillons de prendre la fonction

convexe ¢(r) = |z| ou ¢(z) = 2.

Corollaire 6.23. Soient f une fonction convexe sur Uintervalle I, 61, ..., 0, des réels positifs
de somme 1, x1, ..., x, des éléments de I. Alors

n n
S < > 9k$k> < X Okf(xp).
k=1 k=1
Démonstration. 11 suffit de considérer une variable aléatoire discrete X telle que P(X =

x;) = 0; pour tout i compris entre 1 et n. Le théoréme de transfert pour une variable
aléatoire discréte et I'inégalité de Jensen donnent

P E o) = 160 <Blf@] = 8 ous(an)
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Remarque 6.24. On peut toutefois remarquer que ce corollaire peut également se montrer
simplement par récurrence sur n, a Uaide de la définition de la convexité, sans intervention
des probabilités.

6.6 Intégrale et queue de distribution

Théoreéme 6.25. Soit X une variable aléatoire positive. On a
EX = [ P(X>t)d\t)= [ P(X >1t)dA®).
R, R,

Démonstration. On utilise le théoreme de Tonelli :
P(X > 1) dA(t) = / / 1y 4 oo((5) dPx (5) dA(t)
Ry JRy
= [ ] Los® dex(s) ax®)
Ry JR,
= [ ] Lou® &) dPx(s)
Ry JR,

- / s dPx(s)
R4
— EX.

Ry

Pour la derniere égalité on peut par exemple remarquer que les nombres
P(X > t) et P(X > t) ne different qu’aux points ¢ tels que P(X = t) > 0, qui forment une
famille au plus dénombrable, donc de mesure nulle. O

Corollaire 6.26. Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N. On a
+o00
EX = Y P(X > k).
k=0

Démonstration. D’apres le théoreme précédent, EX = [p P(X > ¢) dA(¢). Comme ¢ —
P(X > t) est une fonction positive, on a

+o0
[ B >Han = 5 /[k7k+1[1p>(x > 1) dA(t).

Mais comme X est a valeurs entiéres, on a
Vielk,k+1] P(X >t)=P(X > k),

d’ou le résultat. O

6.7 Moments d’ordre 2

Définition. On dit qu’une variable aléatoire X admet un moment d’ordre 2 si elle est de carré
intégrable, cest-a-dire si X% € L.

Remarque 6.27. Ici encore, on peut noter que E[X?] = [z 2% dPx(x) ne dépend que de la
loi de X.

On note £2(Q, F,P) (ou encore £?) I'ensemble des variables aléatoires de carré inté-
grable.

Lemme 6.28. Soient X,Y € L2. Alors la variable aléatoire XY est intégrable.
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Démonstration. Pour tous les réels a, b, on a |ab| < 3(a*+ b?). Pour le voir, il suffit d’écrire
a? 4+ b? + 2ab = (a+b)? > 0, dou (a® +b?)/2 > —ab et a® + b* — 2ab = (a — b)? > 0, et on
a bien (a? + v?)/2 > ab.
On a donc .

0<|XY| < 5()(2 +Y?),

Comme X2+ Y? est intégrable, on en déduit que | XY| est intégrable, ce qui est le résultat
voulu. M

En particulier, en prenant Y = 1, on voit que X € £ dés que X € £2.
Corollaire 6.29. £2(Q), F,P) est un espace vectoriel.

Démonstration. La stabilité par multiplication ne pose pas de probleme. Pour la stabilité
par addition, il faut remarquer que

(X +Y)?=X?+Y?+2XY,

puis utiliser le lemme précédent et le fait que £' est un espace vectoriel. O

6.7.1 Covariance et variance

Définition. Soient X et Y deux variables aléatoires admettant chacune un moment d’ordre
2. On appelle covariance du couple (X,Y) le réel

Covar(X,Y) = E[(X — EX)(Y — EY)].
On appelle variance de X le réel positif
Var X = Covar(X, X) = E(X — EX)%
On appelle écart-type de X le réel positif
o(X) = (Var X)'/2,

Définition. On dit qu’une variable aléatoire est réduite si on a Var X = 1 (ou de maniére
équivalente si o(X) = 1).

Théoréme 6.30. Les propriétés suivantes sont satisfaites :

1. (X,Y) — Covar(X,Y) est une forme bilinéaire symétrique positive.

2. Va,be R Covar(X —a,Y —b) = Covar(X,Y).
3. Var(X +Y) = Var X 4+ VarY + 2 Covar(X,Y).
4. Covar(X,Y) = EXY — (EX)(EY).
5. Var X = EX? — (EX)
6. [EXY|?> <EX?EY? (inégalité de Cauchy-Schwarz).
7. |Covar(X,Y)| < o(X)o(Y).
Démonstration. 1. Notons (X,Y) = E(XY). Il est facile de voir que l'application

(X,Y) — (X,Y) est une forme bilinéaire symétrique positive. Posons L(X) = X —
EX. Lapplication X +— L(X) est linéaire de £2 dans lui-méme. On a Covar(X,Y) =
(L(X), L(Y)). Les deux observations faites ci-dessus permettent de dire que (X,Y") —
Covar(X,Y) est une forme bilinéaire symétrique positive.
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2. Ona
Covar(X —a,Y —b) = (L(X —a),L(Y —D))
= (LX) = L(a), L(Y) — L(b))
= (LX) = 0,L(Y) - 0)
= Covar(X,Y).
3. Ona
Var(X +Y) = Covar(X +Y,X+Y)

= Covar(X, X) + 2 Covar(X,Y) + Covar(Y,Y)
= Var X +2Covar(X,Y) + VarY.

Pour passer de la ligne 1 a la ligne 2, on utilise le fait que la covariance est bilinéaire
symétrique.
4. Comme (X —EX)(Y —EY) = XY + EXEY — (EX)Y — (EY)X, on obtient
E(X —EX)(Y —EY) = EXY +E(EXEY)—-EXEY — EYEX
EXY + EXEY — 2EXEY
= EXY — (EX)(EY).

5. 11 suffit d’appliquer la formule précédente avec X =Y.

6. Comme (-,-) est une forme bilinéaire symétrique positive, I'inégalité de Cauchy-
Schwarz s’applique.

7. 11 suffit d’appliquer I'inégalité de Cauchy-Schwarz a la forme bilinéaire symétrique

positive Covar, puis de prendre la racine carrée.
]

Remarque 6.31. La covariance n’est pas définie positive. En effet, on montre facilement que
Var X = 0si et seulement si X est constante avec probabilité 1, mais cette constante n’est pas
forcément nulle.

Définition. Lorsque o(X) et o(Y') sont non nuls, on définit le coefficient de corrélation entre
X etY par
Covar(X,Y)

o(X)o(Y)

D’aprées ce qui précede, p(X,Y) € [—1;1]. Lorsque Covar(X,Y) = 0 (ce qui implique
p(X,Y)=0sio(X) et o(Y) sont non nuls), on dit que X et Y ne sont pas corrélées .
Lorsque Covar(X,Y’) > 0 (ce qui implique p(X,Y) > 0sio(X) et o(Y) sont non nuls), on
dit que X et Y sont positivement corrélées.

Lorsque Covar(X,Y’) < 0 (ce qui implique p(X,Y) <0sio(X) et o(Y) sont non nuls), on
dit que X et Y sont négativement corrélées.

p(X,Y) =

Remarque 6.32. On peut montrer que (cela est laissé en exercice au lecteur) :
— p(X,Y) = 1si et seulement s’il existe a > 0, b € R tels que
PY =aX +0b) =1,
— p(X,Y) = —1si et seulement s’il existe a < 0, b € R tels que
P(Y =aX +b) = L.

Remarque 6.33. Le coefficient de corrélation mesure une corrélation linéaire. Il peut étre nul
alors que la variable Y dépend fortement de X mais de maniére non-linéaire. C’est pourquoi
on ne devrait pas se passer d’une représentation graphique quand on dispose d’observations
(z3,y:). A Uinverse, une forte corrélation ne doit pas étre comprise comme une relation de
causalité. Certaines variables n’ont aucune relation entre elles, mais donnent des coefficients
de corrélation proches de 1. Cela provient souvent du fait qu’elles sont elles-mémes influencées
par une troisiéme variable.
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6.7.2 Matrice de covariance

Si X = (Xi,...,X,) est un vecteur aléatoire dont toutes les composantes admettent

un moment d’ordre deux, on dit que le vecteur X admet un moment d’ordre deux et on ap-

pelle matrice de covariance de X la matrice nxn dont les coefficients sont (Covar(X;, X;))i<i j<n-
Notons, pour a € R", (X, a) le produit scalaire des vecteurs a et X.

Théoreme 6.34. Si X = (X1, ..., X,) est un vecteur aléatoire admettant un moment d’ordre
deux, la matrice de covariance de X est la matrice dans la base canonique de Uapplication
bilinéaire positive

R*"xR* — R
(a,b) +— Covar((X,a), (X,b)).

C’est une matrice symétrique positive.

Démonstration. A X fixé, lapplication X (X, a) est une application linéaire. Comme
on a déja montré que Covar était une forme bilinéaire symétrique positive, il s’ensuit que
I'application considérée ici est une forme bilinéaire symétrique positive. Cette applica-
tion envoie le couple (e;, e;) sur Covar((X, e;), (X, e;)) = Covar(X;, X;). La matrice d’'une
forme bilinéaire symétrique positive est une matrice symétrique positive. O

Théoreme 6.35. Soit X = (X,...,X,) un vecteur aléatoire admettant un moment d’ordre
deux, de matrice de covariance C'x et d’espérance myx. Soient A une application linéaire de
R™ dans RP, et b un vecteur de RP. Alors la variable Y = AX + b admet Cy = ACxA*
comme matrice de covariance et Uespérance de Y vaut Amx + b.

Démonstration. Soit1 <7 <p.Ona

n n
EY; = E( 1;1 aikak —i—bi) = kzl ai’kEXk —‘rbz‘

Il
NE!

a;pmx, + b = (Amx +b);.

k=1

De plus, on a

Covar((Y,a),(Y,c)) = Covar((AX + b,a), (AX +b,c))
Covar((AX,a), (AX,c))
Covar((X, A*a), (X, A%c))
(CxA*a, A*c)

= (ACxA%a,c).

6.7.3 Espérance et indépendance

Le théoréme suivant est essentiel.

Théoreme 6.36. Soient X,Y des variables aléatoires intégrables indépendantes. Alors, leur
produit XY est une variable aléatoire intégrable et son espérance est

E[XY] = E[X]E[Y].

105



CHAPITRE 6 : Espérances et calculs

Démonstration. D’apres le théoréeme de transfert, on a

E(XY]) = [ loyl dPocy) (@),
Il vient
E(XY]) = /ZMMdPXYwawzaé|mwmdmx®Pymaw
_ /|:c|dIP>X /yy| dPy (y) = E|X| - E|Y| < +o0.
Ainsi, par le théoreme de Tonelli, le produit XY est intégrable. On a de plus

EXY

/ zy dP(x yy(z,y) =/ zy d(Px ® Py)(z,y)
= / zdPx (z / y dPy (y) = EXEY.

O]

Corollaire 6.37. Soient X,Y deux variables aléatoires intégrables indépendantes. Alors X
et Y ne sont pas corrélées.

Démonstration. On a Covar(X,Y) =E[XY] - E[X]E[Y] = 0. O

Remarque 6.38 ( importante). Des variables aléatoires peuvent étre non corrélées sans étre
indépendantes.
En effet, considérons deux variables aléatoires vérifiant

PUX =1}n{y =1}) = P{X=1}n{y =-1})
= P{X =-1}n{Y =0}) =1/3.

La matrice M associée a la loi du couple est

(1(/)3 163 1(/)3>‘

La loi de Y s’obtient en faisant la somme des lignes de chaque colonne, soit
(1/3 1/3 1/3).

OnadoncEY =1 x (=1)+ % x (0)+ 3 x (1) = 0.
D’autre part

EXY = ) > P X =itn{Y =4})=1/3-1/3=0.

1e{-1;1} je{-1;0;1}

Cela implique donc Covar(X,Y) =EXY — EXEY = 0.
Cependant, X et Y ne sont pas indépendantes car

—PU{X =1}N{Y =0}) #P(X = )P(Y =0) = = x -.

Corollaire 6.39. Soient X,Y deux variables aléatoires indépendantes de carré intégrable.
Alors on a
Var(X +Y) = Var X + VarY.

Démonstration. On a toujours Var(X +Y) = Var X 4+ VarY + 2 Covar(X,Y). Comme X
et Y sont indépendantes, elles sont décorrélées, d’ou le résultat. O
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6.7.4 Inégalité de Chebychev
Théoreme 6.40. Soit X une variable aléatoire admettant un moment d’ordre 2. Alors, on a

Var X

Va>0 P(X-EX|>a)< .
a

Démonstration. On a
P(|X —EX|>a) =P(|X —EX* > d?).

Il suffit alors d’appliquer I'inégalité de Markov a la variable aléatoire
Y = |X — EX|%. Comme EY = Var X, l'inégalité sensuit. O

Remarque 6.41. L’inégalité de Chebychev est souvent appelée “inégalité de
Bienaymé—Chebychev”.

6.8 Lois images par des transformations affines

6.8.1 Exemple fondamental

Théoréme 6.42. Soient A € GIg(R) et b € R? On suppose que le vecteur aléatoire X
admet la densité f par rapport a la mesure de Lebesgue sur R%. Alors, le vecteur aléatoire
Y = AX + b admet la densité

o) = e/ A =)

Démonstration. Ici O; = Oy = R? et T~} (y) = A~!(y — b). La différentielle en un point
d’une transformation affine se confond avec I'application linéaire associée, d’oti le résultat.
C’est essentiellement une reformulation du corollaire O

Voici quelques applications de ce résultat :

1. Si X suit la loi uniforme sur un compact K de R?, alors Y = AX + b suit la loi
uniforme sur I'image de K par = — Ax + b. Cette application est particulierement
intéressante en dimension 1.

2. Si X suit la loi I'(a, 7y), alors pour tout x> 0, on a iX ~ T'(a,yp).
3. Si X suit la loi exponentielle de parametre a > 0, alors %X suit la loi exponentielle

de parametre ua. ( Remarquer que ceci constitue un cas particulier de la remarque
prédente.)

4. Pour a € Retb > 0, X suit la loi de Cauchy C(0,1) si et seulement si Y = bX +a
suit la loi de Cauchy C(a, b).

5. Soiento >0etm € R.Ona X ~ N(m,0%) < =™ ~ N(0,1).

Notons que ces remarques élémentaires permettent de simplifier des calculs théoriques et
sont également intéressantes en vue de la simulation.

6.8.2 Application aux lois gaussiennes

Lemme 6.43. Soit X = (X1, Xs) un vecteur aléatoire formé de deux variables aléatoires
indépendantes suivant la loi normale N (0, 1).

On pose Y1 = X7 cosf—Xsosinf et Yo = X7 sin 0+ Xo cos . Alors Y7 et Yo sont deux variables
aléatoires indépendantes suivant la loi normale N (0, 1).
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Démonstration. Sil'on note, pour x € R%, x = (21, x2), la densité de X est

=

1 @y 1 3 1 _x%+:1:% 1 (_HxH%

EGXP(—Q)X\/T—WGXP(—?):%GXP( B) )—%GXP 5 )-
OnadoncY = M X, avec
cosf —sinf
M_<sin9 cos >

Ainsi, le vecteur Y = M X admet pour densité

SRR LY
det M 27 2

Y= ).

Or M est une matrice de rotation, donc son déterminant vaut 1 et c’est une isométrie pour
la norme euclidienne, ce qui implique que pour tout x € R?, on a ||[M 1y = ||y|2. La
densité de Y est donc

1 lylI3
= — expl—————
Y= oo exp(=—07),
ce qui est précisément la densité de X. Y a donc méme loi que X, donc ses composantes
Y1 et Y5 sont indépendantes et suivent la loi normale A/(0, 1). O

Théoréme 6.44. Soient U, et Uy deux variables aléatoires indépendantes, avec Uy ~ N (my, 0?)
et Uy ~ N(mg, U%) Alors Uy + Uy ~ N(m1 + ma, U% + O’%)

Démonstration. Si oy = 0 ou o9 = 0, la variable aléatoire associée est constante et donc le
résultat provient de la remarque faite plus haut (I'application affine est une translation).
Supposons donc o1 > 0 et oo > 0. On pose X; = Ui=mi ot X, = Y2=m2 Qp peut

o1 g2 :
trouver 6 tel que cos = —ZL— et sinf = —22—. Alors, si on pose o = /o2 + 02, on a
q \/0’%-‘1-0'5 \/0’%-"—0'5 ’ p 1 2>

Ui+ U =mq +mg+ o(X;1cos + Xasinb).

D’apres le lemme précédent, X; cos 6 + X5 sin 6 suit la loi A/(0, 1), donc
Ui + Uy NN(m1+m2,02). O

6.8.3 Application : convolution de deux lois a densité

Théoreme 6.45. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes sur (Q2, F,P), de
densité f et g. Alors Z = X + Y admet comme densité la fonction

v [ =090 dA@) = [ gl —17(®) dAD).

Si, de plus, X et Y sont a valeurs positives, alors la densité est simplement

2 g, () A f — )g(t) dt = 1z, (2) /)xg(x o

Démonstration. On pose

(£)-4(5) -3

La densité de (X,Y) est h(z,y) = f(x)g(y). D’apres 'exemple fondamental, la densité de

(Z,T) est
e = a4 (G
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Comme

B (1 -1
detA=1etA —<0 E

on adonc g(z,t) = h(z —t,t) = f(z — t)g(t).
D’aprées le théoreme [5.21, Z admet comme densité par rapport a la mesure de Le-
besgue :

zHA{{g(z,t) dA(D) :Af(z—wg(t) dA(t).

Dans le cas ou X et Y sont a valeurs positives, il suffit de remarquer que f(z — t) est
nul si z dépasse t et que g(t) est nul si ¢ est négatif. Ainsi, f(z —t)g(t) ne peut étre non nul
que pour z vérifiant 0 < ¢ < z, ce qui n’est évidemment jamais vérifié si z est négatif.

On obtient les deux autres égalités en échangeant les réles de X et Y. O

Le graphe ci-dessous représente la densité de Z lorsque X et Y suivent toutes les deux
la loi uniforme sur [0, 1].

1 |

(1—|o—1)Lpyx) ——

0.9
0.8 -
0.7
0.6 -
0.5
04
0.3
0.2 -
0.1 -

0
-1 —-0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

Application : T'(a,v) * T'(b,7) = T'(a + b,7)

Théoreme 6.46. Soient a, b, 7 strictement positifs, X et Y deux variables aléatoires indépen-
dantes, X suivant la loi T'(a,~y) et Y la loi T'(b, 7). Alors Z = X + Y suit la loi T'(a + b, ).

Démonstration. Pour tous a et v strictement positifs, on note f,, la densité de la loi
I'(a,~), soit (rappel)

a

i
I'(a)
D’apres le théoreme précédent, Z admet une densité f;. Cette densité est nulle sur R_
tandis que pour x positif, on a

a—1_—vyx

fan(2) = 1g, (2)

X

fo@) = [ fanla = Ofa () dt

T a b
_ T a1 -t b—1 —~y(z—t)
= — e —— (v —t e 7 dt
/) I'(a) F(b)( )
7a+be—7x

_ £ a— T — b—
— F(a)F(b)/ot Yo —t) L ar.
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On fait le changement de variable ¢ = §x. On obtient

a+b_ —yx
I C 201 b1 a— 1 b 1
20) = Torm® v [lota 6
a+b,—yx
_ Y € a+b—1 9&71 1-0 b—1 do
T(a)T(b) " A (1-9)
= Ka,bfa—l—b,'y(z)a

ol K, = % J 0% 1(1 — 6)>~! df. Evidemment fz et @ — K4 faip~(2) coincident
également sur R_ ot elles sont nulles. On a donc

/h ) dA(x /mm%¢MM>K@Ammmwm.

Mais fz et f,1s- sont des densités donc leur intégrale sur R vaut un. On en déduit que
Ka,b =1, d’ou

fz(x) = fatvq(2).
La densité de Z est la densité de I'(a + b, ), donc Z suit la loi I'(a + b, ). O

Remarque 6.47. Comme sous-produit de cette démonstration, on a obtenu le résultat non

trivial suivant :
/ 9a 1 b 1 do.
a—l—b

On peut donc considérer qu’on a donné une preuve probabiliste de Uexpression intégrale de la
fonction Béta.

6.9 Calcul des premiers moments des lois discretes usuelles

6.9.1 Indicatrice d’un événement

On rappelle que pour A C €, 'application 14 (appelée indicatrice de A) est définie sur
Q par
lsize A
La(z) _{ Osixz ¢ A.

14 est une variable aléatoire a valeurs dans {0;1}. Il est important de remarquer que,
comme Vz € {0;1} 2? =z,0onal?% =14.0n ade plus
— E1p0=P(A) et

Varls = E1% — (E14)? =El4 — (E14)° = P(A) —P(A)?

6.9.2 Loi binomiale

On a vu que la loi binomiale de parametres n et p est la loi de X = Z 1,4,, Oou

Ay, ..., A, sont des événements indépendants de méme probabilité p. On a donc

n n
EX =Y Ela, =Y P(A) = np,
k=1 k=1

et comme les variables aléatoires 1,4, sont indépendantes

VarX:ZVarlAk ZIP (Ar)(1 —P(Ag)) = np(1 —p).
k=1
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6.9.3 Loi géométrique

Soit X une variable aléatoire suivant une loi géométrique de parametre p €]0,1]. On a
+o00 +o0
EX = Zk:IP(X:k) = ZkIP’(X:
= Z kp(1 — =p Z k(1 —

1 1
Pa=—a=p2  »

et

E[X(X —1)] = io k(k— 1)P(X = k) = io k(k — 1)P(X = k)
k=0 k=2

+o0o
= > k(k—1p(l—p*!
k=2

2 2(1 - p)
= 1 e
MDA = 2
Onaalors E[X?] = E[X(X —1)] + EX = % + 2(;;10) ot
1 2(1-p) 1 1—p
Var X = E[X?] - (EX)2 = -4+~ &~ _ '
R R -

6.9.4 Loi de Poisson

Soit X une variable aléatoire suivant une loi de Poisson de parametre A > 0. On a

EX = iokP(X:k)ziokP(X:
=1

k +o0 k—1

= Z ke~ AA =e A ]j '
k=1 (k—1)!

= e M=

et
EX(X —-1)] = Zk —- 1P Zk = k)
= Z k(k — 1)6—*— =e '\
— k! = (k—2)!

= e M\ =)2
On en déduit que E[X?] = E[X (X — 1)]+EX = X2 + M et
Var X = E[X?] — (EX)2 =X 2+ X -\ =)\
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6.9.5 Loi hypergéométrique

On rappelle que la loi hypergéométrique H (N, n, k) est la loi image de la loi uniforme
sur Q = B, ({1,..., N}) par I'application

X:B({l,...,N}) — N
w — Xw)=[{1,...,n}Nwl.

On va montrer que EX = k§ et Var X = k(1 — %)%
Notons P la loi uniforme sur Q. Par souci de lisibilité, on définit 'ensemble aléatoire A

par A(w) = w. Ainsi
X = |{1,...,n}ﬂA| = igl l{ieA}'

Pour tout k € {1,...,n},ona

(Nk_l) _1_(N—1)!(N—k’)!:1_u:£

(];X) N N!(N —k —1)! N N

E(Ljeay) = P(i € A)=1-

On obtient ainsi i
n n n
Z_; {ieA} = N
De plus, on a
Var X = igl P2 Covar(l{ieA}a 1{jeA})-

Comme pour i = j, on a

. . k k
Covar(Lgjeay, Ljeay) = Varlieay =P(j € A)(1 ~P(j € 4)) = L (1 - ),
et pour i # j, on a
COV&I‘(l{ieA}, l{jeA}) = Covar(l — 1{2'EA}7 1-— 1{j€A})

= Covar(lggay, Lijgay)
— Pl¢ A A) ~ Bl ¢ ARG ¢ A)
) v
() N

_ WoRW-k-l) Nk
— N(N—1) = N )

1k k
= _ﬁﬁ(l_ﬁ)’

on en déduit que

VarX = nx k (1— k) +n(n—1) x <—1k(1—k)>

Remarque 6.48. Une variable suivant loi hypergéométrique a la méme espérance qu’une loi

binomiale B(k, +) et sa variance ne différe de celle de cette binomiale que d’'un facteur %
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6.10 Calcul des moments des lois a densité usuelles

6.10 Calcul des premiers moments des lois a densité usuelles

6.10.1 Loi uniforme sur un segment

Soit X une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur [—1, 1]. La densité de X est
donc

1
T 51[,171] (.’IZ’)

On a donc

et

Comme X est centrée, on a Var X = EX2.
Passons au cas général. On pose Y = “T“’ + b_T“X . X suit la loi uniforme sur [—1, 1] si
et seulement Y suit la loi uniforme sur [a, b]. On a alors

bob- b b b— a)?
G0 2 0px _0F0 o VarY:(za)QVarX:( 12“).

EY =E
2 2

6.10.2 Loi gaussienne

Soit X une variable aléatoire suivant la loi gaussienne N(0,1). On rappelle que la

densité de X est ) )
f@) = ——e 7.

Lemme 6.49. Soit g une fonction dérivable sur R telle qu’il existe A > 0 et ¢ > 0 tels que
Ve eR |g(z)]+|g'(z)] < Aexp(+c|z]).
Si X ~N(0,1), alors ¢'(X) et Xg(X) sont intégrables et on a
Elg'(X)] = E[Xg(X)].
Démonstration. 11 est facile de vérifier que
(9(2)f(2)) = (d'(x) — zg(x)) f(2).

On a donc pour tout a,b € R,
b b
9O ) ~ (@S (a) = [ g@)f(@) de ~ [ wg(@)f(@) do.

Les hypotheses faites sur g et ¢’ assurent I'intégrabilité sur R de ¢’ f et g f. Comme, de plus

lim g(a)f(a) = lim g(b)f(b) =0, on en déduit que
a——0o0 b—+o00

0= [ d@F() d\@)~ [ za(e)(x) ar(@).
soit E[g/(X)] = E[X g(X)]. 0

En prenant g(x) = z, on obtient l'existence d’'un moment d’ordre 2 avec E[X?] = 1.
D’autre part, I'existence d’'un moment d’ordre 2 implique celle d'un moment d’ordre 1.
Comme la densité de X est paire, on en déduit que EX = 0. On a donc Var X = EX? = 1.

Passons au cas général. Si Y = m + 0 X, on sait alors que Y suit la loi A'(m,0?). On a
alors EY = m + ocEX = met VarY = o2 Var X = o2,

Exercice laissé au lecteur : pour X ~ N(0,1), exprimer E[X?"] en fonction de n.
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6.10.3 Loi Gamma

Soit X une variable aléatoire suivant la loi Gamma I'(a, ). Alors, X admet des mo-
ments de tout ordre, avec pour tout o > —a, on a

_JJT(a+a)
EX® =% ———F—.

T T
En particulier EX = £ et Var X = y2

Démonstration. Pour tous a et v strictement positifs, on note f,, la densité de la loi
I'(a,~), soit (rappel)

v a—1_—vyx
fone) = L, (o) gy ~te ™
D’apreés le théoreme de transfert, on a
(a —|— a) JT(a+a)
E[X®] = 2% fa Ty Jata = 7
X A+ fan(a / T R eran(®) dr =75
insi —1l(a+1 a _ —Fa+2_aa+1
Var X = E[X?] — (EX)? = a@;—gl) -G =4 0

6.10.4 Loi exponentielle

Soit X suivant une loi exponentielle de paramétre A\ > 0. La loi exponentielle est un
cas particulier de la loi Gamma : on a £(\) = I'(1, A). On déduit du calcul précédent que
EX = fetVarX = {3

6.10.5 LoiBéta

Soient a, b des réels strictement positifs. On rappelle que la densité de probabilité de la
loi Béta de paramétres a et b est x ﬁx“fl(l — )71}y 3j(z). Ainsi, on a pour k > 0

E[Xk} — 17 ) /1 :Ua+k_1(1 _ J})b_l dr = ﬂ(g(l—’]z;w

B(
['(a+E)'(b) I'(a+b) T'(a+k) T(a+0b)
I(

a+b+ k) I'(a)(b) I'(a) T(a+b+k)

En particulier

_al'(a) T(a+b) _a
ElX]= ['(a) (a+b)T(a+b) a+b
et E[X?] = 5=, d'oli 'on déduit
Var X = ab

(@+02@+b+1)

6.10.6 Loi de Cauchy

Soient @ € R, b > 0. La loi de Cauchy C(a,b) admet comme densité par rapport a la
mesure de Lebesgue :



6.11 Exercice détaillé : polynémes de Bernstein

donc pour £ > 1,0on a

1 blz|k
IEX’“:/f—d -
X 7 (x —a)? 4 b? ® = too,

donc la loi de Cauchy n’admet pas de moment d’ordre 1, ni a fortiori de moment d’ordre
supérieur.

6.11 Exercice détaillé : polynOmes de Bernstein

Nous présentons ici une preuve probabiliste de la convergence des polynémes de Bern-
stein.
Soit f une fonction réelle continue sur l'intervalle fermé [0, 1]. Pour n € N*, on note B, le
polyndéme de Bernstein de degré n associé a f :

By (z) = kznjof (i) <Z> 2F (1 — )" F

Pour tout € [0, 1] on se donne une suite (X}) de variables de Bernoulli indépendantes
de méme parametre z. On note S, = Y7, X.

1. Déterminer la moyenne E|[f (%)]
2. Soit pour tout € > 0, le réel §(¢) défini par

6(e) =sup{|f(z) — f(y)| : x,y € [0,1] et |z —y| < e} .
(a) Démontrer que () tend vers 0 avec e.
(b) Démontrer que

su B, (x)— f(zx)] <d(e) + .

En déduire que la suite des polyndmes B,, converge vers f uniformément sur [0, 1].

Solution

1. Notons déja que la loi de S, est la loi binomiale de parametres (n, z). On peut donc
appliquer le théoreme de transfert a S, et la fonction z + f(7), ce qui nous donne

Ef(%) = kfjof (:) P(S, = k) = kﬁ:of <z> <Z> 1yt
= By (x).

2.(a) Comme [0, 1] est compact et f est continue, f est uniformément continue et on
obtient immédiatement la convergence de d(c) vers 0 lorsque ¢ tend vers 0.

(b) On découpe l'intégrale suivante en deux parties
By (z) — f(x)
= Gl ()~ ) @
= f\%—x\ﬁe [f (%) B f($)] dlP + f\ST"—J:|>5 [f (%) o f(fl))] dP.

Ainsi, on a par l'inégalité triangulaire, pour tout ¢ > 0

|Bn(z) — f(x)|
5(5)P<?—x‘§s>+/lsn f(S;)—f(x)

L —x|>e

>e).

IN

dP

n
— -z
n

< i) +2|rfroow>(
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11 suffit d’appliquer I'inégalité de Chebychev a cette derniére probabilité pour

obtenir
IP( >€>Sx(1—x)< 1

ne? T 4ne?’
On en déduit donc la relation cherchée.
Pour tout x € [0,1] ete > 0, on a |By(z) — f(x)| < 6(¢) + || flloc zzz- On en déduit
successivement que

Sn
— -
n

1
Ve>0 Vnz1 By fleo <0E) + Il
puis

Ve>0  Tm | Bn— flleo < d(e),

n—-+oo

etenfin lim ||Bn — fle <0, ce qui donne le résultat voulu.
n——+oo

6.12 Exercices sur I’espérance

6.12.1 Exercices de la série 1

Exercice 116. On rappelle que pour z réel, {x} désigne la partie fractionnaire de z :
x = |z| + {z}.

Soient o € R et X une variable aléatoire sur (2, F,P) suivant la loi uniforme sur [0, 1].
Montrer que Y = {X + a} a la méme loi que X.

Exercice 117. Soit X une variable aléatoire de carré intégrable (c’est-a-dire que E(X?) <
~+00).
1. Trouver la constante m telle que E[(X —m)?] = inf E[(X — x)?].
z€R
2. On dit que \ est une médiane de X si

P(X > \)>1/2et P(X <)) > 1/2.

Montrer qu’il existe toujours au moins une médiane.
On suppose que X suit une loi de Bernoulli de parametre 1/2. Trouver les médianes
de X. Faire de méme si X suit une loi de Bernoulli de parametre p # 1/2.

1i0,1)()

Exercice 118. Soit X une variable aléatoire de densité f(z) = o) 1on 2"

Montrer que
{%} =% — |+] améme loi que X.

Exercice 119. Soit X une variable aléatoire uniforme sur l'intervalle [—1, 1]. Posons Y =
|4X2 — 1]. Calculer E(Y), E(X +Y), E[(Y +4X?)3].

Exercice 120. 1. On suppose que Xi,..., X, sont des variables aléatoires indépen-
dantes suivant la loi uniforme sur [0, 1].
Calculer E (max{X;,...,Xp}).

2. On suppose que Y7,...,Y, sont des variables aléatoires indépendantes suivant la
loi exponentielle de parametre 1.
Calculer E (min{Y7,...,Y,}).

Exercice 121. Une preuve probabiliste d'un théoréme d’Erdos.
On dit que A C Z est sans-somme s’il n’existe pas z,y,z € A avecx +y = z.

Soit A une partie de Z non vide ne contenant pas 0. On va montrer qu’il existe B C A
tel que |B| > |A|/3 et B est sans-somme.
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4.
5.
6.

. Montrer qu’il y a une infinité de nombres premiers de la forme 3% + 2. On notera

désormais p un nombre premier de la forme 3k + 2 tel que A C [—p/3,p/3]\{0}.

. Soit By I'ensemble des classes de [k + 1,...,2k + 1] dans [, = Z/pZ. Montrer que

By est sans-somme.

. On rappelle que F), est un corps : 'ensemble des éléments non nuls de F,, est aussi

lensemble des éléments inversibles, noté ;. Soit X suivant la loi uniforme sur Fy.
Notons 74 la restriction a A de la projection canonique de Z dans I, (la classe
modulo p) et A’ = w4(A). Vérifier que B’ = A’ N (X.By) est un ensemble aléatoire
sans-somme .

Montrer que E[|B'|] = |A/|'2%r11 > |A| x 1.

En déduire que P(|B’| > |4|/3) > 0.

Conclure.

Exercice 122. Combien y a-t-il de nombres a huit chiffres (les chiffres sont pris dans

0,1,..

.,9) dont la somme des chiffres est égale a 40°?

Indication : si on note Ay les solutions dans N® de x| + - - - +xg = 40 et A; les éléments
de Ay avec x; > 10, on pourra par exemple remarquer que A;NAsN---NA; est en bijection
avec I’ensemble des solutions de

y1 + -+ yg = 40 — 10i dans N8.
Exercice 123. 1. Soient X et Y deux variables aléatoires réelles indépendantes et
identiquement distribuées. Montrer que
P(IX —-Y|<2)<5P(|X —Y|<1).
Indication : remarquer que P(|X — Y| <2) <P(||X]| — |[YV]| < 2) et
P(|X] = |Y]) < P(JX —Y| < 1). On est ainsi ramené a I'étude de variables
discretes.
2. Soit C' la plus petite constante telle que tout couple (X,Y’) de variables indépen-

dantes de méme loi vérifie
P(IX -Y|<2)<CP(|X -Y|<1).

Montrer que 3 < C' < 5.
Indication : considérer deux variables X et Y indépendantes suivant chacune la loi
uniforme sur {2,4,6,...,2N}.

Exercice 124. Loi multinomiale.

1.

2.

Soit X une variable aléatoire de loi concentrée sur {1,...,k} :

P(X=j)=p;, 1<j<k

Soit ZJ = 1;x_j) et s = (s1,...,s) € RE. Calculer :
E [SlzlsQZQ e sfk .
Soit X1,...,X,, un n-échantillon de la loi précédente (n variables indépendantes

) n
de méme loi). Posons N7 = > 1ix,=j}
i=1
Calculer E [ s} ... Ska]

En déduire, pour ay, ..., a; entiers de somme n :

n
]P’(leal,...,Nk:ak):< >p‘1“...pzk,
a1,0a2,...,0K
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n

ou les (al yA25.0 50

) sont les coefficients qui apparaissent dans la formule du multi-

nome (Xp +--- + Xp)" = > (a17a2’?___7ak) ¥ | X%, ol la sommation a lieu sur les
k-uplets d’entiers naturels de somme n (voir 'annexe de dénombrement). On dit
que le vecteur N = (N, ..., N*) suit la loi multinomiale de parameétre (p1,...,px)

et d’ordre n.

Exercice 125. Soient X et Y deux variables définies sur ({2,.4,P), ne pouvant prendre
que deux valeurs distinctes. Montrer que X et Y sont indépendantes si et seulement si
E(XY) = E(X)E(Y).

Montrer que ce résultat ne s’étend pas au cas ou X, Y prennent plus de deux valeurs.

Exercice 126. Soient X1, ..., X, des variables aléatoires indépendantes d’espérance 0 et
de variance finie. Soit S,, = X; + - - - + X,,. Montrer 'inégalité de Kolmogorov : pour tout
x>0

>z) <az? ).
P <1r£]?§xn |Sk| > w) <z Z Var(X;)

1<i<n
Indication : considérer les événements disjoints
A= (I8 < @} N {ISk] > o}
i<k

et commencer par montrer la minoration
B(S7) > % E (L4 (SE+28k(Sn = 51))

Utiliser ensuite 'inégalité de Chebychev, P(A) < 272E(14,5%).

Exercice 127. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes identiquement dis-
tribuées et centrées. Montrer que

E(|X —Y]) = E(]X]).
Indication : montrer que I'application y — E(| X — y|) est convexe.

Exercice 128. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant la loi expo-
nentielle £(a), avec a > 0. Calculer E(max(X,Y")) et E(min(X,Y)).

Exercice 129. Soient X1,...,X,, des variables aléatoires indépendantes de loi exponen-
tielle de parametre a > 0 : P(Xy > z) = e pour = > 0. Posons M = inf{X1,..., X,}.

1. Calculer P(M > z) pour tout x € R. En déduire la loi de M.

2. Pour t > 0, on pose N; = card(k € {1,...,n}| X > t). Déterminer la loi, I'espé-
rance et la variance de N; (si X}, est la durée de vie du k-iéme individu, N; est le
nombre de survivants au temps t).

Exercice 130. La variable aléatoire X est uniformément répartie sur l'intervalle [0, 3].
Soit Y = max {2, X }. Trouver la fonction de répartition et 'espérance de Y. La variable
aléatoire Y admet-elle une densité ?

Exercice 131. Soient X et Y des variables aléatoires indépendantes de loi A/(0,1). Dé-
terminer la loi du couple (X/Y,Y) puis celle de X/Y. Les variables X/Y et Y sont-elles
indépendantes ?

Exercice 132. Un marchand de journaux recoit chaque jour la visite d'un nombre aléatoire
de clients représenté pour un jour fixé par une variable aléatoire entiere positive N. Nous
supposons connue la loi de N (grace par exemple a une statistique portant sur les ventes
des jours précédents). Le marchand se propose d’optimiser le nombre & de journaux qu’il
commande a I'éditeur, compte-tenu que :
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6.12 Exercices sur I'espérance

1. chaque journal vendu lui rapporte un bénéfice a,
2. chaque journal invendu lui vaut une perte b,

3. chaque client insatisfait lui cofite une somme ¢, dont le montant représente (en
terme monétaire) le risque de perdre ce client définitivement.

Si G, représente le gain aléatoire du marchand de journaux, déterminer k afin de rendre
E(G)) maximale.

Exercice 133. Volume de la boule unité de (R", ||.||,).
On rappelle que pour = € R”, on note ||z, = (X7_; [zx|?)"/?.

1. Soient Y7, ...,Y;, des variables aléatoires indépendantes suivant la loi F(%, 1). On
pose X = Ykl/p et S = XV + .-~ + XP. Montrer que X; admet la densité z —
e’ 1g (z)

T etque S ~TI'(n/p,1).

2. Soit ¢ : Ry — R, une fonction mesurable positive. Montrer que
\ 1 " z
[, #(lalp) 3 (a) = Bu(S)) ot v(@) =T (5 +1) dlae”
+

En déduire que

onp(L 4 1) n
A@ o([|||B) dXE" (z) = L Ah ur ' p(u) du.

I'(n/p)
3. M le volume de la boule unité de (R iC A
. Montrer que le volume de la boule unité de (R, ||.||,) estw
4. Soitn > 2. On pose T, = {(x1,...,2,) € RT;2y + - + 2, < 1}.

Xn
Calculer/ d/\—(ac)

Exercice 134. Soit (X,Y") un couple de variables aléatoires de densité de probabilité :

1 .
( —zy si(z,y) €D
_ 2
9(z,y) = {
( Osi(e,y) ¢D
ou D est le premier quart du disque centré en 0 de rayon 2. Les variables X et Y sont-

elles indépendantes ? Déterminer la densité de probabilité de la variable R = v X2 4 Y2,
puis celle de Z = R?.

Exercice 135. Soient n et k des entiers avec 1 < k& < n. On pose

Q= {xE{O,l}";zn:a:i:k‘}.

On note P la loi uniforme sur 2. On note X = (X3,..., X,,) le vecteur aléatoire représen-
tant les composantes d’'un élément de §2

1. Soient i et j deux entiers entre 1 et n distincts, a,b € {0,1}. Montrer qu’il y a une
bijection entre
Q‘fg ={z ez =aetzy =0b}

et
QZ’;’ ={r € Qz; =aetz; =0b}.

En déduire que les vecteurs (X1, X») et (X;, X;) ont méme loi.
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CHAPITRE 6 : Espérances et calculs

2. Montrer que pour tout 7, X; suit la loi de Bernoulli de parametre k/n. Donner la
variance de X;.
T
3. Pour tout entier r avec 0 < r < n, on pose S, = . X;. Calculer I'espérance de
i=1

S,. Montrer qu’a n fixé, il existe un polynéme P, de degré 2 tel que pour tout r
entre 0 et n, Var S, = P, (r).

4. Montrer que Var(X; + --- + X,,) = 0. En déduire la variance de S,.

5. Proposer une expérience basée sur un tirage sans remise qui puisse se modéliser a
l'aide de la variable S,.

Exercice 136. Loi Béta de deuxiéme espéce — formule des compléments.

1. Soient X, Y des variables aléatoires positives indépendantes admettant les densités
respectives fx, fy. Montrer que V = % admet la densité

v (/}0,+oo[ fx (uwv) fy (u)u dA(u)) 1{v>0-

2. Danslecasou X ~ I'(a,vy) etY ~I'(b,v), aveca,b > 0, montrer que V' = % admet
la densité

['(a)L(b)

F'(a+b)

1 Ua—l
o <B(a7 b) (1 + U)a+b> 1{v>0}7 ou B(aa b) =
Cette loi est appelée loi Béta prime ou loi Béta de deuxiéme espéce de parameétres a

et b. En déduire que
+00 Uafl

B(a,b) :[) At o)t dv.

3. Cette question utilise la théorie de la variable complexe.
Soit n > 2 un entier. Montrer que

1 1 oo dx s
D) on [ -
n n o 14z sin(w/n)

(On pourra appliquer la formule des résidus & un chemin fermé reliant 0, R, Rw?,
avec w = exp(im/n).) En déduire que pour tout nombre complexe z avec 0 <
Rez < 1,0na

7
I'z)I'l—-z2) = .
()T ?) sinmz
C’est la formule des compléments.
Exercice 137. Nombres de Bell et loi de Poisson.
Le n-iéme nombre de Bell, noté B,,, est le nombre de partitions de 'ensemble {1,...,n}.

1. A chaque fonction f de {1,...,n} dans {1,...,p}, on associe une partition P(f),
formée par les ensembles antécédents par f de chaque point de Im f. Une partition
IT étant donnée, formée de N (II) blocs, combien existe-t-il de fonctions f telles que
P(f) =112

2. En déduire que si 'on pose Py = 1, P, = X, P(X) = X(X = 1), ..., P,(X) =
X(X —1)...(X —i+1), on alidentité entre polynémes

X" = > Py (X).
II Partition de {1,...,n}
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3. Soit X une variable aléatoire suivant la loi de Poisson de parameétre 1. Pour p entier
naturel, calculer E(P,(X)).

4. En déduire que pour tout n, on a B,, = E(X"), puis établir la formule de Dobinski :

1+Ookn

By=-)Y —.
e k!
5. Montrer que la fonction génératrice exponentielle des nombres de Bell, définie par

o(x) = Z:ﬁ% %azn, vaut

¢(x) = exp(exp(z) — 1).

6. A l'aide de la formule de Cauchy, en déduire que B,, < n!

enfl

(logn)™*

Remarque : prolongeant les idées de la derniére question, la méthode du col permet de
donner un équivalent de B, . Voir par exemple De Bruijn [3], page 102, ou Flajolet—
Sedgewick [5]], page 560.

Exercice 138. Soient X et Y deux variables aléatoires réelles indépendantes de méme loi
wavec p(]0,+o00[) = 1. On pose Z = X/Y et Z' =log Z.

1. On suppose que X' = log X admet un moment d’ordre deux. Montrer que
p 1 2y 2 o [T /
Var X' = ~E(Z"”) =E (Z”%1(z~0)) = 2 tP(Z' > t) dt.
2 0

2. On suppose que X suit la loi exponentielle de parameétre 1. Montrer que

too 2t 2
Var(log X) = dt = —.
llog X) = | g it =
Remarque : on peut noter que G = —log X suit la loi de Gumbel, c’est-a-dire que
pour tout ¢ réel, P(G < t) = exp(—e~*). On a ainsi calculé la variance de la loi de

Gumbel.

Exercice 139. Soient X et Y deux variables indépendantes, ou X suit la loi N'(0,1) et Y’
la loi Gamma I'(3, %)

On dit alors que T = —X— = X\/n/Y suit la loi de Student & n degrés de liberté et on la

VY/n
note t,,. Montrer que t,, est une loi a densité ; la déterminer.
Exercice 140. Une preuve probabiliste d’'un développement eulérien.

1. Soient s > 1 et (IN;);>; une suite de variables aléatoires indépendantes telles que
14+ N; ~G(1—p; ®), ott (p;);>1 est la suite des nombres premiers. Soit M le nombre
+00
d’indices 7 tels que N; # 0. Montrer que E(M) < +oo, puis que X = [[ p ' suit
i=1
la loi Zéta de parametre s.

2. Une fonction ¢ : N* — C est dit multiplicative si est vérifiée la relation ¢(pq) =
o(p)o(q) dés que p et g sont premiers entre eux. Si c’est vrai pour tous les couples
(p,q) € (N*)2, alors la fonction est dite complétement multiplicative.

Soit ¢ une fonction multiplicative bornée. Montrer que

+o0 ¢(TL) +oo [/ 400 ) .
> =11 <ZP¢”¢(?§)> :
n=1 =1 \j=0

En particulier, si ¢ est complétement multiplicative, montrer que

+oo +oo
¢(n) - -1
> ek T —p; o))"
n=1 =1
1. appelée aussi loi du x? & n degrés de libertés
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Exercice 141. Processus de Poisson.
Soit (X,,)»>1 une suite de variables aléatoires indépendantes suivant la loi exponentielle

n
de parameétre X\. On pose Sy = O et, pour n > 1, S, = > Xj. Pour ¢t > 0, on définit
k=1

Ny =sup{n > 0;5,, < t}.
1. Montrer que pour tout entier n strictement positif, la variable aléatoire S,, suit la
loi Gamma I'(n, A).
2. Soient n > 1,¢ > 0. Montrer que P(S,, < t) = g,(\t), olt on a posé

1t
gn(t) = —/ 2" e " du,
0

I'(n)
puis que gn1 (t) = _ﬁe_ttn + gn(t)'
3. Montrer que P(N; = n) = P(S,, < t) — P(Sp+1 < t). En déduire que N, suit la loi
de Poisson de parameétre \t.

On dit alors que (IV¢)¢>( est un processus de Poisson d’intensité A. Noter que ce procédé
permet de simuler une variable aléatoire suivant la loi de Poisson a partir d’'un générateur
de loi uniforme sur [0, 1], puisque la loi exponentielle se simule simplement par la méthode
d’inversion.

6.12.2 Exercices de la série 2

Exercice 142. Un jeu consiste a effectuer une mise en choisissant un nombre entre 1 et 6,
puis a lancer simultanément trois dés. Si le numéro choisi sort une fois, le joueur récupere
sa mise plus une somme égale a sa mise. Si le numéro choisi sort deux fois, le joueur
récupeére sa mise plus une somme égale a deux fois sa mise. Enfin, si le numéro choisi sort
trois fois, le joueur récupere sa mise plus une somme égale a trois fois sa mise. Quelle est
I'espérance de gain a ce jeu?

Exercice 143. La figure ci-dessous représente la densité f(x,y) d’'un couple de variables
aléatoires indépendantes X et Y. X suit une loi exponentielle de parametre 1 et Y une loi
normale centrée réduite.

On a tracé quelques isoclines, c’est-a-dire des courbes reliant des points de méme den-
sité : f(z,y) = constante. Quelle est la nature géométrique de ces isoclines?

04 -
0.35 |-
0ss [
0.2 [~ ' "'i ' (JS= N
B G e ——=
ol 2 LR
0.0 AL AL
0 e s
LIRS 3
0
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Exercice 144. Soient A, B deux éléments observables. On note
AAB ={zr € A;x ¢ B} U{x € B;x ¢ A}.

Ce sont donc les éléments qui sont dans A ou dans B, mais pas dans les deux. Montrer
que 14a5 = (14 — 15)?. En déduire que

P(AAB) =P(A) + P(B) — 2P(AN B).
Exercice 145. Soient A, B deux éléments observables. Montrer que

IP(AN B) — P(A)B(B)| < /P(A)B(B).
Exercice 146. Calculer E(sin X), o0 P(X = Z) =, P(X = %) = S et

P(X = %) = 3.

2

Exercice 147. 1. Soit X une variable aléatoire de carré intégrable. On note o sa
2

variance et m son espérance. Montrer que pour tout a réel, on a 0> < E(X — a)2.

2. Soienta; < ag < --- < a,. On pose

a1+ -+ an
m=————.

3

Montrer que
1& (an — a1)?

p 2 (ak —m)? < =y

k=1

Exercice 148. Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N* telle la suite (p;,),>1 définie
par p, = P(X = n) soit décroissante. Montrer que pour toute injection ¢ de N* dans lui-
méme, on a E(o(X)) > EX.

Exercice 149. On suppose que Y = log X vérifie Y ~ A(m,o?) (on dit alors que X est
log-normale). Calculer EX et Var X.

Exercice 150. Soient X,Y deux variables aléatoires suivant chacune une loi uniforme sur
[a, b]. Montrer que E|X Y| < %5%. Que vaut E|X —Y| lorsque X et Y sont indépendantes ?

Exercice 151. Soit X une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur [0, 1|. Déterminer
laloide Z = —log(1 — X).

Exercice 152. Soit X une variable aléatoire de densité f. Montrer que la variable aléatoire
| X'| admet comme densité

z = 1g, (2)(f(2) + f(—2)).

Exercice 153. Soit X une variable aléatoire positive de densité f. Montrer que la variable
aléatoire X'/? admet comme densité

x> g, (2)2zf(2?).

Exercice 154. Soit X une variable aléatoire normale centrée réduite. Montrer que la
variable aléatoire X2 est & densité et la déterminer.

Exercice 155. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant la loi uni-
forme sur [0, 1]. On pose S = X + Y et P = XY. Déterminer la loi de (5, P).
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Exercice 156. Soit (X,,),>1 une suite de variables aléatoires centrées de carré intégrable.
On suppose qu’il existe une fonction b de Z dans R telle que E[X; X ] = b(i — j) quels que
soient ¢ et j dans N.

1. Montrer que b est paire, puis exprimer simplement la variance de
% en fonction des b(i).

2. Montrer que si b(:) < 0 pour tout 7 non nul, alors la série de terme général b(i) est
convergente, avec >0 (—b(i)) < @.

Exercice 157. Soient n,r deux entiers tels que 1 < r < n. On prend r nombres distincts
au hasard dans {1,...,n} et on note X le plus petit de ces » nombres.

1. Quelles valeurs peut prendre X ? Montrer que pour k € {O,n —r}, on a
(")

P(X > k)=

2. En déduire que

Exercice 158. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant la loi uni-
forme sur [0, 1].

1. Soit r la rotation dans R? de centre (0,0) et d’angle —Z. On pose (U, V) = r(X,Y).

Montrer que la loi du vecteur (U, V) est la loi uniforme sur un ensemble que I'on
déterminera.

2. Pour quelles valeurs de « la variable aléatoire
qu’elle 'est, calculer sa valeur.

ﬁ est-elle intégrable? Lors-

Exercice 159. Lois de Poisson : inégalité de Le Cam.
Soient (p1,...,pn) € [0,1]", Y1,...,Y1,Z1,...,Z, des variables aléatoires indépendantes
telles que Y; ~ P(p;) et Z; ~ Ber(1 — (1 — p;)ePi). On pose X; = max (1{3/1.21},Zi>,

n n
X= Y XjetY = ¥V,
=1 =1
1. Quelle est la loi de (Xy,...,X,)?
2. Montrer que pour tout i entre 1 et n, on a P(Y; # X;) < p?.

3.(a) Quelleestlaloide Y ?

(b) Montrer que si X1, ..., X, sont des variables aléatoires indépendantes suivant
respectivement la loi de Bernoulli de parametre p;, on a alors pour tout A C N :

P(X € A) —P(Y € A)| < X pi.
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Annexe A

Rappels de dénombrement

A.1 Rappels de vocabulaire ensembliste

Un ensemble (2 est constitué de points, tous distincts. On dit qu'un ensemble A est
inclus dans €2, et 'on écritA C 2, lorsque tous les éléments de A appartiennent a 2.

On rappelle que I'ensemble vide (noté &) ne contient aucun élément et est inclus
dans tous les ensembles. Pratiquement, si 'on veut montrer le résultat A C €, la preuve
ressemblera donc a « Soit x € A ... (raisonnement) ...donc z € ). Comme on a choisi x
quelconque dans A, on conclut que A C Q.» Si A est inclus dans €2, on dit que A est un
sous-ensemble, ou une partie de 2.

Si A et B sont des parties de (2, 'ensemble A U B est constitué des éléments de (2
qui sont dans A ou dans B, éventuellement dans les deux. Plus généralement, si I est

un ensemble quelconque et (4;);c; une famille de parties de €2 indexée par I, AU] A; est
1€
constitué des points de 2 qui sont dans au moins un des A;.

Pratiquement, si I’on veut montrer le résultat x € 'UI A;, la preuve ressemblera donc a
1€

«...(raisonnement) ...Il existe donc ip € I tel que = € A;,. Donc z € ‘UI A »
1€

Si A et B sont des parties de 2, 'ensemble A N B est constitué des éléments de 2 qui
sont dans A et dans B. Plus généralement, si I est un ensemble quelconque et (A;);c; une

famille de parties de €2 indexée par I, 'ﬂl A; est constitué des points de {2 qui sont dans
(S

tous les A;.

Pratiquement, si 'on veut montrer le résultat z € 'ﬂI A;, la preuve ressemblera donc
1€
a «Soit 4 € I ...(raisonnement) ...Donc z € A;. Comme i est quelconque, on a donc

rze N A;.»
el

A.2 Applications et cardinaux : définitions et notations

Pour A, D deux ensembles non vides quelconques, on note A” ou F(D, A) l'ensemble
des fonctions de D (ensemble de départ) vers A (ensemble d’arrivée). Soit f une applica-
tion de D dans A. On dit que [ est

— injective siVx,y € D, = #y= f(x)# f(y)

— surjectivesiVz € A, dx e D: f(z) ==z

— bijective si elle est a fois injective et surjective.

Une application injective (resp. surjective, bijective) est une injection (resp. surjection,
bijection).
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Une bijection d’'un ensemble 2 dans lui-méme est appelée permutation de €. On note
S(Q)l'ensemble des permutations de €2, et simplement &,, pour I'ensemble des permuta-
tions de {1,...,n}.

Un ensemble () est dit fini si

— ou bien c’est 'ensemble vide &,

— ou bien il existe un entier n tel qu’il existe une bijection entre Q et {1,...,n}.

Cet entier n est unique : on l'appelle le cardinal de 'ensemble 2. On le note |{2|. De ma-
niére intuitive, c’est le nombre d’éléments de (2.
Le cardinal de 'ensemble vide est zéro.
Pour (2 fini de cardinal n, et p € {0,...,n}, on note B,(€2)I'ensemble des parties de 2 de
cardinal p. Par exemple Bz ({a, b, c}) = {{a, b}, {b, ¢}, {a, c}}. On note de plus P(2)I’ensemble
des parties de €2, quel que soit leur cardinal. Par exemple P({a, b, c}) = {@,{a}, {b}, {c},{a, b}, {b, c},{a,c}, {a,
Soient A et D deux ensembles finis. On admettra les résultats suivants :
— 1l existe (au moins) une bijection de D dans A si et seulement si
Al = |DI.
— Il existe (au moins) une injection de D dans A si et seulement si
Al > |DI.
— Il existe (au moins) une surjection de D dans A si et seulement si
Al < |DI.
Le premier des trois résultats énoncés est évidemment le plus utilisé lorsque 'on veut des
dénombrements exacts, alors que les deux autres sont plutét utilisés dans les cas trop
complexes, ou 'on peut juste espérer des encadrements.
Soit f : A — D une fonction, out A et D sont deux ensembles finis. Si |A| = |D]|, alors f
est injective si et seulement si f est surjective si et seulement si f est bijective.
Un ensemble (2 est dit dénombrable s’il existe une bijection entre {2 et N.

A.3 Principes de base du dénombrement

A.3.1 Principe de bijection

Dans la pratique, lorsque 'on veut compter les éléments d’'un ensemble, on montre
que cet ensemble est en bijection avec un ensemble dont on connait (par cceur) le nombre
d’éléments. La section suivante énoncera un certain nombre de résultats qu’il faut connaitre.

A.3.2 Principe d’indépendance
Il s’agit juste de la formule
[Ax B =|A|-|B]
Considérée isolément, elle peut paraitre sans intérét mais elle est souvent utilisée en asso-

ciation avec le principe de bijection.

A.3.3 Principe de partition

On dit que les ensembles (A;);c; forment une partition de A sil'ona A = 'UI A; et
1€

i#j=AnA=2al]]
On a alors

Al =144l

el

1. Certains auteurs imposent en plus que les A; soient tous non-vides. Il nous semble que cette condition
supplémentaire a plus d’'inconvénients que d’avantages.
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A.4 Quelques résultats incontournables

Le résultat élémentaire suivant peut souvent étre utile.

Théoréme A.1. Soient ) un ensemble quelconque, I un ensemble d’indices fini ou dénom-
brable et (£2;);c; une partition de ). Alors, les ensembles (A N $Y;);cr forment une partition
de A.

Démonstration. Posons A; = AN ;. Comme Q) = 'UI ();,ona
1€

A=ANOQ= U (AﬂQl): U A,
i€l el

D’autre part, pouri # j,ona A, NA; CQ;NQ; =0, dou A;NA; =0. O

Lemme A.2. Soit ¢ : D — A une application surjective. Alors les ensembles (¢~ ({a}))aca
forment une partition de D.

La preuve de ce résultat est laissée en exercice au lecteur.

A.3.4 Lemme des bergers
Le lemme suivant peut également étre utile

Lemme A.3 (des bergers). Soit ¢ une application surjective de D dans A. On suppose qu’il
existe un entier a > 1 tel que

vye A 67 ({yP)| = {z € D;p(z) =y} =a
(autrement dit si tout élément de A admet exactement a antécédents), on a

D
=2
a

Démonstration. On applique le principe de partition avec I = A. Sil'on pose, pour y € A,
D, = {z € D;¢(x) =y}, les D, forment clairement une partition de D, d’ot

D[ =YDyl =) a=|Ala.
yeA yeA

O

Le nom du lemme est di a la procédure prétendument employée par les bergers chal-
déens pour compter le nombre de leurs moutons : il s’agit de compter le nombre de pattes
et de diviser par 4. Dans cet exemple, A est 'ensemble des moutons, D I'ensemble des
pattes de mouton, et ¢ I'application qui a une patte associe le mouton auquel elle appar-
tient.

A.4 Quelques résultats incontournables

A.4.1 Nombre d’applications de D dans A

11 existe exactement | A|/Pl applications de D dans A, ce qui peut s’écrire

|AP| = 14"l
On pose |A| = n et |[D| = p. Un cas particulier important est celui ou I'on a D =
{1,...,p}. Oy, un p-uplet (z1,z2,...,z,) dont les composantes sont des éléments de A
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peut étre considéré comme la donnée d’une application de {1,...,p} dans A. Le nombre
de p-uplets (z1,x2, ..., x,) dont les composantes sont des éléments de A est donc n”.
Exemple: Un professeur note chaque étudiant d’'une classe de 30 étudiants par une note
entiere de 0 a 20. Le nombre de résultats possibles est le nombre de fonctions de 'ensemble
D des étudiants dans 'ensemble A = {0,...,20} des notes possibles. Comme |A| = 21 et
|D| = 30, il y a donc 213" résultats possibles.

Remarque A.4. Au lycée, vous avez vu ce résultat sous la dénomination “choix indépendant
(avec remise) de p objets dans un ensemble de cardinal |A| = n.”
A.4.2 Nombre de permutations de 2

On pose || = n. Le nombre de permutations de (2 est
nl=nx(n-1)x---x1.
Remarque A.5. n! se lit “factorielle n” ou “n factorielle”.

Exemple: Un professeur doit faire passer dans la journée cing étudiants a l'oral de
controéle. Il a 5!=120 maniéres de choisir 'ordre dans lequel il va les interroger.

A.4.3 Nombre d’injections de D dans A

Proposition A.6. On pose |A| = n et |D| = p. En vertu de la remarque faite en[A.2] il existe
une injection de D dans A si et seulement si p < n. Alors, le nombre d’injections de D dans A
est

nn—1)...(n—p+1).

Démonstration. Soit n un entier. On pose A = {1,...,n} et on note Z, I'ensemble des
injections de {1,...,p} dans A. On va montrer par récurrence sur p € {1,...,n} que
|Z,| = (n%'p), Il est évident que |Z;| =1 = (7127'1)' Considérons I'application

Rp : Ip+1 — Ip

qui a chaque injection de {1,...,p+ 1} dans A associe sa restriction a {1,...,p}. Avec un
peu de réflexion, on montre que

Vi€, Hg€Lpr;Rp(g9) = f}=n—p

D’apres le lemme des bergers, on a donc

Zp+1| = (n — p)|Zp|.
Cette identité permet d’achever la preuve par récurrence. O

;. . |
Remarque A.7. — Comme on l'a vu dans la preuve, ce nombre peut s’écrire aussi ﬁ
— Lorsque n = p, on trouve n!. En fait, une injection entre deux ensembles de méme

cardinal est une bijection.

Exemple: 3500 personnes se présentent au concours de '’Agrégation de Mathématiques.
300 places sont mises au concours. Combien y a-t-il de palmares possibles, en supposant
qu’il n’y ait pas d’ex-equos ?

Réponse : 3500 x 3499 x --- x 3202 x 3201. Ici D est 'ensemble des rangs, on a donc
D = {1,...,300} et A I'ensemble des candidats (donc |A| = 3500). On compte bien
le nombre d’applications injectives puisqu'une méme personne ne peut avoir deux rangs
différents.
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A.5 Equations et inéquations en entiers

A.4.4 Nombre de parties de {2 possédant p éléments

Proposition A.8. On pose |2] = n. Par définition, on note (”) le nombre de parties a p
éléments d’un ensemble de n éléments. Il s’agit donc de calculer |B,(€2)|. On va montrer que

<n> n(n—1)...(n—p+1) n!

p

pp—1)...1 ~ pln—p)t

Démonstration. 11 suffit d’appliquer le lemme des bergers a
— D : ensemble des injections de {1,...,p} dans ,
— A= BP(Q)’
— ¢ définie par ¢(f) = Image(f) = {f(k);k € {1,...,p}}.
On a vu précédemment que |A| =n(n —1)...(n —p+ 1). Il n’est pas difficile de voir que

¢ est surjective. Une partie {ej,...,e,} de Q étant donnée, combien existe-t-il d’'injections
(en fait de bijections) de {1,...,p} dans Q telles que {f(1),...,f(p)} = {e1,...,ep}?
C’est évidemment le nombre d’injections de {1,...,n} dans {ey,...,e,}, Cest-a-dire p!. Le
lemme des bergers s’applique donc avec a = p!, d’ou le résultat. O

Exemple: 3500 personnes se présentent au concours de ’Agrégation de Mathématiques.
300 places sont mises au concours. Combien y a-t-il de listes alphabétiques des recus pos-
sibles? Réponse : (3350000). Ici, Q) est 'ensemble des candidats et p = 300 le nombre de
recus.

A.4.5 Nombre total de parties de {2

Proposition A.9. Le nombre total de parties de Q est |P(Q)| = 2/,

Démonstration. 1l suffit de remarquer que I'application
PQ) = {0;1}%, A1,

est une bijection. On rappelle que pour A C €, 'application 1, (appelée indicatrice de A)
est définie sur Q2 par

lsize A,
1‘4(:6)_{ Osix ¢ A.

O

Exemple: 200 étudiants se présentent a un examen. Combien y a-t-il de listes alphabé-
tiques des recus possibles? Réponse : 2209 Ici  est I'ensemble des candidats. La grande
différence avec 'exemple précédent est qu’ici, le nombre de recus n’est pas fixé a 'avance.

A.5 Equations et inéquations en entiers

Lemme A.10. Soient n et p des entiers. Si n > p, alors il existe exactement (Z) applications
strictement croissantes de {1, ...,p} dans {1,...,n}. Sinon, il n’en existe aucune.

Démonstration. Une application strictement croissante étant injective, il est nécessaire que
n > p. Mais se donner une suite strictement croissante de p éléments pris dans {1,...,n}
revient a choisir une partie de {1,...,n} possédant p éléments, puis a les ordonner avec
I'ordre naturel. Or (;) est, par définition, le nombre de parties de {1,...,n} possédant p
éléments, d’ou le résultat. O
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Exemple: Un enseignant devrait faire un cours de 70 pages en 7 séances. Combien y
a-t-il de progressions possibles, en admettant qu’a chaque séance, I’enseignant progresse
d’'un nombre entier strictement positif de pages, mais sans étre astreint a terminer le pro-

gramme ?
Réponse : une progression correspond donc a une fonction strictement croissante de
{1,...,7} dans {1,...,70} qui au numéro de chaque cours associe le numéro de la der-

niere page étudiée a ce cours. Il y a donc (770) progressions possibles.

Théoréme A.11. Pour n et p des entiers vérifiant n > p, il existe exactement (g) p-uplets
(x1,...,2p) € (N\{0})? solutions de l'inéquation :

T +x0+ -+ xp <N (A.1)
Démonstration. Il suffit de remarquer que I'application
(r1,...,mp) = (21,01 + 22,21 + 22 +23,...,T1 + T2+ -+ 3p)

réalise une bijection entre 'ensemble des solutions recherchées de I'inéquation et 1’en-
semble des suites strictement croissantes de p éléments a valeurs dans {1,...,n}. O

Théoreme A.12. Pour n,p des entiers vérifiant n > p, il existe exactement (Zj) p-uplets
(x1,...,2p) € (N\{0})P solutions de l'équation
1+ T2+ Fxp =1 (A.2)

Démonstration. 1l suffit de remarquer que les solutions (z1,...,z,) € (N\{0})? de I'équa-
tion (A.2)) sont exactement les solutions de I'inéquation (A.2)) qui ne sont pas solutions de
I'inéquation

r1+x2+-- 4z, <n—1 (A.3)

Il y en a donc (Z) - (”;1) = (’;j) O

Théoréme A.13. Pour n,p des entiers positifs tels que p > 1, il existe exactement (";f;l)
p-uplets (x1,...,x,) € NP solutions de l'équation

r1+ a2+ Fa,=n. (A.4)

Démonstration. Il suffit de remarquer que I'application

(x1,...,2p) — (1 +1,...,2,+1)

réalise une bijection entre les solutions (z1,...,x,) € NP de 'équation (A.4) et les solu-
tions (z1,...,xzp) € (N\{0})? de I'¢quation
L]

Exemple: Quatre listes se présentent aux €lections étudiantes ot 9 sieges sont a pourvoir.
Combien y a-t-il de répartitions des sieges possibles ?
Réponse : il s’agit de compter les solutions en entiers positifs ou nuls de I'équation

r1+x2+x3+ 24 =09,

ol xj, représente le nombre d’élus de la liste .

Iy adonc (*1*7") = (7)) = 12x41x10 — 990 répartitions possibles.

Théoréme A.14. Soient n, p des entiers positifs.

Il existe exactement (”;p) p-uplets (x1,...,x,) € NP solutions de l'inéquation :

r1+T+ -+ ap <n (A.6)

Démonstration. La preuve, analogue a celle du théoréme précédent, est laissée en exercice.
O
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A.6 Formule de Poincaré (aussi appelée formule du crible)

A.6 Formule de Poincaré (aussi appelée formule du crible)

Cette formule est trés utile en combinatoire, son application la plus classique étant le
calcul du nombre de permutations sans point fixe (nombre de dérangements).

Pour tous les ensembles A1, Ay, ..., A,, on a

_ Z (_1)1+Card(B) (A.7)

BeP({1,...,n})\@

n

= Z|Ai|_ Z [Aiy N A |+ +

=1 1<i1<2<n

o (—1)RHE > |[Ag N N A | 4+
1<i1 <i2<...<1<n,

4 (=D)AL N N Ay

N A,
jeB

Exemple: Pourn = 3,0na

‘Al U As UA3’ = ’Al‘ + ‘AQ’ + ‘Ag‘ — ’Al ﬂAg\ - ’AQ ﬂAg‘ - ‘Al ﬂAg‘ + ‘Al N As ﬂA3‘.
On pourrait prouver la formule par récurrence sur n, mais c’est plutot lourd. On préférera
une preuve probabiliste (voir par exemple Garet-Kurtzmann).

A.7 Développement d’un produit de sommes

A.7.1 Développement d’un produit dans un anneau

Dans un anneau quelconque, on a l'identité trés utile

ﬁ(f:Xi,): D I Xig0
i=1 J=1 J dpEF({1,...,n},{1,..m}) i=1 #(0)

A.7.2 Formule du multindme

En particulier si 'anneau est commutatif et si X;; ne dépend pas de ¢, on a

m n n
X = Xy
( P2} ]> ¢ef({17--.,%:}7{1 ----- m}) AL o
Ainsi, sil'on note ¥"(ay, ..., ay), 'ensemble des applications ¢ de {1,...,n} dans {1,...,m}
telles que pour tout i € {1,...,m}, on a |¢~1(i)| = a; et si l'on note (a1 a;”am) =
|¥"(ay,...,an)|, on obtient en regroupant les termes la formule du multinéme :

m n n m
(Ex) -2 ) 0
J=1 (alv"'7a77L) a1,0a2,...,0m k=1

ou la sommation a lieu sur les m-uplets d’entiers naturels de somme n.
Notons que d’apres le théoréme , la somme comporte (";;”_1;1) termes.
e

Sim est égal a 2, on retrouve simplement la formule du binéme, et on a
(a1+a2) _ (a1+a2) _ (a1+a2)
a,az /) \ ar o\ ax /J°
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Calcul des coefficients du multin6me

Pour calculer (al’a;f_._’am), considérons l'application de 9"(ai,...,an)
dans ¥"(aq,...,am—2,am-1 + an) qui & ¢ associe la fonction ¢/ = ¢ A (m — 1) : on
remplace chaque occurence de m par m — 1.

L’image réciproque de ¢' € V" (ay,...,am—2,am—-1 + an,) est formée des fonctions ¢ qui

coincident avec ¢’ pour les z tels que ¢/'(x) < m — 1, et qui valent m — 1 ou m pour les
points z tels que ¢'(x) = m—1, avec la condition supplémentaire que parmi ces a,,—1 + an,
points, il doit y en avoir a,,_; tels que ¢(z) = m — 1 et a,, tels que ¢(z) = m. Il est aisé
de voir qu’il y a (“mti:’l‘l) telles fonctions. Le lemme des bergers nous dit alors que

a1,02,...,0n Am a1,a9,...,0m—9,0m—1 + Qm

am+am_1) _ (am—i-am_l) _ (am+am—1)!

Am—1,am am—1'am!

< n ) n!
1,02, ...,0m atlas! ... ap!

On peut remarquer que ( . On établit alors aisément

par récurrence sur m que

am

A.8 Exercices

1. Combien existe-t-il de mots de n lettres construits avec I'alphabet {a; b} et ne com-
portant pas deux “a” consécutifs ?
Indication : montrer que si u,, est le nombre de tels mots se terminant par “a” et v,

est le nombre de tels mots se terminant par “b”, on a la récurrence

Upg1 \ _ (0 1 Unp,
2. On considére 'ensemble 2 des suites de n chiffres (les chiffres sont pris dans

{0,1,...,9}). Combien vaut |$2| ? Combien y-a-il de chiffres comportant un nombre
pair de zéros?
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Annexe B

Indications des exercices

B.1 Solutions sur les compléments

Indication 1 Sila comparaison a des suites de référence et le critere “**1 ne permettent
pas de conclure tres vite, le passage au logarithme est souvent une bonne ‘idée pour I'étude
des formes produit.

Indication 2 Penser a la décomposition en éléments simples et aux formes télescopiques.
Indication 3 Noter que ((z,) — {) <= ((x2,) — ¢) et ((z2n4+1) — £).

Indication 4 On pourra penser a exprimer certaines sommes infinies comme des supre-
mums de sommes finies.

Indication 5 On pourra utiliser le critere de comparaison séries/intégrales pour les fonc-
tions positives.

Indication 7 Il faut se souvenir qu'une suite a valeurs dans N qui converge est constante
a partir d’'un certain rang.

Indication 8 1. Deviner la valeur de la limite supérieure, exhiber une sous-suite ap-
propriée afin de minorer la limite supérieure, puis majorer a,, par une suite conver-
gente.

2. Dans le cas particulier, on peut, comme précédemment, utiliser des majorations.

3. Dans le cas général, il faut revenir aux définitions.

Indication 9 On peut faire la remarque simple suivante, trés utile dans les problemes d’inf
et de sup : pour a,b dans R

(a=b) <= (VzeR (x>a) < (z>0)).
Indication 10 On peut utiliser le résultat de la premiere question de I'exercice précédent.

Indication 11 1. A partir d’'un certain rang, a,, ...et b, ...donc a,, + b,

2. On pourra comparer 'ensemble des valeurs d’adhérence de (b,,) et I'ensemble des
valeurs d’adhérences de (a,, + by,).

Indication 12 1. On peut faire une comparaison avec une intégrale ou remarquer que
log(n) —log(n — 1) ~ L.
2. Dans la somme représentant .S,, — f(0) H,,, traiter séparément les & tels que k/n < «
et les autres.
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3. Choisir g telle que 9(@) ge prolonge en une fonction continue sur [0, 1].

sinx

+o00

Indication 13 Effectuer une transformation d’Abel avec R, = > 7%.
k=n+1
Indication 14 1. Commencer par remarquer qUe Uj,+, < Uk, + Uy, pUis procéder par

récurrence sur n.

2. Commencer par montrer que pour tout k, lim 4= < 4k,
n——+o00

3. inf *m < lim %< im R
n——+00 n—-+00 n——+00

4. On pourra considérer u,, = log|||A"|||.

5. On pourra considérer u, = log |A,| et construire une injection de A,,,, dans A4,, x
Ap.

Indication 15 Pour n assez grand, (1 —¢)a < (a,)"™ < (1+ ¢)a.

B.2 Exercices sur la théorie de la mesure

Indication 16 Pour montrer que A est stable par réunion finie, on considerera séparément
le cas ou tous les ensembles de la réunion sont finis et le cas ou il en existe au moins un
infini.

Indication 17 Pour montrer que deux tribus sont égales, on procéde fréquemment par
double inclusion. Pour montrer que .4 C B3, on choisit souvent C C A aveco(C) = A, et on
montre que C C B par des opérations ensemblistes. Des suites comme (¢ —1/n),>; ou (b—
1/n)n>1 permettent classiquement d’écrire des fermés comme intersections dénombrable
d’ouverts, ou des ouverts comme réunion dénombrables de fermés.

Indication 18 Vérifier les définitions des ensembles ainsi définis ; exploiter le fait qu'une
indicatrice ne peut prendre que deux valeurs.

Indication 19 On pourra penser a utiliser le résultat de I'exercice corrigé[4|sur les sommes
doubles de termes positifs.

Indication 20 1. Sila tribu A la tribu engendrée par Ay, ..., A, , on sait tout ce que
la tribu A peut dire de w dés qu’on sait auxquels §2; il appartient et dans lesquels il
n’est pas.

2.(a) Pour montrer la stabilité par réunion dénombrable, il sera intéressant de distin-
guer deux cas.

(b) ATaide de la premiére question de I'exercice, on peut montrer que tout élément

de F s’écrit sous la forme Ax = kUK Q, ol K est une partie de J.
€

(c) Pour A € G tel que = € A, on peut regarder A N ;.
3. On pourra procéder par I'absurde.

Indication 21 1l faudra traduire le fait d’étre (ou de ne pas étre) de Cauchy de maniere
ensembliste. Il est aussi utile de noter que si (A¢)->0 est une suite croissante d’ensembles,
alors Nc>0A4: = Np>141/,, Ou que si (B:)e>0 est une suite décroissante d’ensembles, alors
Ues0Be = Up>1By /.
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B.2 Exercices sur la théorie de la mesure

Indication 22 1. Considérer S’ I'image de S par s — {s}.
2. On peut remarquer que U = U (¢ + 5" clo,2.
¢'€QN(0,1]

3. Penser a la mesure de Lebesgue.

Indication 23 1. Contredire la o-additivité ou le théoreme de continuité séquentielle
croissante.
2. On peut utiliser le résultat de I'exercice [19| (ou refaire la preuve dans ce cas parti-
culier).

Indication 24 Vérifier les hypothéses du théoréme de continuité séquentielle décrois-
sante.

Indication 25 Penser a introduire B\ A.

Indication 26 Revoir la définition de la mesurabilité d’'une application entre deux tribus.
On pourra noter que si F'(z) = —z,onah=hoFetg=FogoF.

Indication 27 Remarquer les égalités successives suivantes :

FHA) =1 An{o1h) = fHAn{ohu i AN {1h).

Indication 28 Poser F’ = f(2) et revenir a la définition d’une tribu engendrée par une
application.

Indication 29 Relire la définition d'une mesure, puis vérifier les propriétés.

Indication 30 1. Remarquer que {f < g} = U,{f < = < g} et utiliser la séparabilité
de R.
2. Que signifie “A = B” presque partout?

Indication 31 Pour les deux premieres questions, relire le cours, le résultat est %. Pour la
deuxiéme question, penser aux sommes de Riemann.

Indication 32 Pour la deuxieme question, on pourra d’abord observer que certaines des
conditions des axiomes sont vérifiées sans hypothése supplémentaire sur f.

Indication 33 On procedera par double inclusion. On rappelle que si C C D, alors o(C) C
o(D).

Indication 34 Q est dense dans R, ainsi chaque réel est limite d’une suite croissante et
d’une suite décroissante.

Indication 35 1. Exprimer C en fonction de A, et As.

2. Exprimer B en fonction des (A)),cp.
Indication 36 Pour F' fermé de F, on peut poser dp(x) = inf{d(z,y);y € F'}.

Indication 37 1. On rappelle que si x € A, tout ouvert contenant x contient un élé-
ment de A.

2. On pourra montrer que pour tout y € O, il existe z € Q*d et r € Q; avec {z} C
B(y,r) C O.

3. Considérer la réunion de tous les ouverts de mesure nulle.
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B.3 Exercices sur le formalisme probabiliste

Indication 38 On peut noter que si A, B C {2, alors
A=B <= 1y=1p <= Vz € Q 1j(zx)=1 < 1p(z) =1.

Indication 39 On peut commencer par montrer que si on remplace un seul élément de la
famille par son complémentaire, on a encore une famille d’événements indépendants.

Indication 40 1. Revenir a la définition d’une limite infinie et utiliser la divergence
de la série harmonique.

Appliquer le principe de partition.

Penser au théoréme de continuité séquentielle décroissante.

Vérifier la définition de I'indépendance pour une famille d’événements.
Egaler deux expressions de 15({1}).

Utiliser la premiére question et I'identité qu'on vient de démontrer.

Nk wbd

Noter que les (p;)i>n sont des nombres premiers dépassant n, donc ne pouvant
diviser n.

8. On montrera que p({n}) = 0 pour tout n > 1, ce qui mene a une contradiction.

Indication 41 1. Dans les problémes de modélisation, la premiére loi a laquelle il faut
songer (quitte a 'écarter) est souvent une loi uniforme.

On peut penser au lemme des bergers et au principe de partition.
Calculer &1,

Combiner les deux précédentes questions.

AR

Penser au critére spécial des séries alternées.

Indication 42 1. A;=dNNQ,.
'
2. On déterminera un entier d tel que 'ﬂl Ay, = Ag.
1=
3. On remarquera que deux nombres sont premiers entre eux si et seulement si ils
n’ont pas de diviseur premier commun.
4. Deux méthodes sont possibles : utiliser la formule du crible (formule de Poincaré)
ou utiliser le résultat de Pexercice Cette derniére méthode est utilisée dans le
sujet du capes 2003.

Indication 43 On pourra poser p, = u({n}) et r,, = p([n, +ool).

Indication 44 Remarquer qu'une union dénombrable d’événements est de probabilité nulle
si et seulement si chacun est de probabilité nulle.

Indication 45 1. Appliquer la formule du crible. Pour la deuxieme égalité, remarquer
que ® : B ][ p; réalise une bijection de P;(N*) dans A.
i€B
“+oo
2. Bienstr ) 1%2 < > 1%2 < 400. On conclut a I'aide d’un raisonnement classique
k€A k=1
sur les séries a parametre : on se fixe M tel que k% < ¢, puis on coupe la
ke Ask>M
somme en deux. On a
(k) 1, n 1
Po(A) =Y =5 | <e+ Y |=lz) -3
e F redmenr 1R k
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dott  Tim |Pn(A) — Xpen” é§)| < e. Pour un énoncé général, on pourra voir
n—+oo
également le théoréme [4.35

3. Pour la premiere égalité, on pourra procéder comme dans I'exercice corrigé

Pour la deuxiéme, on utilisera une formule établie dans I'exercice Enfin, la

continuité de s — ((s) sur |2, +oo[ nous donne la valeur de la densité de Dirichlet :
1
-

4. Sionpose Ni(F) =|EN{1,...,k}|, comme
1 +*oo 1E(k) 1 + Nk(E) — Nkfl(E)

S E = = ,
ts(E) ¢(s) kX::I k* ¢(s) kX::I ks
on peut faire une transformation d’Abel et on obtient que pour tout ensemble F,
+oo
ona us(F) = ];::1 % (% - ﬁ) Ensuite on a
“+o0o
. Ni(E) — k¢ < 1 1 )
s(E) — €= pus(E) — us(N*) = —— == :
ps(E) ps(E) — Lps(NY) kz::l C(s) ks (k+1)°

Alors, si M est choisi tel que |N,(E) — k| < ek = eN,(N*) pour k > M, on a

X NW(E) = kL) (1 1
> G )

k=M

< oy W

< eps(N¥) =e.

Pour conclure, il faut utiliser que lim+ ¢(s) = +o0.
s—1

5. Comme A a une densité naturelle, elle coincide avec sa densité de Dirichlet et vaut

(k) 1 6

o k2

ce qui nous donne une jolie identité

6. Comme Py (nN*) = LEJ , il est facile de voir que 1 est la densité naturelle (et donc
de Dirichlet) de nN*. Pour autant, cela n’apporte pas de contradiction au résultat
final de I'exercice 41| car la densité naturelle et la densité de Dirichlet ne sont pas
des mesures de probabilité.

Indication 46 On pourra conditionner par la valeur prise par 'ensemble des trois nombres
tirés au sort.

Indication 47 Faire en sorte que le résultat soit nul.

1. Cette formule est un cas particulier de l'identité ) |, ene ”]gf) = ﬁ, qui peut se déduire de la question 3

de lexercice[41]et de la formule du crible. Elle admet également une preuve plus directe, que nous ébauchons :

+oo +oo
on forme le produit < > “,iﬁ’) ( > e%) En regroupant les termes (k, £) tels que k¢ = n, on obtient
k=1

(S5 (5 )= £ & ().

n=1

Or, un résultat d’arithmétique bien connu dit que Y, p(d) = 8§1(n); ainsi le produit des deux séries fait 1,
dln

ce qui est le résultat voulu. Pour plus de détails, voir par exemple le chapitre 4 de 'ouvrage de Bordellés [2].
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B.4 Exercices sur les intégrales
Indication 48 On pourra noter que {1} = lim {1}1y;,, ().
n—-+00

Indication 49 On peut poser F,,(\) = [J* e~ f(t) dt et montrer, & I'aide d’'une intégration
par parties, que (F,(\)) vérifie un critére de Cauchy uniforme.

Indication 50 1. Pour tout ¢ dans R, on pourra montrer que 'événement {Y < ¢} est
mesurable.

2. Penser au théoreme de transfert.
3. Noter que Z — Y > 0.

Indication 51 1. On peut montrer que pour n > 1 et x > 0, log(n + ) = log(n) +
log(1 4 x/n).
2. Minorer (1 + x)™.

1+ 3
3. Pourn >3, (1% < e

Indication 52 1. Penser a Tonelli, et a « fixé, considérer I'intégrale entre 0 et x/2.
2. Appliquer Tonelli. Noter que le cas p = —1 se traite séparément.

3. On peut la comparer a la premiére intégrale. L’équivalence des normes en dimen-
sion finie peut guider les calculs.

4. Méme remarque que pour la question précédente.

Indication 53 1. cos® = 1 — sin? et intégrer par parties.
2. Calculer WyI¥;.

Indication 54 1. Appliquer le théoreme de convergence dominée.

2. Faire (au moins) un changement de variable.
Indication 55 Faire un changement de variable.

Indication 56 1. Bien controler le reste.

2. Revoir les techniques usuelles du calcul des primitives.
Indication 57 Fubini est ton ami.

Indication 58 1. Premiere technique : on coupe l'intégrale en deux. La partie entre O
et 1 ne pose pas de difficulté ; pour la deuxiéme, on peut la réécrire a 'aide d'une
intégration par parties. Deuxiéme technique : écrire les intégrales comme limites
des intégrales de 0 a n et établir un critére de Cauchy uniforme.

2. On pourra commencer par montrer que pour A > 9§ > 0, on a
$(N) = ¢(8) exp(J§' 25 du).

3. Faire un changement de variable affine.

4. Utiliser un théoréeme de convergence dominée.

5. Faire un changement de variables.

Indication 59 Une intégration par parties permet de vérifier le critere de Cauchy. La
convergence se montre classiquement a 'aide d’une intégration par parties. On pourra
réécrire l'intégrale de ant entre n7 et (n + 1)m comme une intégrale sur [0, 7] de maniere
a en déterminer un équivalent de la forme % avec une intégrale a parametre.
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Indication 60 1. Premiére technique : on coupe l'intégrale en deux. La partie entre O
et 1 ne pose pas de difficulté ; pour la deuxiéme, on peut la réécrire a I'aide d'une
intégration par parties. Deuxieme technique : écrire les intégrales comme limites
des intégrales de 0 a n et établir un critére de Cauchy uniforme.

2. Commencer par montrer la dérivabilité sur |a, +oo[, avec a > 0.

3. On pourra montrer que F' a une limite nulle en l'infini.

Indication 61 Penser a la formule d’intégration des fonctions radiales; utiliser les symé-
tries.

Indication 62 1. Faire une intégration par parties.
2. Utiliser la parité, puis un changement de variables.

3. Développer le cosinus en série entiere. Faire attention pour intervertir la somme et
l'intégrale.

4. Prendre X ~ N(0,1).

. . 1 _ e*fL’ . \ 7
Indication 63 On pourra remarquer que _;— = 7°.—, Puis penser a son développement
en série.

Indication 64 1. On peut écrire [, 2"e™® dx = [°°(x 4+ n)"e~ (") dx.
2. Remarquer que I'(n + 1) ~ ["2"e~* dx, puis faire un changement de variable
affine.

3. On traitera séparément suivant le cas ou x > 0 ou « < 0. Dans les deux, on pourra
penser a un développement en série.

4. Utiliser le théoréme de convergence dominée.

Indication 65 1. Remarquer que (SNH ™), = S, N H_ . Regarder le dessin peut aussi
aider.

2. Utiliser le théoréme de Tonelli (on peut encore regarder le dessin!)

3. On peut utiliser des symétries du modele pour réduire les calculs. Ensuite on appli-
quera Fubini.

4. Noter que S est la réunion disjointe de SN H™ et SN H ™,
Indication 66 1. Pour x > § et t > 1, on peut écrire
th(z) = h(x) + (t — D)h(x) < h(z) + (t — 1)h(9).

2. Faire le changement de variable = = u”.
3. Faire un changement de variable affine.

4. Penser au théoréme de convergence dominée.
Indication 67 On peut appliquer la technique de la fonction test et le théoréme de Tonelli.

Indication 68 On note f,; la fonction affine par morceaux, valant 1 avant a, 0 apres b.
On peut remarquer que 1_ o] < foat1/n < Y—coat1/n]-

Indication 69 Utiliser la transformation d’Abel.
Indication 70 On peut trouver une constante A telle que g < A|f|.

Indication 71 1. Vérifier les axiomes.
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2. Commencer par le cas ou [ est étagée.
Indication 72 Utiliser le théoreme de convergence monotone.
Indication 73 Utiliser le théoréme de convergence dominée.
Indication 74 On pourra prendre A = {f > 0}.

Indication 75 1. Procéder par récurrence.
2. Faire un développement en série.
3. On peut développer avec la formule du binome d’une part, et d’autre part remar-
quer que 1 (1—2)"In(x) de = /1 2" In(1—=x) dz. Une intégration par partie donne
alors le résultat, a condition queola primitive soit choisie judicieusement.

Indication 76 Remarquer que log = + % > 0 et développer e” — 1 en série.

Indication 77 Développer en série et utiliser le théoreme de convergence dominée.

. . 1 _ e*fl)
Indication 78 On pourra remarquer que — = 1=

Indication 79 On pourra remarquer que ](xlli%ﬁ < 2(xlogz)? sur [0,1], développer en

série. Le calcul des sommes requiert des intégrations par parties.

Indication 80 Une intégration en x pour commencer donnera
JFXO:O :
J=41 —_—.
2
= (2k+1)

Pour intégrer en y, noter que 1 + 2xy + y? = (y + z)? + (1 — 2?) et faire le changement de
y+x

V1—a22
Indication 81 On pourra intégrer des fonctions par rapport a la mesure de comptage et
utiliser le théoréme de convergence dominée.

variable u =

Indication 82 On pourra procéder par récurrence sur n, ou commencer par prolonger la
fonction T'.

Indication 83 Si on pose ¢(z) = — 2 log 2L et
Ia(®) = Lo pym(@)e ¥ 20NV dy,

on a

Tosinz., 1
L e = = [ ) X

On peut noter que cet exercice est aussi un cas particulier de la méthode de Laplace (voir
exercice [73)). Ici, il n’est pas nécessaire de procéder a un découpage, comme dans le cas
général. L'intégrale de Wallis classique de I'exercice peut, de la méme maniere, étre
traitée avec le changement de variables approprié et le théoréme de convergence dominé.

Indication 84 Il faut d’abord développer ﬁ sous forme d’une série alternée en prenant
bien garde a contréler le reste. Pour la deuxieme égalité, on sépare classiquement les
termes pairs des termes impairs.

Indication 85 Pour la premiere identité, on peut noter que

1

ey, /1 o) dz avec Sp.o(z) nfl: !
~—dx= [ xSpa(z)dx na(T) = —_—.
T 0 ) ) = (k+x)a

Pour la deuxiéme, on pourra démontrer la continuité de o+ [;7>° {I%} dzr au point a = 2.
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B.5 Exercices sur les lois
Indication 86 On pourra commencer par déterminer la loi de X3.

Indication 87 Noter que P(a < X < b) = F(b) — F(a) et que les masses des points sont
données par les sauts de discontinuité.

Indication 88 Pour montrer que les F; sont des fonctions de répartition, il faut vérifier
qu’elles sont continues a droites, croissantes et satisfont

lim Fj(n)=0et lim F;(n)=1.
n——00 n——+oo

Indication 89 Transformer la condition sur y en condition sur ®.

Indication 90 Il s’agit de déterminer la constante de normalisation.

Indication 91 Penser aux valeurs effectivement prises par X.

Indication 92 Introduire le discriminant.

Indication 93 On pourra éventuellement introduire 'angle entre les droites (AB) et (BC).

Indication 94 Reconnaitre une loi binomiale. Former le quotient des probabilités respec-
tives de deux entiers consécutifs.

Indication 95 Pour la derniére question, il pourra étre utile de se souvenir qu'une fonction
de répartition est continue a droite.

Indication 96 Pour déterminer la loi de X — Y, partitionner suivant la valeur de X. Il
peut étre intéressant de noter que cette loi est symétrique.

Indication 97 1. On pourra par exemple calculer la densité du couple (X,Y).

2. Se ramener a un calcul d’aire.
Indication 98 Penser au théoréme de Tonelli.

Indication 99 On rappelle que la fonction de répartition caractérise la loi des variables
aléatoires réelles.

Indication 100 1. On pourra commencer par exhiber un compact de mesure stricte-
ment positive, puis raisonner par 'absurde.

2. Commencer par traiter le cas ou la suite (X,,) prend ses valeurs dans un ensemble
borné.

Indication 101 Si X n’est pas constante, il existe a tel que P(X < a) > 0 et P(X >
a) > 0. Idem pour Y (avec b). De 1a, on peut en déduire que si, en plus, X et Y sont
indépendantes, alors X + Y n’est pas constante.

Indication 102 1. 1I suffit de montrer que ces ensembles forment un 7-systeme qui
engendre la tribu.

2. Calculer Pxx/(nN*) et appliquer la question précédente.

Indication 103 1. Penser a discuter suivant les positions relatives de n et k.
2. Q est dense dans R.
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3. Utiliser le principe de partition.
4. Ecrire P(D) = 1, avec D bien choisi.

Indication 104 Calculer P(1 + v, (X) > k1,...,1 + v, (X) > ky).

Indication 105 Prendre X et Y deux variables indépendantes suivant chacune une loi de
Bernoulli de parametre 1/2 et poser Z = | X —Y/|.
Solution : C = {{X =0},{Y =0}} et D ={Z =0}

Indication 106 On propose de prendre 2 = {0,1} x {0,1}, F = P(w),
C = {{(0,0),(0,1)},{(0,0),(1,0)}}, ainsi que P = 5(do + 1) ® 5(do + 61), ' = 5(500) +
5a,1))-

Indication 107 Traduire les événements considérés en fonction de Y.
Indication 108 Poser x = AM et résoudre l'inéquation.

Indication 109 1. Dire que le maximum de n nombres ne dépasse pas x, c’est dire
que chacun ne dépasse pas x.

2. Remarquer que 1 — m,, = max(1l — X1,...,1— X,).
Indication 110 A k fixé, il faut déterminer les valeurs de X qui sont telles que Y = k.

Indication 111 Représenter graphiquement les domaines considérés.

2, s

Indication 112 On pourra écrire e~ 2 = - (we” 2 ) afin de procéder a une intégration par
parties.

N

Indication 113 1. On pourra montrer que Q est la tribu de queue associée a la famille
(An)n>1.

2. Un ensemble d’entiers est infini si et seulement si il contient au moins un entier

plus grand que n’importe quel entier fixé a 'avance. Ainsi, on pourra montrer que

our tout ng, A= N U A
P 0 n>ng k>n k

Indication 114 Si on pose a = 2 arcsin ., on doit trouver par exemple

l—cosa a+sino

p:

4 2

Indication 115 Commencer par calculer la fonction de répartition.
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B.6 Exercices sur les esperances

Indication 116 On peut utiliser la méthode de la fonction test, ou calculer la fonction de
répartition.
Indication 117 1. Faire apparaitre un polynéme du second degré.

2. Considérer une borne des réels vérifiant une des deux conditions.

Indication 118 On pourra montrer que pour toute fonction H mesurable bornée, on a
E[H ({x})] = E[H(X)].

Indication 119 Appliquer le théoreme de transfert.
Indication 120 Penser a utiliser la fonction de queue.

Indication 121 1. Par I'absurde, considérer le produit des nombres premiers congrus
a —1 modulo 6.

Procéder par I'absurde.

Reprendre la définition d'un ensemble sans-somme.
L. "o

Ecrire [B'| = Y yer, locn'-

Raisonner par contraposée.

AL I

Considérer 7, (B').
Indication 122 On pourra appliquer la formule du crible et revoir les résultats en annexe

sur le nombre de solutions d’équations en entiers.

Indication 123 1. ATaide de I'inégalité de Cauchy—Schwarz, on peut majorer P(|X |-

keZ
Y| =4¢,|Y]| =k) pour tout ¢ € Z.

2. On sait déja que C < 5. Les exemples proposés servent a minorer C'.

. . k .
Indication 124 1. On peut noter que s7 %~ ... sZ" est une fonction de X.
2. Réécrire le produit a l'aide des vecteurs 71, ..., Z,. On pourra utiliser la formule

du multinéme.

Indication 125 Pour la premiére question, on peut se ramener au cas ou les variables
suivent des lois de Bernoulli.

Indication 126 On pourra remarquer que pour tout k < n, les variables 1,4, S, et S, — Sy,
sont indépendantes.

Indication 127 On pourra établir que E|X — Y| =E(f(Y)).
Indication 128 Pour min(X,Y’), penser a utiliser la fonction de queue.

Indication 129 1. Penser a utiliser la fonction de queue.

2. Faire apparaitre une somme de Bernoulli.

Indication 130 Pour trouver la fonction de répartition, transformer les conditions sur Y
en conditions sur X. Pour I'espérance, on pourra par exemple appliquer le théoréme de
transfert.

Indication 131 1. Utiliser un C*-difféomorphisme.
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2. On peut noter que X/Y n’est pas de carré intégrable.
Indication 132 On peut remarquer que Gyy1 — G, = —b+ (a + b+ ¢)Linopy-

Indication 133 1. Noter que y — y'/? est une transformation C'.
2. On pourra faire apparaitre la densité de (X1,...,X,).
3. Bien choisir ¢.

4. Symétriser 'expression.

Indication 134 Pour disqualifier 'indépendance, observer le support de la loi. Faire en-
suite un changement de variables polaire.

Indication 135 1. Considérer I'application qui échange la coordonnée 1 et la coor-
donnée 1.

On pourra remarquer que X; est une variable de Bernoulli.
On pourra remarquer et justifier que si i # j, (X1, X2) a méme loi que (X;, Xj;).

Remarquer que P, s’annule en 0 et en n.

@i bk w b

Penser a un tirage de boules indiscernables dans une urne.

Indication 136 1. Penser a la technique de la fonction test.
2. L’intégrale d’une densité fait toujours. . .

3. Pour la premiére égalité, faire un changement de variable. Penser ensuite au prin-
cipe des zéros isolés.

Indication 137 1. Les partitions étant fixées, il faut juste déterminer les images de
chaque classe.

2. 11 suffit d’identifier les deux polyndémes sur des entiers p suffisamment nombreux.
On pourra penser a partitionner un ensemble.

Appliquer le théoreme de transfert.
Méme remarque, et penser a utiliser la question 2.

Prendre x > 0 pour pouvoir inverser les sommes a loisir.

AN

Il faut appliquer la formule de Cauchy pour retrouver % a laide de l'intégrale le
long d’un cercle dont on optimisera le rayon.

Indication 138 1. Noter que Z’' et —Z’' ont méme loi. Pour la derniére égalité, on
pourra penser a I'expression de I'espérance d’une variable positive a I'aide de la
fonction de queue.

2. Pour calculer la fonction de queue de Z’, on peut penser au théoréme de transfert.
Pour le calcul de l'intégrale, il est naturel de développer la fonction a intégrer.
Lidentité ; fet_t = £ — - peut (éventuellement) simplifier les choses. On
peut noter que cette question ressemble aux exercices [69] et [92]

Indication 139 On pourra observer que l'application (x,y) — ( ) réalise un C*-

_z
T /n7y
difféomorphisme de R* x R* dans lui méme.
“+oo
Indication 140 1.OnaM = 3 1yy,20- Pour n € N*, décomposer n en produit de
=1

facteurs premiers.
2. Calculer de deux manieres différentes E(¢(X)).
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Indication 141 1. Revoir les propriétés de convolution des lois Gamma (ou refaire la
preuve!).

2. Un simple changement de variable et une intégration par parties.
3. Remarquer que {N; = n} = {S, <t < Sp41}-

Indication 142 Si X désigne le nombre de fois oli 'on a obtenu le nombre choisi, le gain
est X — 1{X:O}-
Indication 143 Bien observer que X et Y sont indépendantes.

Indication 144 Une probabilité est 'espérance d’une indicatrice.

Indication 145 Interpréter le membre de gauche comme la valeur absolue d'une cova-
riance.

Indication 146 Appliquer le théoréme de transfert.

Indication 147 1. On montrera que E(X — a)? — 02 = (m — a)>.
2. Prendre @ = @392,

Indication 148 Effectuer une transformation d’Abel.

Indication 149 Appliquer le théoréme de transfert, et penser a la forme canonique des
polynémes du second degré.

Indication 150 On pourra commencer par supposer que la loi est centrée (c’est-a-dire que
a + b= 0) et remarquer que | X — Y| < |X|+ |Y]). On s’y ramenera dans le cas général.

Indication 151 Fonction de répartition, ou transformation : on a le choix!
Indication 152 On peut raisonner en terme de loi.

Indication 153 S’inspirer de 'exercice précédent et utiliser une transformation.
Indication 154 Appliquer 'exercice précédent.

Indication 155 Remarquer que tout se passe comme si (X,Y) suivait la loi uniforme sur
T = {(x,y) € R%0 < y < x < 1}. Si x et y sont solutions réelles de 2> — Sx + P = 0, alors

|x —y| = V/S? —4P.
Indication 156 1. On trouve la variance b(0) + 372! 2b(i)(1 — i/n).

2. Remarquer qu’une variance est toujours positive. On peut alors par exemple appli-
quer le lemme de Fatou ou procéder de maniere plus élémentaire.

Indication 157 1. On prendra Q = B,({1,...,n}).

2. Utiliser les relations entre ’espérance et la queue de distribution, puis utiliser la
relation de récurrence du triangle de Pascal.

Indication 158 1. On pourra remarquer qu'une rotation est une application linéaire
isométrique.

2. Remarquer que | X — Y| = /2U.
Indication 159 1. On trouvera que les X; sont des variables de Bernoulli indépen-
dantes, avec X; ~ Ber(p;).
2. P(Y; £ X)) =P(Y; >2)+P(Y; = 0,7 = 1).
3.(a) Gréace aux propriétés de convolution des lois de Poisson, on trouvera que Y ~
P(p1+ -+ pn)-

(b) Remarquer que [1;xcay — Liveay| < 1ixxy) etaussique
P(X € A) —P(Y € A) = E[L{xeca} — Liyeayl-
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