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Baréme approximatif : exercice 1 : 1 point, exercice 2 : 6 points; exer-
cice 3 : 5 points; exercice 4 : 6 points; exercice 5 : 13 points.

Exercice 1 Montrer que pour tout x > 0, on a les inégalités log(1+x) < x
et |sin(z)| < z.

Exercice 2 1. Montrer que que quels que soient les réels positifs x et
Yy, on a /Ty < %(:z: +y).
2. Soient (ay),(by,) deux suites & termes positifs.
Onpose A= lim ap,et B= lim by,.
n——+oo n——+o0o

(a) Soit € > 0. Montrer qu’il existe N tel que pour tout n > N,

A+B 2
anbn<< —; —i—e).

(b) Montrer que
_ A+ B)?

n——+0oo 4

(¢c) Donner un exemple avec A=B =1et lim anb, =0.
n—-+00

Exercice 3 Pour quelles valeurs de « réel I'intégrale impropre

+oo 1
— COSXT _
/ — € xd[l?
0

xOé

est-elle convergente ?

Exercice 4 1. Posons, pour n > 1 et x réel strictement positif :
fn(x) = %e‘x. Justifier soigneusement 'intégrabilité de f,, sur
10, +o0[ par rapport & la mesure de Lebesgue.
sin(z/n)

2. Montrer que f]o tool —zfn € " d\(xz) admet une limite lorsque n
tend vers l'infini et déterminer cette limite.

1 Tournez la page S.V.P.



Exercice 5 Pour s > 1, on pose ((s) = > ;~; k7°. On dit qu'une variable
aléatoire X a valeurs dans N* suit la loi Zéta de parametre s si pour tout
n>1,
1 1
P(X=n)=——.
K== o
Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant la loi
Zéta de parametre 2.

1. Pour n entier naturel non nul, calculer
Px(nN*) = P(X € nN*) = P(n divise X).

(On ne demande pas de justifier que ces trois quantités sont égales.)

2. Montrer que P(% = 2) = 5.

On admettra que ((2) = %2 et ((4) = g—é.

3. Pour k entier naturel non nul, on note kN* I’ensemble des multiples
entiers naturels non nuls de k : kN* = {kn;n > 1}.

Montrer que o(6N*) C o(2N*, 3N*).

4. On note C = {kN*;k > 1} = {N* 2N* 3N* ... }. Montrer que C
est un m-systéme, c’est a dire que pour tout A € C et B € C, on a
ANBeC.

Pour n, k entiers naturels non nuls, on notera n V k leur plus petit
commun multiple et n A k leur plus grand commun diviseur.

5. Soit n un entier naturel non nul. On décompose n en produit de
facteurs premiers :

+o00

a

n= 1] pj",
i=1

ou (p;)i>1 est la suite des nombres premiers.
(Noter que la suite (c;);>1 est nulle & partir d’'un certain rang, par
exemple si n = 6 o; = 0 pour i > 3.)

(a) % Montrer que le singleton {n} est dans o(C).
(b) En déduire que o(C) = P(N*).

6. % Soit Z suivant la loi Zéta de parametre 4. Montrer que les variables
X AY et Z ont méme loi.

Indication : autrement dit, il s’agit donc d’identifier les mesures de
probabilité Px .y et Pz, qui sont les mesures images de P, respecti-
vement par 'application X AY et I’application Z.
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