L3, semestre 5, 2014-2015  Philippe Chassaing, Régine Marchand, Irene Marcovici

Intégration et probabilités
Examen partiel du 24/10/2014 (durée 2h)

Le sujet est composé de trois exercices indépendants. Aucun document n’est auto-
risé. Une attention particuliere sera portée dans la notation a la qualité de la rédaction.
Le sujet est long : le baréme indicatif que nous donnons est donc sur un nombre de
points supérieur a 20.

Exercice 1. (6 points)

1. On considere le cas particulier E' = {1,2,3}, A =0o({1}) et B=0o({2}).
Décrire completement A, B, ANBet AU B.

2. On revient au cas général. Soit E' un ensemble, A et B deux tribus sur E.
(a) Montrer que AN B est une tribu sur £.

(b) AU B est-elle une tribu sur £7
(c) Montrer que

c(AUB)=0c({ANB: Ac A, Be B}).

Exercice 2. (6 points)

1. Pour tout n € N, on note

1
[n:/ 2" In(z)dz.
0

Montrer que I,, est une intégrale absolument convergente et calculer sa valeur
en fonction de n.

2. (a) Enoncer le théoreme de convergence monotone.
2

1
(b) On rappelle que Z — = % Calculer
n
n>1
1
|
/ In(z) 0

1. Enoncer le théoreme de convergence dominée.

Exercice 3. (12 poins)

2. Un exemple.

(a) Quel est le domaine de définition de f: x — _Sln(:p )

la prolonger en une fonction continue et bornée sur R.

? Montrer qu’on peut

1 .
t
(b) Déterminer lim n/ #exp(—tn)dt.
0

n—-+oo
On pourra faire un changement de variable, puis se ramener a une intégrale
sur [0, 4+o00].
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3. Soit ¢ : [0, +00[— R une fonction mesurable, continue en 0, avec g(0) # 0 et
telle qu’il existe ng > 0 avec

+oo
'intégrale / exp(—not)|g(t)|dt converge. (1)
0

On souhaite déterminer un équivalent, quand n tend vers +oo, de

/;OO exp(—nt)g(t)dt.

+o0o
(a) On pose, pour n > ng, Ty(n) = / exp(—nt)g(t)dt. Montrer que pour

0
tout n > ng, T,(n) est une intégrale absolument convergente.

(b) Montrer qu’il existe a > 0 tel que pour tout ¢t € [0, al, |g(t)| < 2|g(0)].
+oo
(c) Montrer que l'intégrale / exp(—u)du est convergente.
0

(d) Soit u > 0 fixé. Déterminer

lim (exp(—u)g(u/n)1{y/m<ay) -

n—-+o0o

(e) A l'aide d’un changement de variable, déterminer

+0o0
lim (n / exp<—m)g(t)1{t§a}dt).
0

n—-+oo

(f) A P'aide de I'hypothese (1), montrer que

lim (n / - exp(—nt)g(t)dt) ~0.

n—-+o00

(g) Donner un équivalent, quand n tend vers +oo, de

+o0
/0 exp(—nt)g(t)dt.

4. Question hors-baréme. Déterminer un équivalent, quand n tend vers +oo,
de
“+o00 t2
exp(—nt dt.
/0 p( )eXp(—t) -1+t




