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Exercice 1 Pour a > 0, on pose

Fla) = /}0 T _emaT ga(z).

ool L+ 27

Vérifier que la fonction F' est bien définie.
Montrer que F' est strictement décroissante.
Etudier les limites aux bornes.

Montrer que F' est convexe.

AR o S

Montrer qu’il existe un unique a > 0 tel que F(a) = 7.

Exercice 2 1. La fonction x — logx est-elle intégrable sur 0, 1[ par
rapport & la mesure de Lebesgue ? Justifier.
2. Déterminer la limite de f]o 1[log(af)% dX\(z) lorsque n tend vers
I'infini.
3. On pose, pour z €]0,1[ et n € N*, f,(z) = SpZg(—1)Fz* log(z) et
_ logw
14z

f(x)

Montrer que jio 1| | fr. — fldX tend vers 0 quand n tend vers l'infini.
4. Montrer que

400 n
f(x) de = Z (=1) .

n2

10,1 n=1

Exercice 3 Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant
la loi exponentielle de parametre 1.
1. Pour quelles valeurs de « réel la variable exp(aX) est-elle intégrable ?
2. Déterminer « tel que Eexp(a(X +Y)) = 4.

Exercice 4 On suppose que X suit la loi Béta £(2,2), c’est a dire que
X est une variable aléatoire qui prend des valeurs dans [0, 1] et admet la

densité fx(x) = 6x(1 — )l 1)(z).

1 Tournez la page S.V.P.



1. Pour h continue bornée, exprimer E(h(X)) et E(h(1 — X)) sous
forme d’une intégrale. En déduire que X et 1 — X ont méme loi. On
rappellera explicitement 1’énoncé du théoreme de cours utilisé.

2. Calculer, si elles existent
(a) E(X);
(b) E(x);
(c) E(log(X)).
FIN



Correction

Solution 1 1. Soit a > 0. Pour tout > 0, on a (z — 1)? > 0, soit
22 4+ 1 > 2z, ce qui entraine

0< b e < Lo (1)

—e
~ 14 a? — 2

La fonction — H%e_ ¥ mesurable, positive, dominée par une fonc-

tion intégrable sur R, est elle-méme intégrable, ce qui montre que

F est bien définie.1 point

a

2. Soient a,b avec 0 < a < b. On a pour tout z > 0

(e—am . e—ba:)7

0<
~1+a2

ce qui donne en intégrant
F(a) — F(b) > 0.

La fonction F' est donc décroissante sur |0, +oo[. Si F(a) = F(b),
alors la fonction intégrée : x +— H%(e*” — e7%) est nulle pour
A-presque tout z > 0, donc pour au moins un z > 0, ce qui entraine

que a = b : la fonction F' est strictement décroissante.1.5 point

3. En intégrant l'inégalité (1), on obtient
1
Va >0 OSF(a)S%,

d’ott limy— 40 F'(a) = 0.1 point
Comme F' est décroissante, on a lim,_,q+ F'(a) = limy,_1o F'(1/n).
Ensuite, en appliquant le théoréeme de convergence monotone a la
suite de fonctions positives f,(z) = —/" on obtient

x
1422 €

lim F(a)= lim F(1/n):/R T M) = 400,

a—0+ n—-+o0o N 1+ 72

(En effet la fonction intégrée est équivalent & 1/x en 'infini.)1 point

4. Passons a l’étude de la convexité. Soient a,b > 0 et 6 €]0,1[. On
pose p=1/0 et ¢ = 1/(1—0). Les réels positifs p et ¢ sont exposants
conjugués On a

F(fa + (1 — 0)b)

:/ L 26—(6'a+(1—9)b)93 d)\(IE)
Ry 1+x

() () o
(L ) o) (L, () o)

avec l'inégalité de Holder
= F(a)’F(b)'*

1/q

1 1
< —F(a)? + —F(b)?1=9  ayvec I'inégalité de Young
q

3

0F (a) + (1 — 0)F(b)



F' est donc convexe.2 points

Une autre solution est d’utiliser le théoreme de dérivation sous le
signe intégral pour montrer que F' est dérivable et avoir une expres-
sion intégrale de sa dérivée; on montre alors comme précédemment
que I’ est croissante ; elle est donc convexe. C’est moins astucieux
que ce qui précede, mais il y a quand méme un peu de travail.

5. Comme F' est convexe, en particulier elle est continue, et vu les li-
mites respectives en 0 et +00 (respectivement +oo et 0), le théoreme
des valeurs intermédiaires entraine qu'il existe a > 0 tel que F'(a) =
m. Comme F' est strictement décroissante, il y a unicité.1.5 point

Solution 2 1. Comme la fonction est continue, de signe constant,
I'intégrale est de méme nature que l'intégrale impropre fol log z dx.
Or, pour € > 0, on a

1 1
/ logz dx = [z log z]! —/ 1 dx
3 3

= —cloge — (1 —¢),

qui admet la limite —1 quand e tend vers 0 : on a donc bien

I'intégrabilité.1 point

2. Posons gy, (z) = log(x)ﬁ—nz. La fonction g, converge simplement vers
0 sur 0, 1], et on a la majoration

Vn > 1,2 €]0,1] |gn(z)| < g(z) = |logx|.

Comme g est intégrable, le théoréeme de convergence dominée s’ap-
plique et l'intégrale de g, tend vers 0 quand n tend vers l'infini.1

point
3. On peut réécrire (somme géométrique)
1—(—=x)" z"
fu) = T hog(e) = @) + (-1 g

soit | fr, — x| = (—log x)l‘%ﬁ Avec la question précédente, l'intégrale
tend vers 0 quand n tend vers U'infini.1 point

4. On a montré que f, converge dans L'(R,) vers f, donc l'intégrale
de f, sur Ry converge vers l'intégrale de f sur R;.
Par linéarité fol fo d\ (@) = Y020 (= 1)FHUL, avec I, = f]o,l[ —z¥logx d\().
On a déja vu que Iy = 1. Ensuite, pour n > 1, la dérivée de =" log x
est nz" !logx + 2" 1, donc

1
—c"loge = / nz" togx + 2"t dx,
3

et en faisant tendre € vers 0, on obtient
1
0= —TLIn,1 —|—/ Iﬂn_l,
0

soit I, 1 = n—12, d’ou

1 n 1
|t axa = S0

k=1



ce qui donne le résultat voulu en faisant tendre n vers linfini. 3
points

Solution 3 1. La variable exp(aX) est positive, donc la quantité E(exp(aX))
a toujours du sens; éventuellement elle peut étre infinie. Avec le
théoreme de transfert, on a

E(exp(aX)) :/R e dPx (x)

:/ e“e T d\(x)
Ry

L’intégrale converge si et seulement a < 1 et alors l'intégrale vaut
ﬁ. 1.5 point

2. Comme X et Y sont indépendantes, exp(aX) et exp(aY’) le sont
aussi. Ainsi

1

B(exp(a(X +Y))) = E(exp(aX)E(exp(aY)) = (;—

)2

puisqu’elles ont méme loi. On voit que cette espérance fait 4 pour
a=1/2.1.5 point

Solution 4 1. Avec le théoreme de transfert, on a

E(h(X)) = / h(x) fx (x) dA\(z) = / W) fx (z) de.

R

D’autre part, toujours avec le théoréme de transfert,

1
Bh(1 = X)) = [ 11 = 2)fx(o) aNa) = [ b1 =) fx(e) do

R

Cependant, on a fx(z) = fx(1 — z), donc on a aussi

1 1
E(h(1 - X)) = /O B~ 2)fx(1 - z) de = /0 h(y)fx () dy,

ou la derniere égalité vient du changement de variable y = 1 — .
Ainsi, pour toute fonction f continue bornée, E(f(X)) = E(f(1 —
X)), ce qui montre que X et 1 — X ont méme loi.2 points

2. X, 1/X et log(X) sont toutes les trois de signe constant (positif, po-
sitif, négatif), donc les espérances ont toujours un sens, éventuellement
elles pourraient étre infinies. On a

(a)
1 1
E(X)—/O fo(:):)dx—/O 622(1—x) dx = 6(1/3—1/4) = 1/2.

1 point

(b)
1 1
E(1/X) :/O 7 fx(z) dx :/O 6(1—z) dx = 6(1—1/2) = 1/2.

1 point



1 1
E(log(X)) = /0 log(z) fx(x) dr = lim log(z)(6x — 62%) dx

e—=0t J¢

Or, une intégration par parties donne
1 19
/ log(z) (62 — 62%) dx = [log(z)3z* — 23] — / — (322 — 22%) dx
x
15 €
1
= [zlog(x)(3z — 22?)]} / (3x — 22%) dx
3
Comme lim,_,¢+ zlog(xz) = 0, la limite en zéro vaut

! 3
—/ 3z -2 dr = —(=+2)=——.
0 2

2 points



