Examen de 2éme session du 15 Juin 2020, 14H-16H

Chassaing-Karmann-Marcovici

Baréme : 6 + 5+ 11 = 22 points. Durée : 2 heures.

Rédaction : a chaque occasion, on indiquera avec soin quel théoreme
on utilise, et dans quel domaine chaque relation est valable, p.e.

V2 =z Yz > 0.

Exercice 1. (3+3 points).

1. Soit £ > 1. Montrer que = e " sin - est intégrable sur R

et, a l'aide d’intégrations par parties ou par d’autres méthodes,

montrer que :
+00 1
/ e M sing dr = :
0 1+ k2

oo sin 1
2. Mont —————dx = )
ontrer que /0 xp(@) —1 T ; e

Exercice 2. (2+3 points).

1. Pour x € R, on pose :

gO(l') - Lva ¢(37) - Z ]l[k,Jroo[(x)'

Montrer que Ve € Ry, () = ¢(x).



2. On se donne un espace probabilisé (€2, A, P) et une variable aléatoire
réelle, positive ou nulle, X, définie sur (€2, .4, P). Montrer que :

E[X]=) P(X>k).

k>1



Exercice 3.  (3+4+4 points). On se donne un espace mesuré
(E,&, 1), et une suite (f,),>1 de densités de probabilités par rap-
port & ;. On suppose que (f,),>1 converge p—presque partout vers
une densité de probabilité par rapport a p, notée f, définie sur E.
On voudrait en déduire que la suite (f,),>; converge vers f dans
LYE, & ).

1. Partie positive. Montrer que
Og(f_fn)+§f

En déduire que

lim/ (f = fu)y dp = 0.
" JE
2. Partie négative. En déduire que

hﬁ“/E (f = fa)_dp =0,

puis que

hm/ |f_fn‘d,u:()-
" JE

3. On suppose que (X,,),~, (resp. X) est une suite de v.a. (resp.
une v.a.) a valeurs dans F, de densités respectives (f,),>1 (resp.
f), que ¢ est une fonction mesurable bornée de £ dans R (avec
p.e. |¢| <M € R;)etque A € £. Montrer que :

E [¢(X)] — E[p(Xn)]| < M |f = fally s
‘P (X < A) _P(Xn € A)' < ”f - fn”l



