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Le sujet est composé de quatre exercices indépendants, sauf la dernière question du sujet.
Tout résultat nécessaire pourra être admis.

On rédigera les exercices 1 et 2 sur une copie, les exercices 3 et 4 sur une autre copie.
Le sujet est long, il n’est pas attendu que les candidats fassent tout, la qualité de l’ar-

gumentation est un élément important d’appréciation des copies. On pourra utiliser sans
démonstration que l’aire d’un disque de rayon R dans le plan euclidien vaut πR2.

Exercice 1. 1. Soit z “ c ` id un nombre complexe, avec c ą 0 et d P R. Montrer que
la fonction t ÞÑ e´zt est intégrable sur R` par rapport à la mesure de Lebesgue et que
ş

R`
e´zt dλptq “ 1

z .
2. Montrer que x ÞÑ x

ex´1 est intégrable sur R` par rapport à la mesure de Lebesgue.

3. Montrer que pour tout réel a, la fonction x ÞÑ
1´cospaxq

ex´1 est intégrable sur R` par rapport
à la mesure de Lebesgue. (Par exemple avec l’inégalité des accroissements finis.)

4. On pose, pour a un réel quelconque

F paq “

ż

R`

1 ´ cospaxq

ex ´ 1 dλpxq.

Soit A un réel strictement positif. Montrer que F est continue sur s ´A,Ar, puis qu’elle
est continue sur R.

5. Soit a un réel quelconque. Étudier la convergence de la suite de fonctions définies sur
R` par fa

npxq “
řn´1

k“0p1 ´ cospaxqqe´pk`1qx.
6. Montrer que

ş

R`
fa

npxq dλpxq tend vers F paq quand n tend vers l’infini.
7. Montrer que pour tout a P R

F paq “ a2
`8
ÿ

n“1

1
npn2 ` a2q

.

Exercice 2. On considère le solide S de l’espace R3 défini par

S “
␣

px, y, zq P R3 ˇ

ˇ x2 ` y2 ď z ď 4 ´ x2 ´ y2 (

.

Calculer le volume de S.

Tournez la page SVP. 1 Changez de copie pour la suite.



Exercice 3. 1. Pour a ě 1, justifier la convergence de l’intégrale

gpaq “

ż

r0,1r

logpa´ x2q dλpxq.

(On pourra éventuellement être amené à traiter séparément le cas a “ 1.)
2. On pose, pour x ą 0, ψpxq “ x log x, et on la prolonge par continuité en 0. Montrer,

pour a ě 1, l’identité :

gpaq “ ´2 `

´

ψp
?
a` 1q ´ ψp

?
a´ 1q

¯

.

3. On pose, pour n ě 2, un “ ´
ş

r0,1s
n logp1 ´ x2

n q dλpxq. Montrer que lim
nÑ`8

un “ 1
3 .

Indication : on pourra commencer par démontrer que pour x P r0, 1{2s, logp1´xq ě ´2x.
4. En déduire un développement de gpnq en `8 sous la forme

gpnq “ logn`
A

nα
` opn´αq,

où A et α sont à déterminer

Exercice 4. On suppose que X,Y, U sont des variables aléatoires indépendantes, avec X et Y
qui suivent la loi de Bernoulli de paramètre p et U la loi uniforme sur r0, 1s. On pose

M “

ˆ

X U
U Y

˙

et N “ I2 `M,

où I2 est la matrice de l’identité sur R2. M et N sont des matrices aléatoires.
1. On pose S “ X ` Y . Quelle est la loi de S ?
2. Exprimer trN en fonction de S. Calculer EptrNq et Var ptrNq.
3. Montrer que detN “ 2S ´ U2.

On pourra commencer par remarquer que pour tout u P t0, 1u, 1 ` u “ 2u.
4. Calculer EpdetNq et Var pdetNq.
5. Montrer que N est presque sûrement inversible.

(On pourra commencer par justifier l’inégalité presque sûre : U2 ď 1 ď 2S .)
6. Montrer soigneusement l’égalité presque sûre :

logpdetNq “

2
ÿ

k“0
1tS“ku logp2k ´ U2q.

7. Montrer que

E plogpdetpNqqq “

2
ÿ

k“0

ˆ

2
k

˙

pkp1 ´ pq2´kE
´

logp2k ´ U2q

¯

,

puis
E plogpdetpNqqq “ log

´

e´222p1´pq233p2
p1 `

?
2q4pp1´pq

?
2
¯

.

(On pourra utiliser les résultats donnés dans l’exercice 3.)

2 FIN DU SUJET.



1 SOLUTIONS

1 Solutions

Solution 1 1. Pour a, b réels, on a |ea`ib| “ |eaeib| “ |ea|.|eib| “ ea.1 En particulier
|e´zt| “ e´ct, et

ż

R`

|e´zt| dλptq “

ż

R`

e´ct dλptq “
1
c

ă `8,

donc z ÞÑ e´zt est intégrable. On a
ż

R`

e´zt dλptq “ lim
NÑ`8

ż

r0,Ns

e´zt dλptq

Or,
ż

r0,Ns

e´zt dλptq “

ż N

0
e´zt dt “

1 ´ e´zN

z
.

Comme |e´zN | “ e´cN Ñ 0 quand N Ñ `8, on a
ż

R`

e´zt dλptq “
1
z
.

Note : il ne faut pas oublier de justifier que limNÑ`8 e´zN “ 0.
2. — Solution 1 : La fonction f : x ÞÑ x

ex´1 est clairement continue sur s0,`8r. En 0,
ex “ 1 ` x ` opxq, donc ex ´ 1 „ x et x

ex´1 „ 1 : f admet un prolongement par
continuité en 0 : l’intégrale est donc ! faussement impropre "en 0. La fonction est
donc localement intégrable sur R`, seul le comportement à l’infini reste à étudier.
Or x

ex´1 “ 1
ex{2

x
ex{2´e´x{2 . En l’infini x

ex{2´e´x{2 „ x
ex{2 tend vers 0 avec les crois-

sances comparées classiques. Ainsi fpxq “ ope´x{2q en l’infini. Comme x ÞÑ e´x{2 est
intégrable sur R`, on en déduit l’intégrabilité de f en l’infini, et finalement sur R`.

— Solution 2 : Pour tout x ě 0, on a x ď sinhpxq, et en particulier x{2 ď sinhpx{2q.
Pour tout x ě 0, ex ě 1. Ainsi

0 ď
x

ex ´ 1 ď
2 sinhpx{2q

ex ´ 1 “
ex{2 ´ e´x{2

ex ´ 1 “ e´x{2.

Comme x ÞÑ e´x{2 est intégrable sur R`, le résultat s’ensuit.
3. D’après l’inégalité des accroissements finis, pour tout t réel, on a |1 ´ cos t| ď |t|. En

particulier, pour x ě 0,

|
1 ´ cos ax
ex ´ 1 | ď

|ax|

ex ´ 1 “ |a|
x

ex ´ 1

et l’intégrabilité découle de celle de f .
4. — Solution 1 : Fixons A ą 0. On a

— Pour tout x ě 0, a ÞÑ sin ax
ex´1 est continue sur r´A,As.

— Pour tout x ě 0, pour tout a P r´A,As, on a

|
|1 ´ cos ax|

|ex ´ 1|
ď

|ax|

|ex ´ 1|
“ |a|

x

ex ´ 1 ď A
x

ex ´ 1 “ Afpxq.
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—
ş

R`
Afpxq dλpxq ă `8 d’après la question précédente.

D’après le théorème de continuité sous le signe intégral, F est continue sur r´A,As.
Comme la continuité est une propriété locale et que tout point de R a un voisinage
de la forme r´A,As, on en déduit que F est continue sur R.

— Solution 2 : Pour a, b dans R, on a

|F paq ´ F pbq| “ |

ż

R`

pcospbxq ´ cospaxqq

ex ´ 1 dλpxq|

ď

ż

R`

|
pcospbxq ´ cospaxqq

ex ´ 1 | dλpxq

ď

ż

R`

|ax´ bx|

ex ´ 1 dλpxq

ď C|a´ b|,

avec C “
ş

R`

x
ex´1 dλpxq ă `8. Ceci montre que F est C-lischitzienne. En particu-

lier, elle est uniformément continue sur R.
5. Pour x “ 0, la suite fa

npxq est identiquement nulle. Sinon, pour x ą 0, on reconnait la
suite des sommes partielles de la série géométrique de premier terme p1 ´ cospaxqqe´x

et de raison e´x avec 0 ď e´x ă 1 : la limite lorsque n tend vers l’infini est

p1 ´ cospaxqqe´x 1
1 ´ e´x

.

Dans tous les cas fa
npxq tend vers p1 ´ cospaxqqe´x 1

1´e´x .
6. On a simplement

|fa
npxq| ď

n´1
ÿ

k“0
|p1 ´ cospaxqqe´pk`1q|

ď

n´1
ÿ

k“0
||ax|e´pk`1q

ď |a|

`8
ÿ

k“0
xe´pk`1q “ |a|

xe´x

1 ´ e´x
“ |a|fpxq

Comme |a|f est intégrable, on obtient par le théorème de convergence dominée que la
limite des intégrales est l’intégrale de la limite, soit F paq.

On pouvait aussi procéder par convergence monotone.
7. On a

fa
npxq “ Re

˜

n´1
ÿ

k“0
p1 ´ eiaxqe´pk`1qx

¸

“ Re
˜

n´1
ÿ

k“0

´

e´pk`1qx ´ e´pk`1´iaqx
¯

¸

La fonction x ÞÑ
řn´1

k“0pe´pk`1qx ´ e´pk`1´iaqxq est intégrable comme somme de n
fonctions intégrables (voir la question 1) et l’intégrale de la somme est la somme des
intégrales :

n´1
ÿ

k“0

1
k ` 1 ´

1
k ` 1 ´ ia

“

n
ÿ

k“1

1
k

´
1

k ´ ia
.
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L’intégrale de fa
n en est la partie réelle, soit

Re
n
ÿ

k“1

1
k

´
1

k ´ ia
“ Im

n
ÿ

k“1

1
k

´
k ` ia

k2 ` a2

“

n
ÿ

k“1

1
k

´
k

k2 ` a2

“ a2
n
ÿ

k“1

1
kpk2 ` a2q

,

d’où le résultat voulu avec la question précédente.

Solution 2 On considère le solide

S “
␣

px, y, zq P R3 ˇ

ˇ x2 ` y2 ď z ď 4 ´ x2 ´ y2( .

Les conditions définissant S peuvent se réécrire sous la forme

x2 ` y2 ď z et x2 ` y2 ď 4 ´ z.

On obtient donc px, y, zq P S ðñ x2 ` y2 ď minpz, 4 ´ zq.

Détermination des sections horizontales
Pour z P R fixé, on définit la section Sz “ tpx, yq P R2 | px, y, zq P Su.
Pour que Sz soit non vide, il faut minpz, 4 ´ zq ě 0, ce qui impose 0 ď z ď 4.
Pour z P r0, 4s, la section Sz est un disque centré à l’origine, de rayonRpzq “

a

minpz, 4 ´ zq.
Son aire vaut donc λ2pSzq “ πRpzq2 “ π minpz, 4 ´ zq.

Calcul du volume par intégration suivant les tranches
Le volume du solide S est donné par

λ3pSq “

ż

R
λ2pSzq dλpzq “

ż 4

0
λ2pSzq dz “ π

ż 4

0
minpz, 4 ´ zq dz.

On scinde l’intégrale au point z “ 2 :

λ3pSq “ π

ˆ
ż 2

0
z dz `

ż 4

2
p4 ´ zq dz

˙

“ 2π
ż 2

0
z dz.

(Le changement de variable est inspiré par la symétrie de V). Enfin,

λ3pV q “ 2π
ż 2

0
z dz “ 2π

„

z2

2

ȷ2

0
“ 4π.

Solution 3 1. Soit a ě 1. On considère

gpaq “

ż

r0,1r

logpa´ x2q dλpxq.

Si a ą 1, la fonction x ÞÑ a´ x2 est strictement positive sur r0, 1s, et

logpa´ x2q
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est continue sur r0, 1s ; l’intégrale est donc bien définie et finie.
Si a “ 1, on a

logp1 ´ x2q “ logp1 ´ xq ` logp1 ` xq.

La fonction logp1`xq est continue sur r0, 1s, tandis que logp1´xq présente une singularité
en x “ 1. Comme x ÞÑ logp1´xq est continue sur r0, 1r, l’intégrale

ş

r0,1r
logp1´x2q dλpxq

est définie et réelle si et seulement si l’intégrale impropre
ş1
0 logp1´xq dx est convergente.

Posons pour x ą 0 : ψpxq “ x log x. ψ est dérivable sur s0,`8r ; elle se prolonge par
continuité en 0 avec ψp0q “ 0. Pour x ą 0, on a ψ1pxq “ 1 ` logpxq.

Maintenant,
ş1
0 logp1 ´ xq dx et de même nature que

ş1
0 1 ` logp1 ´ xq dx “

ş1
0 ψ

1p1 ´

xq dx, qui est convergente, car ψ a une limite nulle en 0.
Ceci montre que logp1´x2q est intégrable sur r0, 1r. Ainsi, pour tout a ě 1, l’intégrale

converge.
2. On a pour x Ps0, 1r et a P r0, 1s :

logpa´ x2q “ logp
?
a´ xq ` logp

?
a` xq “ ψ1p

?
a´ xq ` ψ1p

?
a` xq ´ 2.

En intégrant entre 0 et 1, il vient

gpaq “ ´2 ` r´ψp
?
a´ xqs1

0 ` rψp
?
a` xqs1

0 “ ψp
?
a` 1q ´ ψp

?
a´ 1q ´ 2.

3. Pour n ě 2, on pose

un “ ´

ż 1

0
n log

´

1 ´
x2

n

¯

“

ż

r0,1s

fnpxq dλpxq avec fnpxq “ ´n log
ˆ

1 ´
x2

n

˙

.

Si on pose fpxq “ ´ logp1 ´ xq, on a, pour x P r0, 1{2s, f 1pxq “ 1
1´x ď 2. f est

croissante, et avec l’inégalité des accroissements finis, on a 0 ď fpxq ď 2x.
Pour x P r0, 1s et n ě 2, on a x2

n P r0, 1{2s, et l’inégalité ci-dessus donne

0 ď ´n log
´

1 ´
x2

n

¯

ď 2x2.

La fonction x ÞÑ 2x2 est intégrable sur r0, 1s, et pour tout x P r0, 1s,

logp1 ´ x2{nq “ ´x2{n` op1{nq,

d’où ´n logp1 ´ x2{nq “ x2 ` op1q ce qui signifie que pour tout x P r0, 1s

fnpxq “ ´n log
´

1 ´
x2

n

¯

ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

x2.

La suite pfnq étant dominée par la fonction x ÞÑ 2x2 intégrable sur r0, 1s, le théorème
de convergence dominée s’applique et on a :

lim
nÑ`8

un “

ż 1

0
x2 dx “

1
3 .
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4. On écrit
gpnq “

ż 1

0
logpn´ x2q dx “ logn`

ż 1

0
log

´

1 ´
x2

n

¯

dx.

Ainsi,
gpnq “ logn´

un

n
.

Comme un Ñ 1
3 , on en déduit

gpnq “ logn´
1

3n ` o
´ 1
n

¯

.

Le développement asymptotique de gpnq en `8 est

gpnq “ logn´
1

3n ` o
´ 1
n

¯

,

ce qui donne le développement voulu avec α “ 1 et A “ ´1
3 .

Solution 4 On considère des variables aléatoires indépendantes X,Y, U , où X et Y suivent
une loi de Bernoulli de paramètre p P r0, 1s, et U suit la loi uniforme sur r0, 1s. On définit

M “

ˆ

X U
U Y

˙

, N “ I2 `M “

ˆ

1 `X U
U 1 ` Y

˙

.

1. Les variables X et Y étant indépendantes et de loi Bppq, la variable

S “ X ` Y

suit la loi binomiale Bp2, pq. Ainsi,

PpS “ kq “

ˆ

2
k

˙

pkp1 ´ pq2´k, k “ 0, 1, 2.

2. On a
trN “ p1 `Xq ` p1 ` Y q “ 2 ` S.

Par conséquent,
EptrNq “ 2 ` EpSq “ 2 ` 2p,

et, comme Var pSq “ 2pp1 ´ pq,

Var ptrNq “ Var pSq “ 2pp1 ´ pq.

3. On calcule detN “ p1 `Xqp1 `Y q ´U2. Or, pour tout u P t0, 1u, on a 1 `u “ 2u, d’où

p1 `Xqp1 ` Y q “ 2X`Y “ 2S .

Ainsi, detN “ 2S ´ U2.
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4. Par linéarité, EpdetNq “ Ep2Sq ´ EpU2q. Or,

Ep2Sq “

2
ÿ

k“0
2kPpS “ kq “

2
ÿ

k“0
2k

ˆ

2
k

˙

pkp1 ´ pq2´k “ p1 ´ p` 2pq2 “ p1 ` pq2,

et

EpU2q “

ż

Ω
Upωq2 dP “

ż

R
u2 dPU puq “

ż

R
u21r0,1spuq dλpuq “

ż 1

0
u2 du “

1
3 .

Donc
EpdetNq “ p1 ` pq2 ´

1
3 .

La variable 2S “ 2X`Y est σpX,Y q-mesurable, tandis que U2 est σpUq mesurable.
Or, d’après le lemme des coalitions, les tribues σpX,Y q et σpUq sont indépendantes,
donc 2S et U2 sont indépendantes. Comme elles sont bornées, elles ont des moments
d’ordre 2, et par indépendance, la variance de la somm est la somme des variances, soit

Var pdetNq “ Var p2Sq ` Var pU2q.

Or
Var p2Sq “ Ep4Sq ´ pEp2Sqq2.

En procédant comme précédemment, on a

Ep4Sq “

2
ÿ

k“0
4k

ˆ

2
k

˙

pkp1 ´ pq2´k “ p1 ´ p` 4pq2 “ p1 ` 3pq2,

d’où
Var p2Sq “ p1 ` 3pq2 ´ p1 ` pq4 “ pp1 ´ pqpp2 ` 5p` 2q.

De plus,
Var pU2q “ EpU4q ´ pEpU2qq2 “

1
5 ´

1
9 “

4
45 .

Finalement,

Var pdetNq “ p1 ` 3pq2 ´ p1 ` pq4 `
4
45 “ pp1 ´ pqpp2 ` 5p` 2q `

4
45 .

5. On a presque sûrement 0 ď U2 ď 1. D’autre part, puisque S P t0, 1, 2u, on a 2S ě 1.
Ainsi,

detN “ 2S ´ U2 ě 1 ´ U2 ě 0,

avec égalité seulement si S “ 0 et U “ 1, événement de probabilité nulle puisque
PpU “ 1q “ 0.

Donc PpdetN “ 0q “ 0, et N est presque sûrement inversible.
6. Comme S ne prend que les valeurs 0, 1, 2, on peut écrire, presque sûrement,

logpdetNq “

2
ÿ

k“0
1tS“ku logpdetNq “

2
ÿ

k“0
1tS“ku logp2S ´U2q “

2
ÿ

k“0
1tS“ku logp2k ´U2q.
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7. En prenant l’espérance et en utilisant l’indépendance de S et U , on obtient

EplogpdetNqq “

2
ÿ

k“0
PpS “ kqE

`

logp2k ´ U2q
˘

,

soit

EplogpdetNqq “

2
ÿ

k“0

ˆ

2
k

˙

pkp1 ´ pq2´kE
`

logp2k ´ U2q
˘

“

2
ÿ

k“0

ˆ

2
k

˙

pkp1 ´ pq2´k
´

´2 ` ψp2k{2 ` 1q ´ ψp2k{2 ´ 1q

¯

“ ´2 `

2
ÿ

k“0

ˆ

2
k

˙

pkp1 ´ pq2´k
´

ψp2k{2 ` 1q ´ ψp2k{2 ´ 1q

¯

“ ´2 ` p1 ´ pq2pψp2q ´ ψp0qq

` 2pp1 ´ pq

´

ψp1 `
?

2q ´ ψp
?

2 ´ 1q

¯

` p2 pψp3q ´ ψp1qq

“ ´2 ` 2p1 ´ pq2 log 2 ` 3p2 log 3

` 2pp1 ´ pq

´

p1 `
?

2q logp1 `
?

2q ` p
?

2 ´ 1q logp
?

2 ´ 1q

¯

.

Cependant, comme p
?

2 ` 1qp
?

2 ´ 1q “ 1, on a

p1 `
?

2q logp1 `
?

2q ` p
?

2 ´ 1q logp
?

2 ´ 1q “ p1 `
?

2q logp1 `
?

2q ´ p
?

2 ´ 1q logp
?

2 ` 1q

“ 2
?

2 logp
?

2 ` 1q,

et finalement

EplogpdetNqq “ log
´

e´2 22p1´pq2 33p2
p1 `

?
2q4pp1´pq

?
2
¯

.
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