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Le sujet est composé d'un probleme. Les résultats de la partie des
préliminaires peuvent étre mobilisés dans chaque partie. La partie II peut
étre traitée indépendamment de la partie I. La partie III utilise des résultats
des parties I et II, qui seront systématiquement mentionnés. Tout résultat
nécessaire pourra étre admis.

Bareéme indicatif, par partie : 4-13-11-10.

Le sujet est long, il n’est pas attendu que les candidats fassent tout,
la qualité de I’argumentation est un élément important d’appréciation des
copies.

ik Partie zéro (Préliminaires) ***

1. Montrer que pour tout ¢ > 0, on a 0 < 1 — cost < min(% 5 72), puis
que pour tout ¢ > 0, on a 0 < 1=cost COSt <1

2. Justifier la convergence de f0+oo 1 cost .

K Partie I *¥**

1. Montrer que pour tout z > 0, la fonction ¢ +» 1=S%Le=ot egt
intégrable sur ]0,+oo[ par rapport a la mesure de Lebesgue. On
pose alors

1 —cost
Ve >0 F(x)= / e ().
10,400 t

_1

2. Montrer que I est dérivable sur ]0, +-00[, avec F'(z) = 355 — 3.
Indication : on pourra commencer par fixer un réel a > 0 et travailler
sur |a, 4+o00].

3. Montrer que lim F(n) = 0. En déduire que

n—-+o0o

1
Ve >0 F(x)= 5 log(1 + z72).

1 Tournez la page S.V.P.



4. On pose pour z > 0 :

Glz) = / L= COst ot gz @),
10,400 T

Vérifier que G est bien définie, puis montrer que G est dérivable sur
10, 400, avec G' = —F.
5. Montrer qu’il existe C' € R telle que

Ve >0 Gz)=C— glog(l +27%) — atan .

6. Déterminer la valeur de C' (Indication : on pourra calculer de deux
maniéres différentes la limite de G en +00).

T 1 — cost T
—— dt = .
0 t 2

*¥k Partie [ ¥**

7. Montrer que

Pour z > 0, on pose H(x) = f0+°° we—xt dt.
1. Vérifier que H est bien définie et ’écrire sous forme d’une intégrale
de Lebesgue.

2. Montrer que x +— H(z) est une fonction continue sur ]0, 4o0].
Remarque : il serait possible de démontrer que H admet un prolon-
gement continu a [0, +o0[, mais ce n’est pas demandé ici.

3. Montrer que H est intégrable sur |0, 4+o00| et que

/ H(x) d)\(x):/ (cost)(1 — cost) A1),
10,4-00]

10,4-00] t2

4. Montrer que cette intégrale est nulle. Indication : on pourra com-
mencer par justifier I’identité, pour ¢ réel :
1 — cos(2t)

(1—cost)cost = (1 —cos®t) — (1 —cost) = )

— (1 —cost).
5. Montrer qu’il existe x > 0 tel que H(x) = 0.
K Partie TTT ***

Soit 4 la mesure sur (R, B(IR)) dont une densité par rapport & la mesure
de Lebesgue est

21 —cost
;T1}0,+oo[(t)-
1. A laide de L.7, montrer que pour tout « réel,
21— t
/ S2TOA ) = |al.
+2
10

oo T

t+—

2. Montrer que u est une mesure de probabilité.

3. Soit X une variable aléatoire suivant la loi p. A Taide des préliminaires,
montrer que pour tout a > 0, P(X <a) < 2 et P(X > a) < %.

4. On pose Y = cos(X). A Paide de IL.4, montrer que Y est centrée.

5. % Montrer que Var Y = %

Indication : on pourra s’inspirer de 11.4 et utiliser III.1.

FIN



Préliminaires 4 points

1. Pour tout ¢ > 0, on a —1 < cost < 1, ce qui entraine évidemment
0<1—cost <2 Pourx>0sinz = foxcosu du < foxl du = x,

puis 1 —cost = fgsinm dx < fgx dex = %
On a donc bien 0 < 1 — cost < min(%,Q). D’apres 1'égalité des
accroissements finis, il existe 6 €0, ¢[ avec |[1=5%t| = |sin(f)| < 1,

d'ou 0 < @ < 1. 2,5 points

2. La fonction & intégrer est positive, continue sur |0, +oo[. Pour mon-
trer 'intégrabilité, il suffit de la majorer par une fonction intégrable.
Or, avec la question 1), on a

1 —cost _ min(t?/2,2) 1
g = g smingp)

/ min(> 2)d>\(t)—/21dt+/+w2—1+1—2<—|—oo
0,40 2’12 0 2 s 7

ce qui montre la convergence.1,5 point

vVi>0 0<Z

Partie I 15 points

1. Soit > 0, la fonction ¢ #e“”t est continue sur ]0, +o00[, donc
mesurable par rapport a la tribu borélienne.
Comme ll—iostefxt’ — 1—iostefmt < efzt et que
f10’+oo[ e ™ dA(t) = 1 < +oo, la fonction t +» 1=68Le=o et
intégrable sur |0, +oo[ par rapport & la mesure de Lebesgue. 1 point

2. Soit a > 0. On a %@e*” = —(1 —cost)e™®, donc

0 1—cost
Vx €la, +oo[ Vt €]0, +o0] |%%6_”| = (1—cost)e ™ < 2,

Comme jio +m[2e*at dA(t) = 2 < 400, le théoréme de dérivation
sous le signe intégrale nous donne la dérivabilité de F sur Ja,+o0],

avec

Fl'(z) = / (cost — 1)e™™ dA(t) = / cost e~ d\(t) — i
10,+o00[ 10,4-00[ 90

Comme |e'le™®| = ¢~ la fonction t — e''e™'® est intégrable sur
0, 4-00[ :
/ ete™ d\(t) = lim ete ™ d\(t)
10,+o00] M=o Jjo,M|
) 1 — elimo)M 1 T +1
= lim - = - = .
M—+00 x—1 x—i x2+1

On en déduit



soit

x
coste ™ dA(t) = ———
/]0,+OO[ W=
et finalement F"(z) = %5 — 1 pour tout z €]a, +00[. Comme tout

x > 0 admet un voisinage de la forme Ja, 400 pour un certain a > 0
(par exemple a = x/2) , la dérivabilité de F' sur ]0, 4o00[ s’ensuit.
3 points

3. 0< @e*”t < e ™ donc en intégrant 0 < F(n) < %, ce qui

_ 1 2 1

entraine lim F(n) = 0. Comme F'(z) = 1= T

n—-+00
une primitive de F' sur |0, +oo[ est

_Z
241

1 1 1
B log(2? +1) —logz = i(log(ac2 +1) —logz?) = 5 log(1 +z72),
donc il existe K réel tel que
1
Ve >0 F(x)= §log(1 +27 )+ K.

En faisant x = n et en faisant tendre n vers l'infini, on obtient
K =0, soit

1
Ve >0 F(x)= 5 log(1 + z72).

3 points
4. D’apres les majorations établies en préliminaire, on a

l1—cost _,, 1

Vr>0 Vt>0 0< 2 <35

e—xt (1)
t— %e‘xt étant continue, la majoration (?7) assure son intégrabilité.
Ainsi G est bien définie.

On a Ql—coste—xt — _ l—cost
ox 2

7 e~ ** donc

—cost

01 1-— t
Vo €la, +oo] Yt €]0, +oo] |5 LY

—xt| —
Comme f]o +Oo[e_at dA(t) = 1 < +00, le théoréme de dérivation
sous le signe intégrale nous donne la dérivabilité de G sur Ja, +o0],
avec

G(z) = — / ﬁe*wt dN(t) = —F(z).
10,400

Comme tout x > 0 admet un voisinage de la forme ]a,+o00| pour
un certain a > 0 (par exemple a = z/2) , la dérivabilité de F' sur
10, +00[ s’ensuit. 2 points

5. On trouve une primitive de F' grace a une intégration par parties :

x —2x73

— d
21+ 22 v

1 1
/210g(1+x2) dr = §xlog(1+x*2) —/

1 _2 1

= glog(l + 272) + arctan

4



Comme G’ = —F, on en déduit qu’il existe C € R telle que
Ve>0 G(x)=C-— glog(l + 27?) — arctan z.

1 point
. En intégrant la majoration (?7), on obtient pour tout > 0 I'inégalité :
0<G(z) <5, donc lim G(z)=0.

T—r+00
En +o00, log(14+272) ~ 272, donc —£ log(1+272) ~ —3- et a donc
une limite nulle en l'infini. Comme la fonction arctangente a une

limite 7/2 en linfini, ona lim C — £log(1 + 272) — arctanz =
T—>+00
C— 3,dou C = 7.2 points

. Avec la question 1), on a

1-— coste_xt < min(¢2/2, 2)

1 2
_t .
Ve>0 Vi>0 2 < 2 e ” gmm(i,tj).

l—cost ,—xt

Comme pour tout ¢ > 0, I'application x — ~=7>¢ est continue

sur [0, +o0[ et que

/ min(% z)d/\(t)—/Qldt—l—/+OO2—1+1—2<+oo
0,400 2’12 0 2 y 7

le théoreme de continuité d’une intégrale dépendant d’un pa-

rametre nous dit que x — f]O’JrOO[ 17;205'56_“ d\(t) est continue. En
particulier
1-— t . 1-— t .
/ —— 2Lt = lim et ant) = lim G(a).
J0400f ¢ =0t Jlogoo ¢ 20+

Evaluons cette limite : on a pour z >0

T x 22 +1

G(z) = 5 — log(

=375 )—arctan x = g—zlog(l—i-:cQ)—i—x log x—arctan x.

22 2

Comme lim zlogz =0, on obtient lim G(x) = 7, soit
z—0t z—0t

1— t
/ $ dA(t) = =
J0,400f 1t 2
l—cost

Comme ~—37**, est continue, positive, intégrable par rapport a la
mesure de Lebesgue, l'intégrale de Riemann impropre existe aussi
et coincide : on a ainsi

T 1 — cost T
— dt = —.
0 t 2

3 points



Partie 1I 10 points
1. Az fixé, la fonction t — we*xt est une fonction continue.
Les intégrales qu7+oo[ ‘Mwe,mt| dA(t) et f0+oo ‘wefmq dt
sont donc simultanément finies ou infinies. Or, la majoration vue en

préliminaire |1=¢%*f| <1 nous donne

(cost)(1 — cost) .
t

Comme f}o oo e~ d\(t) = % < 400, par comparaison les deux
intégrales sont finies, I'intégrale impropre f0+°° Me_“ dt

(cost)(1—cost) et )\

est absolument convergente et coincide avec jio bl T (t).

1,75 point

2. Posons f(xz,t) = we”t. Soit A > 0.
— Pour tout ¢t > 0 x — f(x,t) est continue;

— On a pour tout z > A, pour tout t > 0 :
[z, t)] < e ™ < e

— f}07+oo[e_‘4t dt = % < +00.

D’apres le théoreme de continuité sous le signe intégral, x — H(x)
est donc continue sur |4, +oo[. Comme la continuité est une pro-
priété locale et que chaque point de 0,+oco] a un voisinage de la
forme |0, +o0l, la continuité de H sur |0, 400 s’ensuit.1,75 point

3. Posons 2 =0, +00| et montrons l'intégrabilité de f sur Q2. Comme
|f(z,t)] < @e*”, d’ott pour tous z,t > 0, il suffit de montrer
celle de (z,t) — 1=t Or, avec Tonelli

/Q(l_COW d(A@A)(m,t):/ (/Q(l_“’s’t)et dA(w)) dA(t)

x0 U Q 13

1 _
- / L2t A1) < +oo,
0,400 T

avec les préliminaires. La fonction f est donc intégrable sur 2; le

théoreme de Fubini dit que son intégrale est égale & f]o oo F(z)d\(z)

d’une part (intégration en ¢, puis en ), et a

/]0 . ( /}OW[ f(a,t) dA(:c)) dA(t)

(cost)(1—cost) d)\(t)

d’autre part (intégration en x puis en t), soit jio oo 2

2,5 points

4. La premiere égalité proposée (1—cost)cost = (1—cos?t)—(1—cost)
est évidente. La deuxieme provient de la formule de linéarisation de
cos’t :on a

) et 4emit\? 2ty e 2t 19 2cos(2t)+2 1+ cos(2t)
cos“(t) = 5 = 1 = 1 = 5 .



On a donc pour t > 0,

(1 —cost)cost 1—cos(2t) 1—cost
12 2t2 12 '

1—cos(2t)
2t2

Or sait que % est intégrable ; par différence

aussi et 'intégrale cherchée est la différence

/+°° 1 — cos(2t) gt /+°° 1 —cost gt
0 2t2 0 t2 '

I'est donc

Avec le changement de variable u = 2t, les deux intégrales sont
égales, donc la différence est nulle.2 points

5. On raisonne par l'absurde et on suppose que H ne s’annule pas.
Comme H est continue, d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires,
H est toujours strictement positive ou toujours strictement négative.
Supposons que H est strictement positive. Comme H est continue
en 1, il existe un voisinage [1 —e,1 + q de 1 sur lequel H dépasse
H(1)/2. On a alors [, H(z) do > [, F H(z) dv > eH(1) > 0 :
contradiction. Le cas ou H est strictement négative se traite de
maniere analogue.2 points

Partie III 11 points

1. Si @ = 0, la formule est immédiate (tout est nul). Pour a > 0, le
changement de variable u = at donne

/+°°1—cosat gt /+°Ol—cosud T
—  dt=« — du= —«
0 t2 0 U2 2

avec 1.7 d’ou le résultat voulu. Pour a < 0, on utilise la parité de
la fonction cosinus.0,5 point

2. La fonction t — %% est bien positive.On a p(R) = [ %% d\(t) =

|1|, donc p est une mesure de probabilité.0,5 point
3. P(X <a)=P(X €] —c0,a]) =Px(] —00,a]) = p(] — 00,a]) On a

/J'(] - O0,0(]) = /Rl}oo,a} dp

21—cost
[ 1) @2 ) XD
R

t2
2 1-
== / L LANG)
T ]0,0c] t
< 2/ Lan@) = © 2,95 points
T Jj0,q] 2 us

De méme, P(X > a) =P(X € [a, +00]) = Px ([a, +0]) = pu([ex, +00])



On a
([ev, +00l) /1044roo
R

2 1 —cost
- /R ool L, 4oe((£) dA()

t2
2 1 t
_ = % dA(t)
T Ja,+00] t
2 2 4
< / EdA(t) = —.2,25 points
[o,400] t o

4. 'Y étant bornée en valeur absolue par 1, elle admet des moments de
tous ordres. Avec le théoreme de transfert, on a

E(Y) =E(cos X) = /Rcos(t) dPx(t)

21 —cost
:/COS(t)1]0,+oo[(t)2 dA(t)
R s t
2 1-—
:/ 2 cost( . cost) dA(H)
10,400 T t
2

:/ cost(l;cost) dA(H) = 0
10,4-00] t

d’apres 11.4.2 points

5. En procédant comme a la question précédente, on a

E(Y?) = E((cos X)?) = RCOSZ(t) dPx(t)

201 —
:2/ (cost) (12 cost) dA(t)
T J]0,+00] t

Pour t > 0, on a

(cost)?(1 — cost) = (cost)? — (cost)® = (1 — (cos(t))3) — (1 — cos(t)?)
= (1 — (cos(t))?) — (cost)(1 — cost) — (1 — cos(t))

Et donc
(cost)?(1 —cost) 1 —(cos(t))® (cost)(l — cost) ~ 1—cos(?)

12 N 12 2 12

Les intégrales des deux derniers termes ont déja été calculées : on a

2 (cost)?(1 — cost) 2 1 — (cos(t))?
2 /]0 . an(r) = 2 /]D e A0

t2 12
2 cost)(1l — cost
10,4-00]
B 2/ 1 c;)s(t) dA(t)
t
10,400
:2/ L= (osO) ny—0-1
t
10,4-00]



it 4 et \ 3 gBit 4 =3it 4 3.t | g,—it
2 > - 8
~ 2cos(3t) +6cos(t)  cos(3t) + 3cos(t)

Ona@%®3:<

8 B 4
. 1—(cost)® 11—cos(3t) 31— cos(t) .
D’ou 2 =1 o + 1 o) , puis
2 1 — (cost)? 12 1 — cos(3t 2 1-—
2 Y ap-2 ] Eaps32 [ 290a,
T J10,400] t 47 J)0,+00f t AT Jjo oot
1 3 3
=1 x 3+ 1 x1= 5

On a donc E(Y?) = 3 — 1 =1 et finalement

1
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