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Le sujet est composé d'un probleme. Les résultats de la partie des
préliminaires peuvent étre mobilisés dans chaque partie. La partie II peut
étre traitée indépendamment de la partie I. La partie III utilise des résultats
des parties I et II, qui seront systématiquement mentionnés. Tout résultat
nécessaire pourra étre admis.

Bareéme indicatif, par partie : 4-13-11-10.

Le sujet est long, il n’est pas attendu que les candidats fassent tout,
la qualité de I’argumentation est un élément important d’appréciation des
copies.

ik Partie zéro (Préliminaires) ***

1. Montrer que pour tout ¢ > 0, on a 0 < 1 — cost < min(% 5 72), puis
que pour tout ¢ > 0, on a 0 < 1=cost COSt <1

2. Justifier la convergence de f0+oo 1 cost .

K Partie I *¥**

1. Montrer que pour tout z > 0, la fonction ¢ +» 1=S%Le=ot egt
intégrable sur ]0,+oo[ par rapport a la mesure de Lebesgue. On
pose alors

1 —cost
Ve >0 F(x)= / e ().
10,400 t

_1

2. Montrer que I est dérivable sur ]0, +-00[, avec F'(z) = 355 — 3.
Indication : on pourra commencer par fixer un réel a > 0 et travailler
sur |a, 4+o00].

3. Montrer que lim F(n) = 0. En déduire que

n—-+o0o

1
Ve >0 F(x)= 5 log(1 + z72).

1 Tournez la page S.V.P.



4. On pose pour z > 0 :

Glz) = / L= COst ot gz @),
10,400 T

Vérifier que G est bien définie, puis montrer que G est dérivable sur
10, 400, avec G' = —F.
5. Montrer qu’il existe C' € R telle que

Ve >0 Gz)=C— glog(l +27%) — atan .

6. Déterminer la valeur de C' (Indication : on pourra calculer de deux
maniéres différentes la limite de G en +00).

T 1 — cost T
—— dt = .
0 t 2

*¥k Partie [ ¥**

7. Montrer que

Pour z > 0, on pose H(x) = f0+°° we—xt dt.
1. Vérifier que H est bien définie et ’écrire sous forme d’une intégrale
de Lebesgue.

2. Montrer que x +— H(z) est une fonction continue sur ]0, 4o0].
Remarque : il serait possible de démontrer que H admet un prolon-
gement continu a [0, +o0[, mais ce n’est pas demandé ici.

3. Montrer que H est intégrable sur |0, 4+o00| et que

/ H(x) d)\(x):/ (cost)(1 — cost) A1),
10,4-00]

10,4-00] t2

4. Montrer que cette intégrale est nulle. Indication : on pourra com-
mencer par justifier I’identité, pour ¢ réel :
1 — cos(2t)

(1—cost)cost = (1 —cos®t) — (1 —cost) = )

— (1 —cost).
5. Montrer qu’il existe x > 0 tel que H(x) = 0.
K Partie TTT ***

Soit 4 la mesure sur (R, B(IR)) dont une densité par rapport & la mesure
de Lebesgue est

21 —cost
;T1}0,+oo[(t)-
1. A laide de L.7, montrer que pour tout « réel,
21— t
/ S2TOA ) = |al.
+2
10

oo T

t+—

2. Montrer que u est une mesure de probabilité.

3. Soit X une variable aléatoire suivant la loi p. A Taide des préliminaires,
montrer que pour tout a > 0, P(X <a) < 2 et P(X > a) < %.

4. On pose Y = cos(X). A Paide de IL.4, montrer que Y est centrée.

5. % Montrer que Var Y = %

Indication : on pourra s’inspirer de 11.4 et utiliser III.1.
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