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Exercice 1 On note v la fonction définie sur |0, +o00[ par la relation

+oo —t —xt
o= | <et_16—e—t> it

Pour n entier naturel non nul, on pose
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1. Soit x > 0. Montrer que la fonction ¢ — eT_t — 16:7:_: est intégrable
par rapport & la mesure de Lebesgue sur |0, +oo[. En déduire que ¢

est bien définie.

2. Soient a, b des réels avec 0 < a < b. Montrer que pour tout ¢ > 0 et
tout = €la, b, on a

e—t e—bt

t 1—et

e—t e—xt

t 1—et

e—t e—at

t 1—et

_l’_

Montrer que 1 est continue sur ]a,b[, puis que v est continue sur
10, +o0l.

3. Montrer que la suite (uy,),>1 définie par u, = H,, —logn admet une
limite lorsque n tend vers l'infini. On notera 7y cette limite.
Indication : on pourra étudier la nature de la série de terme général
Up — Up—1-

4. Montrer que pour tout entier n > 1,

oo o=t _ o —(n+1)t
Hn—/ T dt

— e

Indication : on pourra calculer la somme e~ + e 2t + ... 4 7",

1 Tournez la page S.V.P.



5. Pour u > 0, on pose

Vérifier que F est bien définie sur |0, +00], puis montrer qu’elle est
dérivable. En déduire la valeur de F'.

Foo 1 1
J’I’L g / eint —_ — dt
0 t 1 — eit

Déterminer la limite de J,, quand n tend vers I'infini.

6. On pose

7. Hors baréeme, pour la culture, a chercher chez vous
Montrer que pour tout entier naturel n > 1, (1) = logn + J,, —
H, ;.

8. Hors baréme, pour la culture, d chercher chez vous
En déduire que v = —(1).

Exercice 2 On suppose que X suit la loi Béta £(2,2), c’est a dire que
X est une variable aléatoire qui prend des valeurs dans [0, 1] et admet la
densité fx(x) = 6z(1 — 2l 1)(x).
1. Pour h continue bornée, exprimer E(h(X)) et E(h(1 — X)) sous
forme d’une intégrale. En déduire que X et 1 — X ont méme loi. On
rappellera explicitement 1’énoncé du théoreme de cours utilisé.

2. Calculer, si elles existent
(a) E(X);
(b) E(x);
(c) E(log(X)).

3. On note Fx la fonction de répartition de X. Montrer que

0 sit<0
Fx(t)=qt*(3-2t) site|0,1]
1 sit>1.
4. Onpose Y = —log(X). Quelles sont les valeurs prises par la variable

aléatoire Y ?
Pour ¢ > 0, montrer que

P(Y >t) = Fx(e™).

5. Montrer que Y est une variable aléatoire a densité, et que la densité
fy vérifie

VieR fy(t) = e_tfx(e_t).
6. Montrer que pour tout entier naturel k, on a

E(Y*) = 6k! ((;)kﬂ _ (;)m)

On rappelle que pour tout entier naturel n,
+o0
/ t"e tdt =T(n+1)=nl
0

7. Calculer Var (Y).
FIN



Correction

Solution 1 1. Soit x > 0. La fonction t — ? — % est continue
sur |0, +o0[, donc localement intégrable sur ]0,4+o0o[. Observons le

comportement lorsque ¢ tend vers 0. On a

e—t e—xt (1 _ e—t)e—t _ te—a:t

t l—et t(1—e?t)

En0,onal—e ! ~t doit(l—e ')~ t2 Pour le numérateur,

e—t _ e—2t _ te—(l?t

= 1-t+0t) -1 —=2t+0(>)) —t(1+0(1))
= (t+0(tH) - (t+0(t?)

= O(tz).

Finalement Q — 1= = O(1) au voisinage de 0 ce qui donne
llntegrablhte sur ]0, max(l x)]. Pour ¢t € [max(1,z),+oo], on a

< e—rt
t 1—et— 1—e® ’

ce qui donne l'intégrabilité sur [1, +oo[. L’intégrabilité d’une fonc-
tion continue sur ]0, +o0o[ entraine la convergence de 'intégrale de
Riemann impropre correspondante, donc 1 (x) est bien défini.2 points

2. Soient a,b avec 0 < a < b < 400. Si x € [a,b], on a pour tout t > 0

e—t e—at e—t e—xt e—t e—bt

— < <
t 1l—et — ¢ l—et — ¢ 1—et’

d’ou
ot ot ot e—at ot o—bt

< | _ Z
t 1—e—t|_|t 1—e‘t|+’t 1—et

Pour tout ¢ > 0, la fonction = — et;t — % est continue sur [a, b].
Comme |et: — 16_7:;\ +|€T_t — 16__7:;] est intégrable sur ]0, +00[, on en
déduit la continuité de v sur [a, b]. En particulier, pour tout = > 0,
¥ est continue sur [z/2,2z] qui est un voisinage de x : ¥ est donc
bien continue sur ]0, +oo[ tout entier. 2 points

—~

H, — H,_1)— (logn —log(n — 1))

+log(1—1/n)
Lo

n

Up —Up—1 =

I
O 3II=3Ir
“_LHs

3

. . ;. s 2 . n
Ainsi la série de terme général u, —u,—1 converge, mais » ;' _,(un
Up—1) = Up — u1, donc la suite (up)p>1 converge. 1 point



. Pour tout ¢ > 0, on a

e_t(l _ e—nt) et — g~ (nF1)t

—t —2t —nt __ _
R =

En intégrant entre 0 et +00, on obtient

Or 0+°° ekt

+oo —t _ ,—(n+1)t

(& e

/ < -,
0 1—e

2 points

%ut est continue sur |0, +ool, donc lo-
calement intégrable sur ]0, +o00[. En outre, lim;_, # =u—1,

donc la fonction se prolonge par continuité en 0, donc l'intégrale est
. . . —t__ ,—ut _ .
“faussement impropre” en 0. En I'infini, on a <—=%— = O(e (mm(l’“)t),
0 e t—eut —ut

. A u fixé, la fonction t — £

T
d’ou la convergence de l'intégrale. Par ailleurs 5. “—~— = e ",

T
ce qui nous donne pour tout a > 0

-t __ e—ut

0 e
Yu € [a,+oo[ Vt>0 |8—uf
Or t — e est intégrable, indépendante de u donc u +— F(u)
est C1 sur ]a, +ocf, avec F'(u) = f0+oo e dt = 1. Comme a est
quelconque strictement positif, le résultat est bien C! sur ]0, +oo]
tout entier avec F’(u) = L. Ainsi pour z > 0, F(z) = F(1) +
S F'(u) du=0+ [ % =logz.2 points

. Il est facile de voir que pour tout n > 1, on a

1 1
|e—nt - — |§6_t
t l-e
1 1

Comme pour tout ¢ > 0, lim,, ;o e~ (; — Tt

| — efut < efat'

1 1

t 1—et|’

>, si ’on montre

que e ! (l S

t 1—e?
minée permettra de conclure que la limite de J,. Or nous avons déja
" 4 —t(1_ _1
démontré que e (t Tp—

I'intégrale définit la valeur de v(1).1 point
. Ona

e—t e—t _ e—t e—nt N e—nt e—nt N e—nt e—t
t l—et ¢ t t l—et 1—et 1—et’

> est intégrable, le théoreme de convergence do-

) est intégrable : c’est la fonction dont

D’otu en intégrant entre 0 et +oo, ¥(1) = F(n) + J,, — H,—1, ot on
a utilisé la question 4 pour la derniere identité. Avec la question 5.
,ona(l)=logn+J, — Hy_1.

. log(n —1) =logn +1log(1 —1/n), donc (1) =log(1 —1/n) + J, —
(Hp—1 —log(n —1)). Lorsque n tend vers l'infini, log(1 — 1/n) tend
vers 0, J,, vers 0, et Hy,_1 — log(n — 1) vers v, d’ou ¢(1) = —~.



Solution 2 1. Avec le théoreme de transfert, on a

1
B(HX)) = [ ha)fx(x) dA) = [ h(@)fx(@) da
R 0
D’autre part, toujours avec le théoreme de transfert,
E(h(1-X /hl—xfx ) dA\(z /hl—:z:fX x) dx

Cependant, on a fx(z) = fx(1 — z), donc on a aussi

1 1
Bh(1 = X)) = [ B —a)fx(1 =) do = [ b@)fx(o) do.
ou la derniere égalité vient du changement de variable y = 1 — .

Ainsi, pour toute fonction f continue bornée, E(f(X)) = E(f(1 —
X)), ce qui montre que X et 1 — X ont méme loi.2 points

2. X, 1/X et log(X) sont toutes les trois de signe constant (positif, po-
sitif, négatif), donc les espérances ont toujours un sens, éventuellement
elles pourraient étre infinies. On a

(a)
E(X) :/0 zfx(z) da::/o 62%(1—z) dr = 6(1/3—1/4) = 1/2.

1 point

1 1
E(1/X) :/O v (@) da :/0 6(1—2) dz — 6(1—1/2) = 1/2.

1 point

1

1
E(log(X)) = /0 log(z) fx(x) de = lim log(z)(6x — 622) dx

e—=0t J¢

Or, une intégration par parties donne
1 1 1 .
/ log(z) (62 — 622) dx = [log(z)3z% — 23] — / — (322 — 22%) dx
x
g 13
1
= [zlog(x)(3z — 222)]! — / (3z — 22%) dx
&€

Comme lim,_,¢+ zlog(z) = 0, la limite en zéro vaut

! 3
—/ 32202 dr=—(=+2)=——.
0 2

1 point



3. Comme X prend ses valeurs entre 0 et 1, on a F'x(t) =0 pour ¢t <0
et Fx(t) =1 pour ¢t > 1. Pour ¢ entre 0 et 1, on a

Fx(t) = Bx(] - o0, 1]) = / e g dPx
/]]]OOth YdA(x /H{Ot]&rl—xd/\( )

= / 6x — 622 do = 3t> — 263 = 13(3 — 2t).
0

1 point

4. X prend presque strement ses valeurs dans [0, 1], et X est a densité
donc P(X = 0) = 0 et X prend presque sirement ses valeurs dans
10,1], donc Y = —log(X) prend presque sirement ses valeurs dans
[0, +00[. Pour ¢ réel et & > 0, on a (—log(z) > t) < (v <et),
donc {Y >t} = {X <t} et

PY>t)=P(X <t)=P(X <t)—P(X =t)=Fx(t) — 0= Fx(t).
1 point

5. Soit g une fonction continue bornée. En appliquant le résultat de 1.
a la fonction h(z) = g(—logx), on a

1
E(h(X)) = / o(~log z) fx () da

=/O+°O O pxe )t = [ Ty aiOg)e fxe) N0
— /R g()et fx(e) dA(t),

ol on a utilisé le changement de variable x = e~ et le fait que
fx est nulle sur | — 00,0[. Comme g a été prise continue bornée
quelconque, cela permet d’identifier la loi de X avec la mesure de
densité t — e~! fx(e™!) par rapport & la mesure de Lebesgue.1 point

6. En utilisant la question précédente et ’expression de fx, on a pour
t réel fy(t) = (6e " —6e ")l 1(e7") = (6e7% —6e ' )i, (¢), donc

E(Y*) = /R t*(6e — 63N, (1)

“+oo
= / tk(66_2t — 6e73) dt
0

=612 — 61y 3,
avec
+oo
Iho = / the=at gt
0
1 +o0o . .
= —— t)'e ™ adt
e A
1 oo k
= — u e " du
L
1
=

d’ot E(Y*) = 6k!(2-(+1D — 3=(+1)) 1 point



7. En particulier, E(Y) = 6(1/4 — 1/9) = 6% = 2, ce qui est cohérent
avec le résultat de 2(c), et E(Y?) = 6.2.(1/8 — 1/27) = 3 — ¢ = {2.
Finalement, Var (Y) = E(Y?) —E(Y)? = £2.

1 point



