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Exercice 1

Exercice 1. 1. Soit z = ¢+ id un nombre complexe, avec ¢ > 0 et d € R.
Montrer que la fonction ¢ — e™*! est intégrable sur R, par rapport 3 la
mesure de Lebesgue et que [ e~ dA(t) = i

2. Montrer que la fonction o — %5 est intégrable sur R.

l—cosax
e —1

3. En déduire que, pour tout réel a, la fonction = —
sur Ry .

est intégrable

4. On pose, pour a un réel quelconque

F(a):/ 1_5%1‘”@(:5).
Ry €

Soit A un réel quelconque. Montrer que F' est continue sur | — A, A|, puis
qu’elle est continue sur R.

5. Soit a un réel quelconque. Etudier la convergence de la suite de fonctions
définies sur Ry par f2(z) = 71 (1 — cos(ax))e~ kD,

6. Montrer que fR+ f2(xz) d\(x) tend vers F(a) quand n tend vers 'infini.
7. Montrer que pour tout a € R

400
1
Fla)=a*) —s—.
(a/) a nz::ln(nQ_,_aQ)

1 Tournez la page S.V.P.



Exercice 2. On considére une demi-boule, dont ’équation dans R? est
D ={(z,y,2) e R%2” +y° + 2° <1;2 > 0}
Le centre de gravité de D est le point de coordonnées (zg,yq, 2g), avec

Jpx dAPP (2y,2)

t6 =y
_ Ipy d\®3(2,y,2)

Yo = 2®3(D) >
6 = fD z dA®3(z,y,2)
A®3(D) )

Déterminer les coordonnées du centre de gravité de D

Exercice 3. Soit (X,,),>1 une suite de variables aléatoires indépendantes sui-
vant la loi exponentielle de parametre 1, T une variable aléatoire suivant la loi
de Poisson de parameétre 1. On suppose que T est indépendante de la tribu
o(Xn,n > 1) engendrée par les X,,.

Pour n > 1, on pose M,, = max(Xjy,...,X,), ainsi que
“+ o0
M = Mp = Tr—n M,.
n=1

On notera bien que dans la somme ci-dessus, pour tout w seul un terme est
non-nul, celui pour n = T'(w).

1. Pourn > 1, et t réel, écrire 'événement {M,, < t} comme une intersection
d’événements, puis déterminer la fonction de répartition de M,,.

2. Montrer que la loi M,, est une loi a densité, dont la densité par rapport
& la mesure de Lebesgue est t — ne™ (1 — e~ )" M (t).

3. Pour a < 1, calculer E(e*M2),

4. Montrer que pour ¢ < 0, Fj(t) = 0, ou Fj; désigne la fonction de
répartition de M.

5. Pour n entier naturel non nul, et ¢ > 0 montrer soigneusement que

1 (1- e_t)n.

P(M<t,T=n)=e" '
n!

6. Soit ¢ > 0. Eerire I'événement {M <t} comme une réunion disjointe. En
déduire que
Fp(t) = exp(—exp(—t)).

7. On pose G = —log X;. On dit que G suit la loi de Gumbel. On pose
encore Y = max(G, 0). Montrer que Y et M ont méme loi.
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1 SOLUTIONS

1 Solutions

Solution 1 1. Pour a,b réels, on a [e?+i®| = [e%e®| = |e?|.|¢®| = e®.1 En
particulier |[e™*| = e, et

1
/ le™#| dA(t) :/ e d\(t) = - < +oo,
R+ R+ c

z

donc z — e~*! est intégrable. On a

/ e * d\(t) = lim e~ d\(t)
Ry N—+400 [0,N]

N —zN
1 _ z
/ e * dA(t) :/ et dt =S
[0,N] 0 z

Comme |e *N| = e~*N — 0 quand N — +oc, on a

/ e *tdA(t) = 1
Ry z

Note : rares sont ceux qui ont pensé a justifier que limy_, o e ">V = 0.

Or,

2. — Solution 1 : La fonction f : x — %5 est clairement continue sur
]0,+cc[. En 0, e = 1 + 2 + o(z), donc e* —1 ~ z et %5 ~
1 : f admet un prolongement par continuité en 0 : 'intégrale est
donc « faussement impropre »en 0. La fonction est donc localement
intégrable sur R, seul le comportement a I'infini reste a étudier. Or

x _ 1 x 9 . x x
eT—1 — ov/2 gi/2_e—a/2" En Vinfini ot/2_o—a/2 ~ prye) tend vers 0 avec

les croissances comparées classiques. Ainsi f(x) = o(e~*/2) en I'infini.
Comme z — e~ */? est intégrable sur R, , on en déduit I'intégrabilité
de f en l'infini, et finalement sur R .

— Solution 2 : Pour tout > 0, on a & < sinh(z), et en particulier

x/2 < sinh(z/2). Pour tout > 0, e” > 1. Ainsi

T 2sinh(z/2) e*/? — e /2

et —1— e*—1 et —1

=e /2,

—x/2

Comme z — e est intégrable sur R, le résultat s’ensuit.

3. D’apres l'inégalité des accroissements finis, pour tout ¢ réel, on a |1 —
cost| < |t|. En particulier, pour x > 0,

1 —cosax |ax| x
| < = =lal—
-1 e —1 e —1

el‘
et l'intégrabilité découle de celle de f.
4. — Solution 1 : Fixons A > 0. On a
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— Pour tout z >0, a — % est continue sur [—A, A].
— Pour tout x > 0, pour tout a € [—A, A], on a

|1 — cos az| lax| x x
ler — 1]  — |e* —1] | |€I—1_ er —1 /(@)

— fR+ Af(z) dA\(x) < 400 d’apres la question précédente.
D’apres le théoreme de continuité sous le signe intégral, F' est continue
sur [—A, A]. Comme la continuité est une propriété locale et que tout
point de R a un voisinage de la forme [—A, A], on en déduit que F
est continue sur R.

— Solution 2 : Pour a,b dans R, on a

(cos(bx) — cos(ax))

Fla) - ) = | [ o0 gy
(cos(bx) — cos(ax))
< [ 1T o)
|ax — bx|
: /R T M)
S C‘a - b‘,

e —1
En particulier, elle est uniformément continue sur R.

avec C = fR+ == dA\(x) < 400. Ceci montre que F est C-lischitzienne.

5. Pour = 0, la suite f%(z) est identiquement nulle. Sinon, pour z > 0,
on reconnait la suite des sommes partielles de la série géométrique de
premier terme (1 — cos(ax))e™® et de raison e ® avec 0 < e % < 1:la
limite lorsque n tend vers 'infini est

L1

(1 — cos(ax))e Tt

Dans tous les cas f2(z) tend vers (1 — cos(azx))e™™

l—e—2%°

6. On a simplement

n—1
[fr@)] <Y 1(1 = cos(az))e” ")
k=0

n—1

<> [laze” "+
k=0
= ze ”
—(k+1) _ _
<Jol Y a4 = fal 7= = falf (0

Comme |a|f est intégrable, on obtient par le théoréme de convergence
dominée que la limite des intégrales est l'intégrale de la limite, soit F'(a).
On pouvait aussi procéder par convergence monotone, ce qu’ont fait de
nombreuses copies.
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7. On a

n—1 n—1
2z) =R (Z(l _ eiaw)e(kJrl)z) - R (Z (67(k+1)z _ e(k+1ia)z>>

k=0 k=0

La fonction z + S 27—} (em btz _ o=(k+1-ia)z) oot intégrable comme
somme de n fonctions intégrables (voir la question 1) et l'intégrale de la

somme est la somme des intégrales :

k=0k+1 k+1—ia k:lk k —ia

L’intégrale de f2 en est la partie réelle, soit

n

| 1 1 k+ia
RS 3§ - -
;k k—ia szk B2+ a2

=

- 1. 1.2 2
k:lk k2 +a
- 1

2
T kR )

k=1
d’ott le résultat voulu avec la question précédente.

Solution 2 Pour z € R, on note D, = {(z,y) € R?;(z,y,2) € D}. Pour z < 0
ouz >1,onaD, =4, tandis que pour z € [0,1], on a D, = B(0,v1 — 22), out
B(z,r) est, dans le plan, la boule de centre x et de rayon r.

D’apres le théoreme de Tonelli, on a

\®3(D) = / N(D,) d\(z)
R
Comme D, est vide si z ¢ [0, 1], on a simplement

A®3(D) = A2(D.) d\(z
(D) /H (D) dA(2)

:/Olm—zﬂ) iz

1 2

Posons s(x,y,z) = (—x,—y,2) et v = [, (2,y,2) d\®3(x,y, z). Par linéarité, et
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comme s(A) = A, on a
s(v) = /Ds(a:,y,z) d\®3(z,y,2) = RSHD(x,y,z)s(m,y,z) d\®3(z,y, 2)
= Rsﬂp(s(x,y,Z))s(z,y,Z) dX®(z,y, 2)
= [ oy )y ) N2 = v
R
ce qui entraine que le centre de gravité est sur 'axe de la symétrie s. Reste a

. ) : 1 ®3
calculer sa coordonnée sur I'axe des 2, soit 5z3755 Jp z dA®3(z,y, z). Comme D

est borné (inclus dans une boule), (x,y,z) — Alp(z,y, z) est intégrable et on
peut appliquer le théoreme de Fubini :

/Dz A3 (z,y, 2) = Rgm’D(x’y’Z) dAF3 (x,y, 2)
:/R( [ Ab(r.y.2) d/\Q(x,y)> dX ()
_ /R Z( [ o(e.3.2) d)\z(x,y)> dA(2)
_ /R 222(D.) dA(2)
_ /[071] 2X2(D.) dA(2)
:/[071] 2m(1 — 2%) dA(z)

1
7r/ z— 23 dz
0

1 1 T
=7\ — —) = s
(2 4) 4
donc T'altitude du centre de masse est finalement % = %7 d’ot la position du
3

centre de masse : (0,0, 3).

Solution 3 1. On a {M, <t} = 1<ﬁ< {X; < t}. L’indépendance nous

donne

et puisqu’ils ont tous la méme loi

P(M, <t)=P(X; <t)"
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Pour t < 0, P(X; <t) =0, tandis que pour ¢t >0 , on a

t
P(X;)<t= / Ix,(z) dz
0
t
:/ e Pdr=1—e"",
0

(I—e ™)™ six>0

0 sinon.

on a donc

2. La fonction de répartition de M, est continue, C' par morceaux : elle
admet donc une densité, qui est donné, sur chaque morceau, par la dérivée
de la fonction de répartition sur le morceau. Cela nous donne la densité

ne (1l —e 2"t siz>0

0 sinon,

[, (@) :{

ce qui est bien la densité annoncée.

Note : beaucoup de réponses avec des erreurs : la dérivabilité par mor-
ceaux n’est pas suffisante pour étre la fonction de répartition d’une loi
a densité. On a parfois lu sans justification que Fyy, serait dérivable sur
R, or cela n’est vrai que pour n > 2, et pas pour n = 1.

3. Soit o < 1. La variable e*™2 est positive. Le théoréme de transfert nous
donne donc

E(e*Mz) = /Q M) P (w)
:/e‘m dP s, ()
R
:/e‘”sz(gc) dPA(x)
R
/e‘“?e"”(l —e ") d\(z)

R
2/ e~ (Im)z _ e_(z_a)x) d\(x)
R
1
(1_a -
2

1
2—«

1-a)2-a)

4. Les événements {T' = n} forment une partition de l'espace. On a donc
pour tout t réel

{M S t} = Unzo{T = ’I’L,M S t}
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et la réunion est disjointe. Comme M = M,, sur I’événement {T" = n},
ona{T =nM <t} ={T =n,M, <t}. Or pour t < 0, ’événement
{M,, <t} est de probabilité nulle, a fortiori {T' = n, M,, <t} Pest aussi,
et 'événement {M < t} est de probabilité nulle car c’est une réunion
dénombrable d’événements de probabilité nulle.

. Pour n entier naturel non nul, et ¢ > 0, on a déja vu que {T'=n, M <
t} ={T =n,M, <t},donc P(T =n,M <t) =PT =n,M, <t).
D’apres ’hypothese d’indépendance, on a donc

P(T =n, M < t) = P(T = n)P(M, <t)

en utilisant le résultat de la question 1.
Note : nombreux sont ceux qui ont écrit

P(M <t,T=n)=PT =n)P(M < T =n),
ce qui est vrai, puis écrivent alors sans justification que
P(M <t|T =n)=P(M, <t),

ce qui est vrai aussi, mais mériterait une explication sérieuse.

. Comme on l'a déja noté, {M < ¢} est la réunion réunion disjointe des
événements {T'=n, M <t} = {T =n, M, <t}, donc

+oo
P(M<t)=> P(T=nM<t)
n=0

= G (l=e )"

:Ze n!

= exg(fl +(1—e") =exp(—e")
.Y = max(0,G) > 0 donc pour t <0, P(Y <t)=0.Pour ¢ >0, on a
{YV <t} = {max(0,G) <t} ={0 <t} n{G <t} ={G <t}
—{—log Xy <t} = {X; > 1)
Ainsi
PY <t)=P(X; > e
=Px, ([e™", +o0])

= / e ¥ dX\(z)
[e=*,+o00]

= exp(—e”")

Ainsi, pout tout ¢ réel, Fy-(t) = Fp(t) : Y et M ont la méme fonction de
répartition. Comme la fonction de répartition caractérise la loi, elles ont
la méme loi.



	Solutions

