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Les documents et calculatrices sont interdits.
Toutes les variables aléatoires considérées dans le sujet sont définies sur un
méme espace probabilisé (Q, F,P). La lettre E représente I'intégration par rapport
a IP: pour toute variable aléatoire intégrable Y, on a E[Y] = [, Y (w) dP(w).

Dans tout le sujet, log désigne le logarithme népérien. On attire particulierement
I’attention du candidat sur les questions marquées d’un ¢

Exercice 1 (~ 7 points)
1. O A laide d'un développement en série entiere, montrer que
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2. On donne

Montrer que

Exercice 2 (= 4 points)
Soit (X,,)n>1 une suite de variables aléatoires telles que pour tout n > 1, X,
suit (sous IP) une loi exponentielle de parametre 2log(1 + n).
1. © Montrer qu'il existe une constante A telle que
A
Yn>1 P(X,>1)<

_n2'

2. Montrer que P-presque stirement, les X,, sont tous plus petits que 1 a partir
d’un certain rang.

Probléme (= 19 points)

Soit pg > 1 et X une variable aléatoire positive telle que X € LPo(Q, F,P).
Pour p €0, pol, on pose N(p) = (E[XP])1/7,
1. Soit I un intervalle de R. On suppose qu’on a défini sur (2, F,P) une col-
lection de variables aléatoires (Xi):cs et une variable aléatoire Y telles que
— Pour tout w € , t — X;(w) est continue.
— Pour tout t € I, | X;| < Y.

1 Tournez la page S.V.P.



- EY] < +o0.

Montrer que lapplication t — E[X}] est bien définie et forme une applica-
tion continue sur I. (Ceci est une application directe du cours; on précisera
clairement le théoréme employé.)

2. En appliquant l'inégalité de Holder aux fonctions XP et 1 avec des exposants
bien choisis, montrer que la fonction p — N(p) est croissante sur |0, po].

3. © Montrer que N (p) admet une limite réelle lorsque p tend vers 0. Déterminer
cette limite dans le cas ot X suit la loi uniforme sur [0, 1].

4. Montrer que pour tout p €]0,pg], on a l'inégalité X? < 1 + XPo_ puis que
p — E[XP] est continue sur ]0,pg]. En déduire que p — N(p) est continue
sur ]0, po.

Indication : on pourra remarquer que N (p) = G(E[XP], p) ou G(x,y) = x/¥.

5. Soit p €]0,po]. On admet que la fonction

F: R+ X R+ — R+
(xvt) = ptpilﬂ{xzt}

est (R, B(R%)) — (R, B(R)) mesurable.
Montrer que F € L*(R%, B(R%),Px ® \), puis que

E[X?] = / ptPTIP(X > t) dA(t).
[0,400]

Note : on rappelle que 1l,>;y vaut 1 si x > ¢, 0 sinon.
6. Soient p1,p2 avec 0 < p; < p2 < Po.
(a) Montrer qu’il existe A > 0 et B > 0 tels que
Ve>1 logx < AxPo—P2
et
Ve €]0,1] —logz < Bx~Pi/2,
(b) On pose, pour z > 0,
U(x) = xpl*l(l—pg log Ik 1] (@) +(1+p2 log m)xprl]P’(X > xllhy oof(2).

Montrer que

/ U(a) dA(z) < 2P P2 g iyney . Lpixe),
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ou A et B sont des constantes telles que déterminées a la question
précédente.

(c) Montrer que la fonction p — N(p) est C* sur ]0, po|.
7. Soit X une variable aléatoire positive. On note

| X [|o0,ess = sup{M > 0:P(X > M) > 0}.

On suppose dorénavant que X est telle que || X||ooess < +00.
(a) Soit M > || X|lco,ess- Montrer que pour tout p > 1, X € LP(Q, F,P)
avec N(p) < M.
(b) Montrer que lim N(p) < [|X||oo,ess-
p—too

(c) Soit M < || X||co,ess- Montrer que pour tout p > 1,
N(p) = MP(X > M)/,

puis que lim N(p) > M.
p——+00

(d) Montrer que lim N(p) = | X||oo,ess-
p——+00

FIN



