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Chapitre 1

Un peu de théorie de la mesure

La théorie des probabilités décrit les événements comme des sous-ensembles
d’un ensemble €2 représentant tous les résultats possibles a prior: — méme s’il
peut s’avérer ensuite que certains n’arrivent jamais. Remarquons bien qu’il
n’est pas possible de modéliser un phénomene aléatoire quelconque si 'on ne
connait pas les résultats possibles a priori.

Soit donc €2 un ensemble. Pour tout A C €2, on note A° le complémentaire
de A dans () :

A°={z e ¢ A}

1.1 Tribus

1.1.1 Axiomes de base

On dit qu'une partie F C P(2) est une tribu si elle vérifie les propriétés
suivantes :

1. geF.
2. VAecF Acec F.

—+00
3. Pour toute suite (A;);eny d’éléments de F, 'Ul A, e F.
1=

1.1.2 Propriétés

Les propositions suivantes sont alors des conséquences relativement faciles
des axiomes de base :
- Qe A

+o0
— Pour toute suite (A;);eny d’éléments de A, ﬂl A; € A
1=

1
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n
— Pour toute suite (A;)1<i<, d’éléments de A, U A; € A.
== i=1

n
— Pour toute suite (A;)1<i<, d’éléments de A, ‘ﬂl A; e A.
Z:

Une fois que Q2 et A sont fixés, on appelle événement tout élément de A.

Exercice :

Montrer qu’une partie A4 C P(2) est une tribu si elle vérifie les propriétés
suivantes :

1. Qe A
2. V(A,B)e Ax A (ACB)=— (B\Ae A).
3. V(A,B)e A> AUBEeA.
—+00
4. Pour toute suite (A;);eny d’éléments de A deux a deux disjoints, 91 A; €

A.

1.1.3 Sous-tribus

Si A est une tribu et que la partie B C A est une tribu, alors on dit que
B est une sous-tribu de A

1.1.4 Opérations sur les tribus
Intersection de tribus

Soit 2 un ensemble et T" un ensemble de tribus sur 2. T" est supposé non
vide2 11 peut étre fini ou infini, voire méme infini non dénombrable. Alors

A= N A est une tribu.
AeT

Démonstration. 11 suflit de vérifier les 3 axiomes de base des tribus.
- VYAeT oA Doncoge N A=A
AeT

— Soit A € A. On doit montrer que A¢ € A. Soit A € T. Comme les
A € A et que A est une tribu, A° € A. Comme ceci est vrai pour tout

AeT,ona A e AﬂT A=A
S
— Soit, (A;)ier une famille dénombrable d’éléments de A. On doit montrer

que ‘UI A; € A. Soit A € T. Comme les A; sont dans A et que A est
1€

'Une erreur classique & ne pas commettre : si B est une sous-tribu de A, que B C A
avec A € A, alors rien ne permet d’affirmer que B € B ni que B € A.
2T est donc un ensemble d’ensembles d’ensembles, lol.
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une tribu, ‘UI A; € A. Comme ceci est vrai pour tout A € T, on a
1€

AeT

el

Tribu engendrée par une famille de tribus

Soit (\A;)ier une famille de tribus sur §2. L’ensemble des tribus contenant
des tribus contenant toutes les 4; est non vide, puisque P(£2) est une telle
tribu. D’apres le résultat énoncé ci-dessus, I'intersection de toutes ces tribus
est une tribu. Par construction, cette tribu est la plus petite tribu contenant
toutes les A;. On la note

N A,

el

Tribu engendrée par une famille d’ensembles

Soit (A;);e; une famille de parties de €.
Pour tout 7, la plus petite tribu contenant A; est la tribu A; = (@, 4;, A, Q).
Ainsi, la plus petite tribu contenant les ensembles A; est

N A,

el

On note cette tribu o(A;;i € I).

1.1.5 Tribu borélienne, fonctions mesurables

Soit (A, A) et (B, B) deux espaces mesurés. On dit qu’'une application f
de A dans B est mesurable de (A, .A) dans (B, B) si quelque soit X € B, son
image réciproque f~1(X) est dans A.

Théoréme 1 (Théoréeme fondamental de la mesurabilité). Soit f une
application quelconque d’un ensemble Q0 dans un ensemble Q. Alors

— Pour toute tribu T sur ', f~1(T) est une tribu sur Q.

— Pour tout A€ P(X"), o(f~1(A)) = f~{c(A))

Démonstration. — Vérifions que f~(7) vérifie les axiomes des tribus
—gef Y (T)caro=fYo)eto €T
~ Soit A€ f7YT):ilexiste B€ T avec A= f~1(B). A= (f~(B))* =
Y4B ;or Bc€ T donc A¢ € f~1(T)
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— Soient (4;)i>1 € f~1(T) : pour tout 4, il existe B; € T avec A; =
f_l(Bi). U;A; = Ui(f_l(Bi»c = f_l(UiBi); or N;B; € 7 donc
U;A; € fﬁl(T)

~ ACo(A), donc f71(A) C fHo(A)), puis

o(fH(A) Ca(f(a(A) = f(o(A),

ou I’égalité provient de la premiere partie du théoreme. Il reste a mon-

trer que f~(c(A)) C o(f*(A)). Notons
C={X € o(A); fI(X) €a(f (A}

Il n’est pas difficile de démontrer que C est une tribu (laissé en exercice).
Mais C contient A, donc C est égal a o(A) tout entier, ce qui montre
I'inclusion voulue.

O

Si il n’y a pas d’ambiguité sur la tribu B de 'espace d’arrivée, on note
o(f) la tribu f~Y(B); c’est la plus petite tribu A sur A telle que f soit
une application mesurable de (A, A) dans (B, B). On dit que c’est la tribu
engendrée par I'application f.

Corollaire 1. Soit (A, A) et (B,B) deux espaces mesurés. On suppose que
B = o(C). Une application f de A dans B est mesurable de (A, A) dans
(B, B) si quel que soit X € C, son image réciproque f~1(X) est dans A.

Si A est un ensemble muni d’une topologie, on appelle tribu borélienne
de A et I'on note B(A) la tribu engendrée par les ouverts de A.

Lorsque ’ensemble d’arrivée d'une fonction est (R, B(R)), on parle fréquemment
d’application mesurable sans préciser I'espace d’arrivée.

Théoréme 2. La tribu borélienne de R? est également la tribu engendrée par
les pavés ouverts de R? dont les cotés ont des cotés rationnels ; les ensembles
de la forme Hle]ai, bi[, avec a; < b; et a;,b; dans Q.

Démonstration. Soit T la tribu engendrée par ces pavés : 7 C B(R?) car ces
pavés sont eux-mémes des ouverts de R%. Pour obtenir 'inclusion réciproque,
il suffit de montrer que chaque ouvert O de R? est dans 7. Soit donc O
un ouvert de R Soit x € R? : il existe ¢ > 0 tel que x+] — ¢, +¢[¢C O.
Comme Q est dense dans R, on peut trouver des rationnels a;(z) et b;(z) avec
z; — e < ai(x) < x; < b(x) < x; + e. Posons alors U(z) = [[,]as(x), bi(z)].
On a
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On peut définir une relation d’équivalence sur O par u ~ v si et seulement
si U(u) = U(v). Evidemment, application U passe au quotient, et I’'on peut
écrire
O= U U(x)
z€0\
Mais O\ est au plus dénombrable car U est a valeur dans Q2 qui est

dénombrable. Ainsi, O est réunion dénombrable d’éléments de 7, donc O est
dans 7. ]

On peut en déduire aisément que la tribu borélienne de R est engendrée
par les ensembles de la forme | — oo, af, ou a décrit R. Ce résultat pourra
éventuellement traité en exercice.

Corollaire 2. Soit (A, A) un espace mesuré, f une application de A dans
R. Si pour tout a € R, l'ensemble f~1(] — oo,a[) est dans A, alors f est
mesurable de (A, A) dans (R, B(R)).

Corollaire 3. Soit A et B deuz espaces topologiques. Toute application conti-
nue de (A, B(A)) dans (B, B(B)) est mesurable de (A, B(A)) dans (B, B(B)).

On note couramment V(A, A) 'ensemble des applications mesurables de
(A, A) dans (R, B(R)). De méme, on note V(A4, A) I'ensemble des applications
mesurables de (A, A) dans (R, B(R)) et V, (4, A) I'ensemble des applications
mesurables de (A, .A) dans (R, B(R,))

Tribu produit

Soit (€2, A) et (€', A") deux espaces mesurés. On appelle tribu produit sur
Q x Q' la tribu engendrée par les ensembles A x B € A x B. On note A® B
cette tribu.

Commencons par une remarque simple : si 71 est 'application de Q x '
dans Q qui a (z,y) € Q x ' associe m(x,y) = x, alors m; (la projection
sur la premieére coordonnée) est une application (Q x Q' A ® B) — (22,.A)
mesurable. En effet, si A € A, 77 (A) = AxQ € AxB C A® B. De
méme, si Ty est application de © x Q' dans Q' qui a (z,y) € Q x Q' associe
mo(z,y) = y, alors my (la projection sur la deuxiéme coordonnée) est une
application (2 x ', A® B) — (£, B) mesurable.

Théoreme 3. On suppose que A = o((Ai)icr) et B = o((B;)jes). Alors
A®B=0(A; x Bj)ijerxs-

Démonstration. Notons O la tribu engendrée par les (A; x Bj) ¢ jyerx.s. Pour
A C Q, onnote Cy = {B € B: Ax B € O}. On montre facilement
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que pour tout A, C4 est une sous-tribu de B sur €. (le faire!) Supposons
maintenant qu’il existe i avec A = A; : on voit alors que (B;)ies C Ca.
Alors, 0((Bj)jes) C 0(Ca), soit B C Cy4, d'out B = C4. Maintenant, notons
D ={A e A:Cy = B}. On peut montrer que D est une sous tribu de A. (le
faire!) Mais D contient les A; qui engendrent 4, donc D = A, ce qui signifie
que pour tout (A,B) € Ax B,on a Ax B € O. En considérant les tribus
enendrées, on a A ® B C O. L’inclusion réciproque est évidente. Il

Théoreme 4. Soient f une application de C dans €, g une application
de C' dans '.On définit une application F de C' dans  x Q' par F(x) =
(f(x),g(x)). L’application F est (C,C) — (Q x ', A ® B) mesurable si et
seulement si f est (C,C) — (2, A) mesurable et g (C,C) — (£, B) mesurable.

Démonstration. La condition est nécessaire car f = moF et g = mpo F : ainsi
lorsque F'est (C,C) — (2 x ', A® B) mesurable, comme 7y est (2 x ', A®
B) — (9, A) mesurable, f est mesurable comme composée d’applications me-
surables. Pour les mémes raisons, g est mesurable. Supposons maintenant que
fest (C,C)— (2, A) mesurable et g (C,C) — (', B) mesurable et intéressons-
nous & F. Soit Ax Be AxB: F Y (AxB)=f"1A)Ng ' (B). Comme f
est g sont mesurables, f~'(A) et g7*(B) sont dans C, donc leur intersection
aussi. Ainsi pour tout A x B € A x B, F}(A x B) € C. Mais les ensembles
A x B € A x B engendrent A® B, donc F est bien (C,C) — (2 x Q' A® B)
mesurable. O

Théoreme 5. Soit (U, F1), (22, F2), (23, F3) trois espaces mesurés. L’ap-
plication W : ((Q X Qa) x Q3) — U x (L2 x Q3) qui a ((x,y),2) asso-
cie (z,(y,z) est bi-mesurable de ((21 x Q) X Q3), (1 @ Q) @ Q3) wvers
(Q x (Q x Q3),0 ® (Qy ® Q3)). Ainsi les deux tribus (1 @ Q) @ Q3
et Q1 ® (s ® Q3) peuvent s’identifier et on notera simplement 1 @ Qs ® Q3
cette tribu sur 2q x g X 3.

Démonstration. En utilisant le théoréme B, on voit que les ensembles (A; X

Ay) x Az et A; x (Ay x A3z) engendrent respectivement les deux tribus
considérées. Le corollaire [I] permet alors de conclure. Il

L’extension au produit d’'un nombre quelconques d’espaces mesuré se fait
alors aisément par récurrence.

Théoreme 6. Pour tout entier d > 2, on a

BRY) = B(R)*4
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Démonstration. 1l suffit de montrer que pour tout d > 1, B(R¥?!) = B(RY) ®
B(R), puis de conclure par récurrence. Or, d’apres le théoreme [2 la tribu
B(R?) est la tribu engendrée par les ensembles A de la forme Hle]ai, by,
avec a; < b; et a;,b; dans Q, tandis que B(R) est la tribu engendrée par les
ensembles B de la forme |agy1, bar1[, avec agi1 < bay1 €t agyq, bayr dans Q.
D’apres le théoréme 3] les produits A x B engendrent la tribu B(R?) ® B(R) ;
mais ces ensembles sont exactement les ensembles de la forme [ ]as, bil,
avec a; < b; et a;,b; dans Q, qui, toujours d’apres le théoreme 2] engendrent

la tribu B(R+1). O

Théoréme 7. Soit f, g deux applications mesurables de (C,C) dans (R, B(R))
et G une application mesurable de (R* B(R?)) dans (R,B(R)). Alors H
définie par H(x) = G(f(z), g(z)) est mesurable de (C,C) dans (R, B(R)).
En particulier les choiz H(x,y) = x +y et H(x,y) = zy nous disent que
f+g et fg sont mesurables de (C,C) dans (R, B(R)).

Démonstration. Avec les notations du Théoreme 4l H = G o F'. Pour le cas
particulier, notons que comme H est une application continue de R? dans
R, c’est une application (R?, B(R?)) — (R, B(R)) mesurable, ou de maniere
équivalente (R?, B(R) ® B(R)) — (R, B(R)) mesurable les applications conti-
nues sont mesurables par rapport aux tribus boréliennes associées aux topo-
logies correspondantes. O]

1.2 Mesures

1.2.1 Algebres

On dit qu’une partie A C P(€) est une algebre si elle vérifie les propriétés
suivantes :

1. o€ A
2.VAe A Ac A
3. Pour tous A et Bdans A, AUB e A

Remarque : il n’est pas difficile de démontrer qu’'une algebre est stable
par union finie ou intersection finie.

On voit tout de suite que la différence avec la définition d’une tribu est
que la stabilité par réunion dénombrable n’est pas requise. En fait, les tribus
sont parfois appelés o-algebres, la lettre o étant traditionnellement attachée
aux propriétés liées a des familles dénombrable.

Remarque : en anglais

— algebre se dit “field”, plus rarement algebra

— tribu (o-algebre) se dit “o-field”.
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1.2.2 Espace mesuré

Soit A une algebre. On appelle mesure sur (£2,.4) toute application
p: A —0,400]

vérifiant les propriétés suivantes :
1. u(@)=0.
2. Pour toute suite (A;);eny d’éléments de A deux a deux disjoints et telle

—+00
que U A; € A alors ,
i=1

1 Bo A;) = :ij p(A;).

Dans le cas ou p est une tribu, le triplet (€,.A, ) est appelé espace
mesuré.

Si p(§2) < 400, on dit p est une mesure finie. Si il existe une suite A,
d’éléments de A avec p(A,) < 400 pour tout n et que Q = U A; = Q, on
dit que p est o-finie.

Les propositions suivantes sont alors des conséquences relativement faciles
des définitions :

1. Pour toute suite (A;)1<i<n, d’éléments de A deux & deux disjoints,

p( O 4 = 3 w4,
VA, BeA (ANB=0)= (WAUB) = u(A)+ u(B))

V(A E) € A2avec A C Eet u(A) < +ooona u(E\A) = pu(E)—u(A)
VA, Be A u(ANB) < +o0o = u(AUB) = pu(A)+ u(B) — n(ANB)
VA, Be A u(AUB) < u(A)+ u(B)

VABEA (ACB) = (u(A) < u(B))

VA, Be A uw(ANB) <min(u(A), u(B))

VA, Be A u(AUB) > max(pu(A), u(B))

Pour toute suite (A4;);>1 d’éléments de A,
+00 too
ple YU A < Zl 1(As).

10. Si (A;);en est une suite croissante d’événements
(c'est a dire que Vn e N A, C A,41))

S S AN el

+oo
et que 'on pose A = U A, alors la suite (p(An))nen est monotone,

=1

croissante, et converge vers ((A).



1.2. MESURES 9

11. Si (A;)ien est une suite décroissante d’événements
(c'est a dire que Vn e N A, C A,))

+o0
et que l'on pose A = N A, alors la suite (u(Ay))nen est monotone,
i=1

décroissante, et converge vers p(A).

Démonstration. 1. Il suffit de poser A; = @ pour ¢ > n+ 1 et d’appliquer
I’axiome 2.

2. Il suffit d’appliquer la propriété 1 avec n =2, Ay = A et Ay = B.

3. Il suffit d’appliquer la propriété 2 avec B = E\ A : A et B sont disjoints
done p(A) + p(A) = p(AU A%) = u(E) .

4. Les ensembles A\B, B\A et AN B sont disjoints et leur réunion est
AU B, donc l'apres la propriété 1, on a
w(AUB) = p(A\B) + p(B\A) + n(AnN B)
WAUB) = (u(A\B)+ u(AN B) + (u(B\A) + u(AN B)) — u(AN B)
= wA) +pu(B) = u(AN B)

car A\B AN B sont disjoints, de réunion A, tandis que B\A et AN B
sont disjoints, de réunion B.

5. 1l suffit d’appliquer la relation 5 en remarquant que (AN B) >0

6. Si A C B, on a B est la réunion disjointe de A et de B\A. Donc
p(B) = p(A) + n(B\A) = u(A).

7. (AN B) C A, donc d’apres la propriété 6 p(AN B) < u(A). De méme
u(AN B) < u(B). Finalement p(AN B) < min(u(A), u(B)).

8. A C (AU B), donc d’apres la propriété 6 pu(A) < p(AU B). De méme
w(B) < p(AU B). Finalement max(u(A), u(B)) < u(AU B).

n—1
9. Posons By = A; et, pour tout n > 2 B,, = A, \( 91 B;). Par construc-

tion, les (Bj)r>1 sont deux a deux disjoints. De plus, on peut montrer
) > )
par récurrence sur n que

On en déduit
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Donc

IN

5 u(A).

10. Comme A,, C A1, 0n a pu(A,) < pu(Anyg), donc la suite est croissante.
Comme on a pour tout n : A, C A, la suite (u(A,))n>1 est majorée
par p(A). Posons By = A et, pour tout n > 2 B, = A,\A4,,_1. On a :

=1

et N
A= U A, = U B;
i=1 i=1
Ainsi,
+
uA) = u( U By
+oo

= lim 37 u(By)

n—+oo =1

= lim u( U B)

n—-4oo i=1
= lim pu(A,)
n—-+00

11. On applique le résultat précédent a la suite croissante (A!),>; définie
par Al = A¢.
O

1.2.3 Extension d’une mesure

Théoréme 8 (Caratheodory). Une mesure sur une algébre A admet une
extension a la tribu o(A)
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1.2.4 Mesure image

Soit (€2, F, ut) un espace mesuré, f une application de € dans 2. On pose
G(F, [)={AeP); f(4) € F}.

On appelle mesure image de p par f et on note py la mesure définie sur
o(F, f) par

pr(A) = u(f(4)).

Si f est une application qui est mesurable comme application de (2, F) dans
(Q,G), ps est évidemment définie sur G, puisque G est une sous-tribu de

o(F, f)-

1.3 Exercices de théorie de la mesure

1. Soit @ un réel et 7, : R — R la translation définie par 7,(x) = x +
a. Montrer que la famille A, = {A € P(R);7.(A) = A} des parties
invariantes par 7, est une tribu sur R.

Plus généralement, si f est une application de R dans R, donner une
condition suffisante sur f pour que la famille A = {A € P(R); f(A) =
A} soit une tribu.

2. Soient A et B deux tribus sur un ensemble 2. Montrer que la tribu
engendrée par A et B coincide avec la tribu engendrée par les ensembles
de la forme AN B, ou (A, B) décrit A x B.

3. On rappelle que la tribu borélienne de R est la tribu engendrée par les
ensembles de la forme ]a, b[; (a,b)? € Q. Montrer que la tribu borélienne
est également la tribu engendrée par les familles
~C={] —o0,al;a € Q}.

- D={]-o0,dacQ}.
= &={[a,b[;(a,b)* € Q}.
- F= {[CL, b], (a7b>2 € Q}

4. Pour n entier strictement positif, on note A,, = nN*. Notons P l’en-
semble des nombres premiers positifs et 7 la sous-tribu de (N, B(N))
engendrée par les (A,),ep.

(a) Montrer que 'ensemble C' des entiers qui sont premiers avec 2000
est 7-mesurable.

(b) Montrer que 'ensemble B = {2%; k € N*} des puissances de deux
est 7-mesurable.
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5. Soit (F,d) un espace métrique. Montrer que la tribu borélienne B(FE)
engendrée par les ouverts de E est aussi la plus petite tribu rendant
mesurables toutes les applications continues de (£, d) dans R (muni de
la tribu borélienne et de la topologie usuelle).

6. Lemme de Doob
Soit f et g deux applications mesurables de (£2,.4) dans (R, B(R)).
Montrer que g est o(f)-mesurable si et seulement si il existe une appli-
cation mesurable u de (R, B(R)) dans lui-méme telle que g = uo f.

1.4 Convergence et mesurabilité

1.4.1 Tribu borélienne de R

Rappelons brievement quelques notions de base de la topologie de R. On
aR = RU{+00} U{—oco}. On définit ¢ sur [~7, 7], par ¢(z) = tanz si
x €] —m, 7,

On définit une métrique sur R par d(z,y) = |~ () — ¢~ (y)|. Une boule
ouverte pour d n’est rien d’autre que I'image par ¢ d’une boule ouverte de
[—7, 7], ainsi la tribu borélienne sur R n’est autre que la tribu image de la
tribu borélienne de [—m, 7] par 'application . En particulier, il s’ensuit que
la tribu borélienne de R est engendrée par les ensembles de la forme ]z, +-00].
D’autre part, les boréliens de R ainsi que les singletons {400} et {—o00} sont
dans la tribu borélienne de R.

1.4.2 Convergence et mesurabilité

Théoreme 9. Soit (f,)n>1 une suite d’applications mesurables de 0, F dans
(R, B(R). Alors les applications etsuivantes les événements suivants sont me-
surables :

L. sup f,
2. inf f,
n>1
3. lim fo
n—-—+00
4. lim f,
n—-+o00
5. {fn converge vers + oo}

D

. { fn converge vers — oo}
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7. {fn converge dans R}

Démonstration. 1. Posons f = Sii]f fn- On a

f7H (Jw,4od]) = cup f7 (], +00]),
ol, en adoptant le formalisme probabiliste :

{f>z}= cup {fn > x}.

2. On peut simplement remarquer que inf f, = — sup (—fn), et appli-
n>1 nz

quer le point précédent, sachant que I'opposé d’une fonction mesurable
est mesurable.

3. lim f,= inf g,, avec g, = sup fx- La mesurabilité des (g,) pro-
n—-4oo nZl zn
vient du point 1; on applique alors le point 2.

4. Preuve analogue, ou lim f,=— lim (—f.)
n—-+o0o n—-+oo

5. {f. converge vers 400} est I'image réciproque de 400 par I'application

mesurable lim f,.
n—-—+00o

6. {f. converge vers —oo} est I'image réciproque de —oo par application

mesurable lim f.
n—-—+0o

7. Notons D = {f,, converge vers +o00}U{ f,, converge vers —oo}. D’apres

ce qui précede D € F. posons F = lim f, e¢ G = lim fa.
n—+00 n—-+00

Définissons alors des fonction Fy, Gy, H par :

- F1 — MDC

- G1 - ch

- h - F1 - G1

h est bien définie par F et Gy sont a valeurs dans R. { f,, converge dans R} =
h=1({0})\ D Ainsi, pour conclure, il suffit de montrer que h est (2, F)—
(R, B(R) mesurable. Comme h est & valeurs dans R, il suffit de montrer
que h est (Q,F) — (R, B(R) mesurable. Pour cela, il suffit de montrer
que Fj et Gq sont (2, F) — (R, B(R) mesurables. Montrons donc que F;
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et Gy sont (2, F)— (R, B(R) mesurable ('autre preuve étant analogue).
Soit A un borélien de R : on a

FyH(A) = Fy (An{0HUF;H (An{0}7) = FyH (An{0h)UF " (An{0}).

AN{0} ne peut prendre que deux valeurs : {0} et & : bien stir F;, (@) =
@ € F; dautre part F; ' ({0}) = F~'({0}) U D, qui est bien dans F
car F' est mesurable est {0} un borélien. Enfin, F'~*(AN{0}¢) est bien
dans F car I est mesurable est A N {0}° un borélien.

[l



Chapitre 2

Espace probabilisé

Voyons maintenant la définition d’une probabilité sur (€2, F).

2.1 Espace probabilisé

On appelle

— probabilité

— ou mesure de probabilité
— ou loi

sur (Q, F) toute application

P: F —|[0,1]

vérifiant les propriétés suivantes :
1. P(2)=1.
2. Pour toute suite (A;);eny d’éléments de F deux a deux disjoints,

+00 too
P( U 4)= % P(a).

Alors, le triplet (£2, F, P) est appelé espace probabilisé.

On remarque qu'un espace probabilisé est tres exactement un espace me-
suré associé a une mesure positive de masse totale 1.
Remarque sur le vocabulaire : I'image P(A) d'un événemement A par
I’application P est appelée probabilité de cet événement. Ainsi le mot “pro-
babilité” peut-il désigner a la fois une application et la valeur de cette appli-
cation en un point. Le contexte doit permettre de lever toute ambiguité.

Les propositions suivantes sont alors des conséquences relativement faciles
des définitions :

15
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1. Pour toute suite (A4;)1<;<, d’éléments de F deux a deux disjoints,
P( O 4)= % P(A).
i= =

VA, BeF (ANB=)= (P(AUB) = P(A)+ P(B))
VAeF P(A%) =1- P(A)
P(@)=0

VA, Be F P(AUB)=
VA, BeF P(AUB
VA, BeF (ACB)=—
VA,Be F P(ANB)
VA,Be F P(AUB)

Pour toute suite (4;);>1 d’éléments de F,

+o00 +o0
P( U 4)< 3 PA).

© X NSO W

—_
e

11. Si (A;)sen est une suite croissante d’événements
(cest a dire que Vn € N A, C Ap41))

+oo
et que 'on pose A = .91 A;, alors la suite (P(A,))nen est monotone,
croissante, et converge vers P(A).
12. Si (A;)ien est une suite décroissante d’événements
(Cest a dire que Vn e N A, 11 C A,))
+oo
et que 'on pose A = Dl A;, alors la suite (P(A,))nen est monotone,
décroissante, et converge vers P(A).
Démonstration. 1. 1l suffit de poser A; = @ pour i > n+ 1 et d’appliquer
I’axiome 2.
2. 1l suffit d’appliquer la propriété 1 avec n =2, A} = A et Ay = B.
3. Il suffit d’appliquer la propriété 2 avec B = A°: A et B sont disjoints
donc P(A) + P(A°) = P(AU A°) = P(Q)) = 1 d’apres l'axiome 1.
4. On applique la propriété 3 avec A =Q : P(@) = P(Q°) =1—-P(Q) =
1-1=0.
5. Les ensembles A\B, B\A et AN B sont disjoints et leur réunion est
AU B, donc l'apres la propriété 1, on a

P(AuB) = P(A\B)+ P(B\A)+ P(ANDB)
P(AUB) = (P(A\B)+P(ANB)+ (P(B\A)+P(ANB)) - P(ANB)
= P(A)+ P(B)— P(ANnB)
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10.

11.

car A\B AN B sont disjoints, de réunion A, tandis que B\A et AN B
sont disjoints, de réunion B.

. 11 suffit d’appliquer la relation 5 en remarquant que P(AN B) >0

Si A C B, on a B est la réunion disjointe de A et de B\A. Donc
P(B) = P(A)+ P(B\A) > P(A).

(AN B) C A, donc d’apres la propriété 6 P(AN B) < P(A). De méme
P(AN B) < P(B). Finalement P(AN B) < min(P(A), P(B)).

. AC (AU B), donc d’apres la propriété 6 P(A) < P(AU B). De méme

P(B) < P(AU B). Finalement max(P(A), P(B)) < P(AU B).

n—1
Posons By = A; et, pour tout n > 2 B,, = A,\( U B;). Par construc-
i=1

tion, les (By)k>1 sont deux a deux disjoints. De plus, on peut montrer
par récurrence sur n que

i=1 %

On en déduit
“+oo +00
1 .

1=

Donc

+o0 +oo
P( U 4) = P( U B)

=1

- ¥ P

IN

+oo
i; P(4;).

Comme A, C A,41, on a P(A4,) < P(A,41), donc la suite est crois-
sante. Comme on a pour tout n : A, C A, la suite (P(A,)),>1 est ma-
jorée par P(A). Posons By = A et, pour tout n > 2 B, = A,\A4,_1.
On a:

Vn>1 A,= U B

i=1

et
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Ainsi,
+o00
P4) = P( U B)

= :2: P(B;)

1

n—4oo 4=

— lm P(U B)

n—-+4oo i=1
= lim P(A,)
n—-+00

12. On applique le résultat précédent a la suite croissante (A}),>; définie
par Al = AC.
O

2.2 Partitions et probabilités

Le théoreme tres simple qui suit est tres fréquemment utilisé. 11 traduit
le fait que pour calculer une probabilité, il faut parfois diviser les cas.

Théoréme 10. Soit (2, F,P) un espace probabilisé. Soit I un ensemble
d’index fini ou dénombrable et (£2;);c; une partition de Q. Alors on a

VA€ F P(A) =) PANQ).
el
Démonstration. Comme la famille (€2;);c; une partition de €, la famille (AN

;);er est une partition de A. A est donc réunion disjointe des (A N €;)er,
donc P(A) =3 .., P(ANQ,). O

2.3 Probabilité conditionnelle

Soit (€, F, P) un espace de probabilité et B un événement observable
de probabilité non nulle. On appelle probabilité conditionnelle sachant B
I’application

P(B):F — R
P(ANB)

A — P(AB)= P(B)



2.3. PROBABILITE CONDITIONNELLE 19

P(A|B) se lit ”Probabilité de A sachant B”.
On a évidemment

P(AN B) = P(B)P(A|B). (2.1)

Remarque : L’application ”probabilité conditionnelle” est une probabi-
lité. Elle vérifie donc toutes les propriétés énoncées précédemment.

2.3.1 Conditionnements en chaine

Si A, B sont deux événements observables avec A C B et P(B) # 0, la
formule (2.1) devient
P(A) = P(B)P(A|B). (2.2)

On a la généralisation suivante :

Théoreme 11. Soient n > 2 et Ey,..., E, des événements observables
vérifiant
E,CE,1C---CE

et P(E,_1) > 0. Alors on a
P(E,) = P(E,|E,_1)P(E,1|E,_2) ... P(Ey|E))P(E))

Démonstration. La formule se montre par récurrence sur n. Pour n = 2,
c’est une conséquence immédiate de (2.2]). Pour n > 2, on applique d’abord
la formule pour n = 2 aux événements F,, et F, 1 :

P(E,) = P(E,|E,-1)P(E,_1),
puis on applique la propriété de récurrence au rang n — 1. l

Exemple : (d’apres André Franquin) Chez les papous, il y a les papous
a poux et les papous pas a poux. La probabilité pour qu'un papou ait des
poux vaut 0.1. De plus, chez les papous, il y a les papous papas et les papous
pas papas. La probabilité pour qu'un papou a poux soit papa vaut 0.6. Or,
chez les poux, il y a les poux papas et les poux pas papas : la probabilité
pour qu’un papou a poux possede au moins un pou papa est de 0.8.

Question : on tire au hasard un papou. Quelle est la probabilité pour que
ce soit un papa papou a poux papa ? Réponse : 0.8 x 0.6 x 0.1 = 0.048.

Ce théoreme est parfois énoncé sous la forme plus compliquée — mais
équivalente — suivante.
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Théoreme 12. Soient n > 2 et Ay, ..., A, des événements observables avec
P(Al ﬂAQ MN---N An_1> > 0. Alors

n—1
P(A1NAN---NA,) = ( J] P(AINAN---NA 1 [AiNAN---NAL))P(A)

k=1

Démonstration. 11 suffit de poser, pour 1 < i < n, E; = kfjl Ay et d’appli-

quer le théoreme précédent. Il

2.3.2 Conditionnement par tous les cas possibles

Ceci est I'expression en termes de probabilités conditionnelles du principe
de partition.

Théoreéme 13. Soit (2, F, P) un espace probabilisé. Soit I un ensemble
d’index fini ou dénombrable et (§2;);er une partition de Q. Alors on a

VAeF P(A)=> P(AQ)P(),

ot J = {i € I; P(Q) > 0}.

Démonstration. D’apres le théoreme [I0, on a

P(A) = Y PANQ)
= Y PANQ)+ > P(ANQ)
ieJ €I\J
= ) PANQ)

= ZPV”QJP(QJ

ieJ

2.3.3 Formule de Bayes

Théoréme 14. Soit (2, F, P) un espace probabilisé. Soit I un ensemble
d’index fini ou dénombrable et (€;);e; une partition de §) telle que pour tout
iel, P(§;) soit non nul. Soit A un élément de probabilité non nulle.

Alors on a, pour tout j € I, la formule
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P(A[)P($;)

P(Q;]|A) = .
5 PAI)P(:)
Démonstration.
Pyla) = TET
_ P(A]Qy)P(Qy)
B P(A)

et on applique le théoreme précédent.

Exemple :

— 607% des étudiants qui vont en T.D. obtiennent I’examen.

— 10% des étudiants qui ne vont pas en T.D. obtiennent I’examen.

— 707% des étudiants vont en T.D.
Quelle proportion des lauréats a séché les cours? On note A I’événement
7étre assidu en cours”. On a P(A) = 0.7, et donc P(A°) = 0.3. On note L
I'événement ”obtenir I'examen” : on a P(L|A°) = 0.1 et P(L|A) = 0.6. On a
alors

P(L|A%)P(A°) 0.1x0.3 3 1

P AC L — = = — = —,
(A1) P(L|A°)P(A¢) + P(LIAYP(A) ~ 01x03+06x0.7 45 15

2.4 Indépendance

2.4.1 Evénements indépendants

On dit que deux événements observables A et B sont indépendants si on

P(AN B) = P(A)P(B).

Soit (A;)iec une partie d’éléments de F indexés par un ensemble G.
On dit que les événements constituant la famille (A;);cq sont globalement
indépendants si I'on a pour tout ensemble fini [ C G :

P( N A)= [ P(A).

el =
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2.4.2 'Tribus indépendantes

Soit (€2, F, P) un espace probabilisé; A et B deux sous-tribus de F. On
dit que les tribus A et B sont indépendantes sous P si

VAe A VBeB P(ANB)=P(A)P(B).

Plus généralement, si (\A;);c; est une famille de sous-tribus de F, on dit
que cette famille est indépendante sous P si pour tout ensemble fini J C I,
on a

V(Adies€ TI A P(CTI A)= [I P(A).
ed ed ed
Remarque : Si [ est fini et que (A;);es est une famille de sous-tribus de
F, cette famille est indépendante sous P si et seulement si on a

V(Aiier € I A P(II A)= [ P(4).
el i€l el

Il suffit en effet de poser A; = Q pour i € I\I pour exprimer une intersection
indexée par J en une intersection indexée par I.

Exercice : Soient A, B € F. Montrer que A est indépendant de B si et
seulement si la tribu o(A) est indépendante de la tribu o(B).

Remarque utile : Si les tribus A et B sont indépendantes sous P, que
A’ est une sous-tribu de A et B’ est une sous-tribu de B, alors les tribus A’
et B’ sont indépendantes sous P.

2.4.3 Indépendance et tribus engendrées

Définition On dit qu’une famille C de parties de €2 est un m-systeme si
V(A,B)eCxC ANnBeC.

On donne maintenant un résultat général de théorie de la mesure tres
utile. Sa preuve, basée sur le théoreme A — 7 de Dynkin, est admise iciD

Proposition 1 (Critere d’identitification d’une probabilité). Soit P
et QQ deux probabilités sur l'espace mesuré (2, F). On suppose qu’il existe un
m-systéme C qui engendre F (o(C) = F) et sur lequels P et Q) coincident,
c’est a dire que

VAeC P(A)=Q(A).
Alors P = Q.

!Le lecteur intéressé pourra se référer la section 3.3 de 'ouvrage de Patrick Billingsley :
Probability and measure, précisément aux théoremes 3.2 et 3.3.
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Théoréme 15. Soit C et D deux familles de parties mesurables de (2, F).
On suppose que C et D sont des m-systémes et que pour tout (A, B) € C x D,
on a P(AN B) = P(A)P(B). Alors, les tribus A = o(C) et B = o(D) sont

indépendantes.

Démonstration. Pour A € A, on pose Ty = {B € B, P(ANB) = P(A)P(B)}.

Regardons d’abord le cas ot A € C. Si P(A) = 0, alors A est indépendant
de tout, donc T4 = B. Si P(A) # 0, on peut définir sur B la probabilité
conditionnelle P4 par

P(AN B)

VBEB Pa(B) =L

Les probabilités P et P4 coincident sur D. Comme D est un m-systeme qui
engendre B, P et P4 coincident sur B. On en déduit que lorsque A € C, on
a TA =B.

On a donc montré que si C et D sont des w-systemes, alors

Y(A,B) € CxD P(ANB) = P(A)P(B) => ¥(A, B) € Cxo(D) P(ANB) = P(A)P(B).

Mais, B = o(D) est lui-méme un w-systeme. Le résultat que 'on vient de
démontrer s’applique cette fois avec (B,C) a la place de (C,D), et on obtient
que

V(A,B) € CxD P(ANB) = P(A)P(B) = V(A, B) € 0(C)xc(D) P(ANB) = P(A)P(B),

ce qui était notre objectif

]

Théoreme 16. Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :
— Les tribus (A;)ier sont indépendantes
— Pour tout j € 1, la tribu A; est indépendante de la tribu I/\\{ ) A,
1€ J
Démonstration. — Preuve de 1 = 2 : Soit 57 € [I. On considere le 7-
systeme C défini par

C= U { N A;VzeF A, eA)

FCI\{j} = =z€F

Il est facile de voir que C est un m-systeme qui engendre 1/\\{ . A; et
1€ J

que V(A,B) € A;xC P(ANB) = P(A)P(B). Le théoreme [[3 permet
de conclure.
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— Preuve de 2 =1
On montre par récurrence sur n la proposition P,

Po: I=n=V]] Ave [[ A. P( N A,)= [] P(A,).

zel xzel zel zel

Il est clair que Py et P; sont vraies. Montrons P, = P, 1. Soit [ un
ensemble de cardinal n + 1. On peut écrire I = J U {xp} avec |J| = n.

Soit By = [ A € ] As. Ona Ey = A, N Ey, avec By = N A,

el €l zeJ
Comme A,, € A,, et By, € 1\/} } A;, hypothese 2 implique P(E;) =
1€ xo
P(A,,)P(E,). Mais d’apres P, on a

P(Ey) = P( N Ay) = [ P(4),

zeJ zeJ
d’ou
P(Er) = P(Ay)P(Ez) = 1 P(4a),
xe
ce qui acheve la preuve. Il

2.5 Premiers exercices de probabilité

1. Soit (A;)n>1 une suite d’événements indépendants, tous de probabilité
non nulle. On pose

“+oo
A= N A,
n=1
et
. +OO
B= lm A,= U N A.

n—-+oo n=1 k=n

Montrer que P(A) = 0 si et seulement si P(B) =0

2. Le but de cette exercice est de montrer qu’il est impossible de construire
un espace probabilisé (2, F, P) et une variable aléatoire X a valeurs
entieres sur cet espace tels que

1
Vn>1 P(n divise X) = —.
n

On note p1,...,pn,... la suite des nombres premiers.

(a) Posons E = lim {p, ne divise pas X }. Montrer E = ().

n—-+4o0o
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(b) On pose D,, = ]ﬁl {px ne divise pas X }. Montrer

e
—
ol R
3
N—
™z
N
<L

+oo
(¢) En déduire que P(D) = 0, oton a posé D = krjl {pk ne divise pas X}.
(d) Conclure.

3. Une enqueéte effectuée parmi les nouveaux adhérents du parti socialiste
francais en 2002 a montré que les femmes représentaient 40,55% des
nouveaux adhérents. 20, 4% des nouvelles militantes socialistes sont en-
seignantes, tandis que seulement 12, 81% des nouveaux militants de sexe
masculin sont enseignants. Parmi les enseignants qui militent nouvel-
lement au parti socialiste, quelle est la proportion de femmes ?

4. On s’intéresse au probléeme des dérangements : n mathématiciens déposent
leurs chapeaux au vestiaire au début d’un congres et, a la fin du congres,
en reprennent un au hasard par distraction. On s’intéresse a la proba-
bilité p,, qu’aucun ne retrouve son chapeau.

(a) Proposez un espace €2 convenable et une probabilité associée. En
déduire que l'on doit avoir p, = %, ou d, est le nombre de per-
mutations de S,, sans point fixe :

d, =Card{c € S,;;Viel,....,n o(i) #1i}).

(On pose dy = 1.)

(b) Pour 0 < k < n, on note A} I'ensemble des permutations de S,
ayant exactement k points fixes :

r={ceS;Card{iel,...,d | o(i)=1i})=k}.
Montrer Card(A}) = (})dn—x. En déduire
k=0

(c) Soit ® I'endomorphisme de R, [X]| défini par ®(P) = P(X +1) -
on rappelle que R, [X] désigne ’ensemble des polynémes réels de
degré inférieur ou égal a n. Déterminer la matrice M de ® dans

la base (1,X,..., X"). Calculer M~!.
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(d) Montrer (do,dy,...,d,).M = (0!, 1!,...,n!). En déduire

dn _ 5~ (2

n! k!
k=0

Pn =

(e) Montrer lim,_,o p, = % Montrer que pour n > 2, d,, est I'entier
le plus proche de %'

. On note 2, 'ensemble des entiers de 1 & n. On note n = [[, p;" la
décomposition de n en produits de facteurs premiers. Le but de cet
exercice est de déterminer le nombre p(n) qui est le cardinal de I’en-
semble (G, des d’entiers entre 1 et n qui sont premiers avec n. On note
P la loi uniforme sur 2,,.

(a) Pour d divisant n, on note Ay = {k € Q,,;d|k}. Calculer P(Ay).

(b) Soit dy,...,d, des diviseurs de n premiers entre eux. Calculer
P(mg:IAdi>'

(c) Montrer que P(G,) =1—P(U;A,,).

(d) En déduire que p(n)/n = [[,(1 —1/p;).

. On mélange n(n > 6) paires de chaussetttes et 'on tire au hasard 6

chaussettes. On considere les événements suivants : £y = { obtenir trois

paires }, Es = { obtenir au moins une paire }, F3 = { obtenir une seule

paire }. En supposant que tous les ensembles de 6 chaussettes ont la
méme probabilité d’étre tirés, calculer P(E;), P(Es), P(E3).

. On choisit au hasard, successivement et sans remise trois nombres
parmi {1,...,n}. Calculer la probabilité que le troisitme nombre tiré
se trouve entre les deux premiers.

. Une élection a lieu entre deux candidats A et B. Le premier candidat
A obtient a voix et le second B obtient b voix avec a > b.

(a) Représenter le dépouillement des bulletins a I’aide d’'un chemin
dans R? partant de (0,0) arrivant & (a,b) constitué uniquement de
segments de longueur 1, paralleles a ’axe Ox ou Oy, orientés dans
le sens croissant. En déduire un modele équiprobable concernant
le dépouillement.

(b) Quelle est la probabilité pour qu’au cours du dépouillement,
— le premier bulletin soit en faveur de B ?
— A et B se retrouvent a un instant a égalité 7 (indic. : distinguer
suivant le premier bulletin)
— A ait toujours strictement plus de voix que B?
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9. Donner un exemple de trois évenements A;, Ay, A3 qui ne sont pas
indépendants et pour lesquels
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Chapitre 3

Integrales

Jusqu’ici, on n’a parlé que de mesures et nullement d’intégrales. Le présent
chapitre va pleinement compenser cela !

On va commencer par rappeler la définition de I'intégrale dite “de Lebes-
gue” telle qu’elle a été vue au premier semestre et en rappeler les propriétés
fondamentales.

3.1 Définition de l’'intégrale et propriétés de
base

3.1.1 Définition

Soit (£2, F, i) un espace mesuré. Pour toute fonction positive f, on définit
Iintégrale de f, notée [ f dp ou encore [ f(x) du(x) par

/f dp = supZinf{f(w);w € Qi (),

ou l'inf porte sur toutes les partitions finies de ).
Lorsque f prend des valeurs négatives, on écrit f comme différence de
deux fonctions positives :

f=f"=f" ot ff(w) = max(f(w),0) et f~(w) = max(—f(w),0)

Lorsque [ f* du et [ f~ dp sont simultanément finies, on dit que f est
intégrable et on peut définir

[au= [t i[5 an

29
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Lorsque [ f* dp et [ f~ du sont, Pun fini, autre infini, on s’autorise
toutefois a écrire

— [ fdu=+ocosi [ fTdu=+occet [f~ du< +oo.

— [fdu=—ocosi [ fTdu<+ocet [f~ du=+oo.

3.1.2 Rappel des propriétés de bases

Définition : on dit qu’une propriété P relative aux points de {2 est vérifiée
p-presque partout si il existe E mesurable avec u(E) = 0 tel que pour tout
x € Q\E P(x) est vérifié.

On rappelle sans démonstration les propriétés de base de l'intégrale :

— Lien avec la mesure : Pour tout ensemble A mesurable, on a [14 du =

((A).

— Positivité : Si f et g sont intégrables avec f < g p-presque partout,
alors [ f du < [ g du, avec égalité si et seulement si f = g p-presque
partout. En particularité, si f > 0 p-presque partout et f fdu =0,
alors f = 0 u-presque partout.

— Linéarité : Si f et g sont intégrables, o et 3 des réels, alors [af +
Bdp=aff+3[gdy

— Convergence monotone : Si (f,,),>1 est une suite croissante de fonc-
tions positives convergeant presque partout vers f, alors la suite f fndu
converge vers [ f du. (la limite peut étre infinie)

3.1.3 Conséquences importantes

Théoréme 17 (Lemme de Fatou). Pour toute suite (f,)n>1 de fonctions
mesurables positives, on a

/ lim f, dp < lim fn dp

n—-+o00 n—-+o00

Démonstration. 1l suffit de poser g, = infy>, fr. (gn) est une suite croissante,
dont la limite est, par définition, lim g, = limf,,. On a pour tout n

fn < 9n
/fn dp < /gn dp
D’ou

lim fodp < lim Gn dp

n—-4o0o n—-+400
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Mais d’apres le théoreme de convergence monotone [ g, dp converge vers
[ g du, ce qui est le résultat voulu. O

Théoréme 18 (Convergence dominée). Si (f,,)n>1 est une suite de fonc-
tions convergeant presque partout vers f, et telle qu’il existe une fonction g
intégrable vérifiant pour tout n, | f,| < g alors la suite [ f, du converge vers

Jfdu.

Démonstration. Les f, sont intégrables car dominées par g : par suite les
fonctions g+ f,, et g— f,, sont intégrables et positives : on peut leur appliquer
le lemme de Fatou :

/ lim (g+ fu) dp < lim [ (g+ fo) dp

n—+o00 n—+00
et

/ HE%LO (g— fa) du < nE_rfoo (9 — fu) du
soit

Jodus [rans [gduse tm [ 1 de
et

/gdu—/fdué/gdu— lim [ fu du
n—-+o0o

En simplifiant, on obtient

/fdus m [ f, dy

n—-+4o00
et
[ fode < [ 1
n—-+o00
ce qui montre bien le résultat voulu. l

3.2 Intégration sur un ensemble, mesures a
densité

3.2.1 Intégration sur un ensemble

Pour tout ensemble mesurable A et toute fonction intégrable (ou positive)

£, on note
/A fan= [ nidp
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Théoréme 19. Si f est intégrable et que (Ay,)n>1 est une partition dénombrable

de Q, alors
+oo
[ran=3[ ran
k=1 Ak

Démonstration. On pose f, = f(>_;_;1a,) et on applique le théoreme de
convergence dominée. O

3.2.2 Fonctions simples (ou fonctions étagées)

On appelle fonction simple (ou fonction étagée) toute combinaison linéaire
d’indicatrices d’ensembles mesurables.

On peut dire aussi qu’une fonction simple est une fonction mesurable qui
ne prend qu’'un nombre fini de valeurs.

Lemme 1. Toute fonction mesurable positive f (éventuellement infinie) peut
s’écrire comme limite simple d’une suite croissante de fonctions simples (f,).

Démonstration. On définit sur [0, +-00] une fonction ¢, par ¢, (x) = 27" Int (2" )l ,,) ()
pour = < 400 et @,(+00) = n. Evidemment la suite (¢,(00))psn1 tend en
croissant vers +oc. Soit # > 0. Evidemment Lo, n417(x) > Moy () Posons
y =2"z. On a y > Int(y), donc 2y > 2Int(y). Mais 2 Int(y) est entier, donc
Int(2y) > 2Int(y), ce qui nous donne finalement ¢, 1(x) > @, (x). D’autre
part pour n > x,onaxz—2"" < ¢,(x) <z, donc p,(z) tend vers z. 11 suffit
alors de poser f,(z) = o, (f(2)). O

3.2.3 Mesure a densité

Soit (2, F, p) un espace mesuré Soit f une fonction positive mesurable
de (Q,F) dans (R, B(R). On peut définir une application v de (2, F) dans
[0, +00] par

V(A) = /A f dp.

Il n’est pas difficile de démontrer que v est une mesure (exercice laissé au
lecteur)

On dit que v est une mesure qui admet une densité par rapport a u et
que cette densité est f.

En réalité il y a ici au moins un abus de langage : en effet, une méme
mesure ne peut elle admettre plusieurs densités par rapport a pu?
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Proposition 2. Soit f et g deux fonctions mesurables étant toutes deux des
densités de v par rapport a p. Alors f = g u presque partout.

Démonstration. Posons A, = {w : f(w) > gw)} 0 = v(A) —v(A) =
fA+f du — fA+g du = fA+(f — g) du. De méme si 'on pose A_ = {w :
flw) < gw)} 0=v(A)—v(A) = [, fdu— [, gdp= [, (f—g) du
Cependant |f — g| = (f — g)a, — (f — g)La_, donc

Jir=slan = [=oms, du— [7- g s

— [4+(f—g) d“_/A_(f_g) dy
= 0-0=0

Ce qui implique que f = g u presque partout. n

Théoreme 20. On suppose que v est une mesure qui admet une densité f
par rapport a . Alors, pour toute fonction mesurable g

[1al av = [1glf dn (3.1)

Si cette quantité est finie, on a alors

Jodv=[of dn (3.2)

Démonstration. Si g =1, avec A € F ([B.2)) est immédiat. Par linéarité, (B.2)
est également vérifié lorsque g est une fonction simple positive. En utilisant
le lemme () et le théoréme de convergence monotone, il s’ensuit que (B:2))
est vraie pour toute fonction mesurable positive, donc en particulier (B.1]) est
vraie pour toute fonction mesurable g. Supposons maintenant que [ |g| dv =
Jlg|f di < 400 : on peut alors écrire g = g+ — g— avec [ g, dv < +oo et
f g_ dv < +o0o. Comme g, et g_ sont des fonctions mesurables positives, on
a [gydv= [g.fduet [g- dv= [g_f du. En faisant la différence, on
obtient donc [(g+ —g-) dv = [(9+ — g-)f dp, soit [B:2). O

3.2.4 Intégration par rapport a une mesure image

Théoréeme 21. Soit (w, F, 1) un espace mesuré, T une application mesurable
de (w,F) dans (W', F'). Soit f une application mesurable de (W', F') dans
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(R, B(R)). Alors f est intégrable par rapport a pr si et seulement si f oT
est intégrable par rapport a . Dans ce cas, on a

J(y) dpur(y) = / (f o T)(x) dyu(x) (3.3)
Q/ Q

Démonstration. Prenons d’abord le cas ou f est I'indicatrice d'un ensemble
AeF :ona [, fdur = [, 14 dur = pr(A) = p(T7'(A)). Dun autre coté
Tgo0T = ]lT—l(A), donc fQ fOT dﬁL = fQ]].T—l(A) d,u = ,u(T_l(A)).L’égalité (BBD
est donc vérifiée lorsque lorsque f est I'indicatrice d’un ensemble A € F’. Par
linéarité, elle est donc vérifiée pour toute fonction étagée mesurable.

Soit maintenant f une application mesurable positive de (', F’) dans
(R, B(R)). Il existe une suite croissante d’applications étagées (f,,) conver-
geant ponctuellement vers f. Pour tout n, on a

fuly) dur(y) = / (fo 0 T)(x) du(x)
Q/ Q

En appliquant le théoreme de convergence monotone, on obtient a la limite

Jor fW) dpr(y) = [o(f o T)(z) du(x). En particulier, pour toute application
mesurable de («', F') dans (R, B(R)), on a [, |f| dur = [, |f| o T du(z), ce
qui montre que bien f est intégrable par rapport a pr si et seulement si foT
est intégrable par rapport a u. Dans ce cas, fT et f~ sont intégrables, posi-
tives, et en soustrayant U'identité [, f~ dur = [, f~ o T du(x) de I'identité
Joy fT dpr = [ ft o T dp(z), on obtient bien le résultat voulu. O

3.3 Mesure produit

On suppose que (X, X, u) et (Y, ), ) sont des espaces mesurés. On rap-
pelle que X ® Y est la tribu engendrée par les ensembles de type X x Y, ou
(X,Y) décrit X x V.

3.3.1 Construction de la mesure produit

Lemme 2. Pour tout Ac X ®@Y,z€ X ety €Y, on note
Ayjz)={yeY : (z,y) € A}

et
A(y)={z €x: (z,y) € A}.

Alors Ay(z) € Y et Ay(y) € X. De plus, si une fonction f est mesurable par
rapport de la tribu X x Y vers la tribu C, alors pour chaque x fizé la fonction
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y — f(x,y) est mesurable par rapport a la tribu Y, et de méme pour chaque
y fizé la fonction x — f(x,y) est mesurable par rapport a la tribu X

Démonstration. Notons
T={AcXR)Y : Vee X xY A)x)e )}

Pour tous (z,y) e X xY @y (z) =0 € Vet O,(y) =0 € X, donc @ € 7.
Supposons que A € T et soit v € X (A°),(z) ={y €Y : (z,y) € A°} =
{y €Y : (x,y) € A} € Y. Ainsi, A° € 7. Maintenant, si (4,),>1 est une
suite d’éléments de 7 et que l'on pose A = U,>14,, on a

Ayz) = {yeY:(z,y) € A}
= {yeY:In>1 (x,y) € A}
= Upi{y€Y: (z,y) € A}
SN

T est une sous-tribu de X ® Y qui contient X x Y, donc 7 = X ® )V, ce
qui montre le résultat voulu pour A,(z). On procede de méme pour A,(y).
Passons au deuxieme point : soit A € C, z € X et notons g,(y) = f(x,y)

9. (A) ={y: fz,y) e Ay ={y: (x,y) € [T(A)}.

Mais comme f est mesurable f~1(A) € X®Y, donc d’apres le point précédent
9z (A) € V. O

Théoréeme 22. Soit (X, X, u) et (Y,V,v) deux espaces mesurés dont les
mesures et v sont o-finies. Il existe une unique mesure m sur (X xY, X®))
telles que pour tous X € X et Y € Y, on ait

m(X xY) = uX)v(Y).

On notera dans la suite u @ v cette mesure. De plus, pour tout E € X ® ),
les fonctions x — v(E,(x)) et y — u(E,(y)) sont mesurables et l'on a

B @) dnto) = [ B0 o) = o v(E)

Y

Démonstration. Supposons d’abord que u et v sont finies. Soit £ dans X XY ;
d’apres le lemme précédent la fonction z — v(E,(x)) est bien définie. Notons
7T la famille des ensembles F tels que cette fonction soit mesurable de X' dans
B(R). Il n’est pas difficile de voir que 7 est un A-systeme. Mais 7 contient
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tous les pavés, donc d’apres le théoreme \-w, 7 est X ® ) tout entier. Ainsi,
pour tout F dans X ® ), on peut définir

ma(E) = /X v(B,(x)) du(z);

et de méme on pourrait définir

ma(E) = /Y w(Ea(y)) du(y).

Prenons £ = A x B : Ey () = {y € B(z,y) € A x B}. Ainsi Ey(z) = B
si z € A et @ sinon, et donc v(E,(z)) = v(B) si x € A et 0 sinon. Ainsi
my(E) = [ 1av(B) dp = p(A)v(B). En procédant de la méme maniere, on
obtient my(E) = [, Igu(A) dv = u(A)v(B). my et my sont donc des mesures
finies qui coincident sur les pavés : elles sont donc égales.

Passons maintenant au cas ou p et v sont o-finies : on peut partitionner
X (et Y) en une famille dénombrable d’ensembles de mesure finie : X =
U, As et Y = U2, B;. On peut alors noter m™ la mesure associée comme
précédemment aux mesures traces v|4, et yp,. En d’autres termes

m(E) = [ valBy@)) duns, @) = [ s, (Bulo) di, )
Alors, il n’est pas difficile de voir que la mesure m = 37, >~ m"/. On a alors
m(Ax B) = szwm x BN (4; x B)))
= sz (AN A;) x (BN By))

= (AmAi) v(B N Bj)
= (Z mu(AnN AZ-))(Z mu(B N B;))

= u(A)u(B)

]

Remarque : il n’est pas difficile de voir que si u, v sont des mesures o-
finies, a et b des réels, alors (ap) ® (bv) = (ab)(p ® v) — utiliser la partie
unicité du théoreme.
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3.3.2 Théoremes de Fubini et Tonelli

Théoréme 23 (Tonelli). Soit (X, X, pn) et (Y,),v) deux espaces mesurés
dont les mesures p et v sont o-finies et f € V(X XY, X ® ).

Pour tout x € X, la fonction y — f(x,y) est mesurable de (Y,)) dans
(Ry,B(R,)) et la fonction

T /yf(ﬂf,y) dv(y)

est dans V (X, X).
De méme pour touty € Y, la fonction x +— f(x,y) est mesurable de (X, X, )
dans (R, B(R. )

g /X f(xy) dp(z)

est dans V (Y, ).

Enfin, on a les égalités

Xxyfd“@)”:/x (/Yf(%y) dv(y)) dp(x)

/Mf dp®v = /Y ( /X f(z,y) du(ﬂf)) dv(y)

Démonstration. La mesurabilité de y — f(x,y) est une conséquence immédiate
du Théoreme

Supposons que f s’écrive comme 'indicatrice d’un ensemble A € X ® ) :
on a alors

/Y f(x,y) du(y) = v(A,)

D’apres la deuxiéme partie du Théoreme 22} 'application z — [, f(x,y) dv(y)
est donc mesurable et 'on a

/X/Yf(w,y) dv(y) du(z) = /)cy(Ax) du(z)
= pnev(A)

= / fdu®wv.
XxY

Le résultat s’étend aisément a la classe des fonctions simples par linéarité,
puis a f € V(X XY, X ®Y) en utilisant le lemme [ et le théoreme de
convergence monotone. ]
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Théoréme 24 (Fubini). Soit (X, X, u) et (Y,),v) deux espaces mesurés
dont les mesures p et v sont o-finies et f € V(X x Y, u®@v. On suppose que

/ |f] dp ® v < 400.
XxY

Alors, il existe X' € X et Y' € Y avec p(X\X') =v(Y\Y') =0 et

X><Yf dﬂ@y:/, (/Y f(z,y) du(y)) dp(x)
| raev= [ ([ e ) ww)

Démonstration. On va juste montrer la premiere égalité. D’apres le théoreme
de Tonelli,

/X(/Y‘f(sc,y)!du(y)> du(a:):/xxy‘f’ du ® v < +00

Il s’ensuit que si I'on pose

—{reX; /Y ()| du(y) < +oo},

et

on a pu(X\X’) =0.

Par suite p®@v(X x YAX'xY) = u(X\X")v(Y) = 0. (On rappelle que dans
R+, OOO - O)

Ainsi, comme I'hypothese [ . [f] dp ® v < 400 entraine Pexistence de
Jxwy [ du® v, on peut écrire

fdu®@v = / fdu®v
X'xY

XxY

- / (F =) duw
X'xY

= [ ([ revow) ww- [ ([ e ow)
_ /){( F(z,y) dly ) (/f 2,y) dily )du(m)
_ /X( Fx,y) du )) du(z)
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3.3.3 Associativité de la mesure produit

Soient (X, X, ), (Y, YV, v),(Z, Z,x) trois espaces mesurés o-finis. Comme
précédemment, on note X ® J ® Z la tribu engendrée par les ensembles de
la forme A x B x C, ou (A, B,C) décrit X x Y x Z.

On note ¢ lapplication de (X xY)xZ — X XY xZ: ((x,y),2) — (2,9, 2)
et 1 l'application de X x (Y x Z) — X xY x Z : (x,(y,2)) — (z,y,2).
Alors la mesure image m; de (u ® ) ® x par ¢ et la mesure image M, de
1 ® (v ® x) par ¢ sont égales : on note simplement cette mesure pu ® vy.

Démonstration.
mi(Ax BxC) = (p®v)®x(e _1(A><B><C’))
= ( v) © x((Ax B) x C)
= p@v(AxB)x ( )
= #( Jv(B)x(C)
ma(AX BxC) = p@(veyx) (W '(AxBx(0))
= @ Ve x)(Ax(Bx())
= A ex)(BxC)
u(A)v(B)x(C)
Ainsi, les mesures coincident. [

3.3.4 Convolution de mesures

Soit u1 et v deux mesures o-finies sur (R, B(R?)). On appelle convolée de
et o et on note pxv la mesure image de u®@v par Uapplication (x,y) — x+y.

On se contente pour 'instant dénoncer quelques propriétés simples : si p,
v sont des mesures o-finies, a et b des réels, alors

= (ap) = b(v) = (ab)(p * v).
~pk0=0xp=0.

Démonstration. Soit f: (xz,y) — = +y.
(ap) *b(r)(A) = ((ap) @ b(v))(f~'(A))

))(f
ab(i® v)(f ' (A))
— ab(ux v)(A)
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px0(A) = (n®@0)(f1(A)) = 0 et de méme 0 pu(A) = (0@ p)(f71(A)) =
0 ]

3.4 Premiers exercices d’intégration

1. Le but de cet exercice est de montrer le théoreme du retour de Poincaré.
Soit (2, F, p) un espace mesuré et T une transformation, c’est a dire
une application mesurable de (€2, F, ) dans lui-méme. On suppose que
1 est une mesure finie et qu’elle est invariante sous l'action de 7', c’est
a dire que la mesure image de p par l'application 7" est p elle-méme.
Alors, le théoreme du retour dit que pour tout ensemble mesurable A
de mesure non nulle, la suite des itérées (17" (z)),>0 passe une infinité
de fois dans A pour presque tout x appartenant a A.

(a) On pose
=Y L(T"(x))

ainsi que Y (z) = exp(—N(x)), avec la convention exp(—(+00)) =
0. Montrer que Y est une application mesurable intégrable par
rapport a .

(b) On pose Z( ) Y( ). Montrer que Y (z) = e @ Z(z), puis
que [Y(x) = [Z(x)
(c) Conclure.

2. Intégration par rapport a une somme de mesures.
Soit (f4;)ien une suite de mesure définies sur un espace (€2, F).

(a) Montrer que pt = ).\ i; est une mesure sur (£2, F).

(b) Montrer que pour f mesurable positive, puis pour f intégrable,

on a
[ran=3 [ 1w

€N

3. Soit (fn)n>0 une suite croissante d’applications p-intégrables conver-
geant p presque partout vers f. On suppose qu’il existe une constante
K telle que

Vn >0 /fndugK.

Montrer que f est p-intégrable et que [ |f, — f| dp tend vers 0 lorsque
n tend vers 'infini.
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4. Soit (fn)n>o0 une suite décroissante d’applications p-mesurables posi-
tives. On suppose que f; est p-intégrable. Montrer que (f,) converge
simplement vers une fonction mesurable f, que f est p-intégrable et
que [ |fn — f| dp tend vers 0 lorsque n tend vers linfini.

5. (a) Soit ¢ une application de N dans R, Montrer que I'on a

“+oo

[ etEnt(lell) ax'@) = 3 (Cn+ 2" - (200 ¢lo)

n=0

est elle

(b) Soit a > 0. A quelle condition la fonction z

llll5

intégrable sur le complémentaire de la boule unité ?

(c) Montrer que I’application

x
frxw—
]|

réalise un C* difféomorphisme de {x € R%0 < ||z]]; < 1} sur
{z € R%: 1 < ||z||2} et que sa différentielle est

_ l=zl3h — 2(z, h)x
[EdlFs

(d) Soit a > 0. A quelle condition la fonction z

hi Df,.h

1

— est elle
[EE

intégrable sur la boule unité ?

6. Soit f une fonction réelle intégrable sur (€2, F, u). Montrer quesi [, f du =
0 pour tout A € F, alors f = 0 presque partout.

7. Etudier la limite, lorsque n tend vers 'infini de
) +OO log(z+n)

1 14+nx
fO (I4z)™ dx

+00 14nax
c fl (14x)™ dx

) Calculer I, = fo 2"Inx dx pour n € N

—X

e *cosx dx

(a
(b)
(c)
(a

(b) En déduire la valeur de [, 2 dz, sachant que Y7 n~? = 72/6.
9. Soit @ > 0. Montrer que la fonction, f : (z,y) — e “sinzx, est

intégrable sur [0,a] x [0,4o00[. On pose I, = / f(z,y) dzdy.

[0,a] % [0,+00]
Déterminer la limite de I, quand a tend vers +o00. En déduire la valeur

T ginx
de dz.
0

X
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10. Rappelons que la fonction Gamma I' : R} — R est définie pour tout
x> 0par D(z) = [[t" e tdt et la fonctlon Beta 3 : R, xR% — R

est définie pour tous z > 0, y > 0 par 3(z,y) fo 7Y yYldt.
Pour tous z > 0, y > 0, Verlﬁer I'existence de (3 (1; y) puis montrer que :

D(@)T(y)

B(x,y) = Tty



Chapitre 4

Lois des variables et des
vecteurs aléatoires

Rappel : si X est un espace topologique (par exemple un espace métrique),
on appelle tribu borélienne de X et on note B(X) la tribu engendrée par la
famille des ouverts de X.

4.1 Deéfinition

Si (Q, F, P) est un espace probabilisé, on appelle variable aléatoire toute
application mesurable de (92, F, P) dans (R,B(R)), ou B(R) est la tribu
borélienne de R. De méme, on appelle vecteur aléatoire toute application
mesurable de (2, F, P) dans (R?, B(R?)), ott B(R?) est la tribu borélienne de
R4,

On appelle loi d'une variable aléatoire X definie sur (€2, F, P) la loi image
de P par X. Cette loi est notée Px Rappelons que cette loi image est une
mesure de probabilité sur (R, B(R)) définie par

VA € BR) Py(A) = P(X '(A))

Par définition, X '(A4) = {w € ;X (w) € A}. Afin de simplifier les
écritures, on écrit toujours {X € A} a la place de X~!(A). Ainsi, on écrira
le plus souvent P({X € A}) et méme P(X € A) pour désigner Px(A).

Exemple : Soit P la mesure sur (R, B(R)) définie par P = $6_1 + 360 +
%51. P est une mesure positive, de masse totale 1 : ¢’est donc une probabilité.
Considérons l'application X : R — R définie par Vw € R X(w) = |w|.
Comme X est une application mesurable, X est une variable aléatoire. Pour

43
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P-presque tout w, X (w) € {0,1}. Ainsi, la loi de X sous P est
Py = P(X=0))+PX=1)
= P0G + P({-1,1})5
1 1
= =0+ =0
%0 %

Exemple : L’exemple qui suit ne paie pas de mine mais est cependant
trés instructif. Soit P la mesure sur (R, B(R)) définie par P = £6_14500+ 301
On a vu que P était une probabilité. Considérons 'application ¥ : R — R
définie par Vw € R Y (w) = w. Comme Y est une application mesurable
(1), Y est une variable aléatoire. Il est facile de voir que la loi de Y sous P
est tout simplement P. Ainsi, on voit que le probleme de 'existence d’une

variable aléatoire suivant une certaine loi se rameéne & celui de 'existence de
cette loi et releve donc des théories de la mesure.

4.1.1 Fonction de répartition

Soit X un vecteur aléatoire & valeurs dans R?. On appelle fonction de
répartition de X et on note Fx la fonction définie sur R? par

Vt:(tlv"wtd)eRd FX(t> - Px(]_OO7t1]X]—OO,t2]X]—OO,td])
= P(X; <t, Xy <ty...,Xq < 1g)

Théoréeme 25. Si deux variables (ou vecteurs) aléatoires ont la méme fonc-
tion de répartition,alors elles ont méme lot.

Démonstration. Si X et Y sont tels que Fx = Fy, cela veut dire que Px et

Py coincident sur les ensembles de la forme | — oo, t1] x| — 00, ta] X] — 00, t4].
Or ces ensembles forment un m-systéme qui engendre B(R?), donc Py et Py
sont égales. O

C’est surtout en dimension 1 que la fonction de répartition est utile, car
en dimension supérieure, ses propriétés sont plus difficiles a exprimer et les
calculs sont souvent compliqués, voire infaisables. Nous allons juste nous
contenter de donner quelques propriétés de la fonction caractéristique d’une
variable aléatoire.

Propriétés de la fonction de répartition d’une variable aléatoire
réelle

Théoreme 26. La fonction de répartition Fx d’une variable aléatoire vérifie
les propriétés suivantes
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— Fx est a valeurs dans [0, 1]
— F'x est croissante sur R.

t——o0
t—-+o0

— En tout point, Fx est continue a droite.
— En tout point, Fx admet une limite a gauche.

Démonstration. — Le premier point découle du fait que Fx(t) est la pro-
babilité d’un événement.
- Sis<t,onal—o0,s] C|]—o0,s], dou

Fx(s) = P(] = 00,5]) < P(] = 00,t]) = Fx(t).

— Posons pour n > 1, A, =] — 00, —n|, on a A, ;1 C A, et Ql A, =,
n>

d'ou lim Px(A,) = Px(@) = 0. Soit € > 0 : d’apres ce qui précede,

n—-—+0o
il existe n tel que P(A,,) < e. Comme Fx est croissante et positive, on
a

t< —n :OSFx(t)SFx(—n)§5,

ce qui prouve que lim Fy(t) = 0.

t——o00

— Posons pour n > 1, A, =] —oo,n|, on a A, C A,41 et gl A, =R,
n_

d’'ou  lim Px(A,) = Px(R) = 1. Soit ¢ > 0 : d’apres ce qui précede,

n—-4o0o
il existe n tel que P(A,) >< 1—e. Comme F'y est croissante et majorée

par 1, on a

t>n :>1ZFx(t)2Fx(n)21—€,

ce qui prouve que lim Fyx(t) = 1.
t—-+4o00

— Soit t € R, (t,)n>1 une suite décroissante convergeant vers t. Posons

pourn > 1, A, =] —o0,t,],ona A, 1 C A, et 91 A, =] —o0,t], d’ou

lim Fx(t,) = lim, ;00 Px(An) = Px(] — 00,t]) = Fx(t). Comme
n—+oo
cette égalité est obtenue pour toute suite décroissante convergeant vers

t, ceci prouve que la limite a droite de F'xy au point ¢ est F'x(t) (critere de
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continuité séquentiel). Remarquons qu’on aurait pu également utiliser
des criteres analogues pour les preuves des deux propriétés précédentes
et éviter ainsi ’emploi de ¢.
— Toute fonction croissante admet une limite a gauche en tout point de
Iintérieur de I’ensemble de définition.
m

4.1.2 Tribu engendrée par une ou plusieurs variables
aléatoires

Soit (£2, F, P) un espace probabilisé, X une variable aléatoire (ou un
vecteur aléatoire) sur cette espace. On note

o(X) = {X"'(A); A € BR)}.

Cette famille est une tribu. On dit que c’est la tribu engendrée par une
variable aléatoire X.

De la méme maniere, on appelle tribu engendrée par une famille de va-
riables (X;);er et on note o((X;);er) la tribu

A o(X;).

i€l

Exemple : Soient X et Y deux variables aléatoires a valeurs dans N.
Alors, I'événement {X = Y} est o(X, Y )-mesurable.

Démonstration. On a

X=Y} = UAX=Y}n{x =4k}

= U X =k}n{y =k}

Par définition de o(X), I'événement {X = k} est o(X)-mesurable. Comme
o(X,Y) contient o(X), 'événement {X = k} est o(X,Y)-mesurable. De
méme, 'événement {Y = k} est 0(X,Y)-mesurable. Comme o(X,Y) est une
tribu, on en conclut que pour tout k, I'événement {X = k} N{Y = k} est
o(X,Y)-mesurable, puis que I’événement {X = Y} est o(X, Y )-mesurable.

L
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4.2 Indépendance des variables aléatoires

Définition : On dit que des variables aléatoires (X;);c; sont indépendantes
si les tribus (o(X;))ierqu’elles engendrent sont indépendantes.

Exemple : Si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes, alors
pour tout couple de boréliens A et B, on a

P{X e AAU{Y € B} = P(X € A)P(Y € B).

Théoréme 27. Soient (X;);cr une collection de vecteurs aléatoires aléatoires
indépendants. On suppose que X; est a valeurs dans R™. Soient (f;)icr une
famille d’applications telles que pour tout i, f; soit une application mesurable
de R™ dans RPi. Alors, si on pose Y; = fi(X;) les variables aléatoires (Y;)ier
sont indépendantes.

Démonstration. L’indépendance des variables aléatoires est en fait I'indépendance
des tribus engendrées. Soit B € B(RP!) un borélien. On a {Y; € B} = {X, €
f71(B)}. Comme f; est borélienne, f;*(B) € B(R™), et donc {Y; € B} est
0(X;)-mesurable. Ceci prouve que o(Y;) est une sous-tribu de o(X;). Comme
les tribus (0(X;));es sont indépendantes, leur sous-tribus (o(Y;))ies le sont

aussi. u

Exemple : Si X,Y et Z sont indépendantes, alors ch X, Y? et Z2 sont
indépendantes.

La, nous restons un peu sur notre faim. En effet, nous voudrions pouvoir
dire aussi que ch X + Y2 est indépendante de Z3. Pour cela, il faudrait que
nous sachions que (X,Y) est indépendant de Z, auquel cas nous pourrions
appliquer les fonctions f(z,y) = chx + y* et g(2) = 23

Par chance (!), ceci est vrai. En effet, on a le résultat suivant :

Théoréme 28. Soient (A;);cr une famille de sous-tribus de (2, F) indépendantes
sous P. Soient J C I et K C I disjoints.

Alors les tribus A Aj et A Ay sont indépendantes.
jeJ keK

Démonstration. On considere le m-systeme C défini par

C= U { N AsVreF A A}

FCJ e

ainsi que le m-systeme D défini par

D= U { N AsVzeF A, A}

FCK = zcF
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Si By € C, By peut s’écrire sous la forme By = ﬂF A, ou FF C J et
xe

ouVex € I A, € A,. De méme, si By € D, By peut s’écrire sous la forme
Bo= N A,ouF' CJetouVzeF A,c A, Ainsi

zeF’

P(BiNBy,) = P( N _A)

= (II P(A)( I, P(A.)

zeF el

= P(Bl)P(BZ)

Comme C est un m-systeme qui engendre /\J A; et D un m-systeme qui
j€

engendre ; EAK A;, le théoreme [I5] permet de conclure.
O
Théoréeme 29. Soit (2, F, P) un espace probabilisé et X1, ..., X, n vecteurs
aléatoires. Les deux propositions suivantes sont équivalentes
1. Xq,..., X, sont indépendantes.
x, = Px, ®--® Px,

.....

n

Démonstration. — Preuve de 1 = 2. On pose C = [] B(R™). Soit
=1
A=A x---xA,€C.0na
x4 = P((Xl,..., n) € A)
= P(A (XA

- --Hl P(X; € Ay)

= I Px )
= (Px, ®---® Px,)(4)

Ainsi Py, . x, et Px, ® --- ® Px, coincident sur un m-systeme qui

.....

engendre ‘/_\1 B(R™). 11 s’ensuit que ces deux mesures sont égales.
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— Preuve de 1 = 2 Soient Bi,... B, quelconques tels que pour tout 7
B; soit o(X;)-mesurable : alors, pour tout i, il existe un borélien A; tel
que B; ={X; € A;}. On pose A= A; x---x A, € C.

P(N B) = P(N {X;€A})

<.
Il
R

I
s
s
oy

@
I
—

ce qui prouve I'indépendance des tribus.

m
Corollaire 4. Soit (2, F, P) un espace probabilisé et X1, ..., X, n vecteurs
aléatoires. On suppose qu’il existe des mesures de probabilités iy, . . ., ji, telles

X, =M1 Q@ . Alors

77777

2. Pour tout i, la loi de X; sous P est p;. (Px, = pi)
Démonstration. Soit B un borélien.
Px,(B) = P(X;€ B)
= P((Xq,..., X)) €Qx---xQxBxQ...Q)
,,,,, X)X xQxBxQ...Q)
= (M Qu)(2x - xQAxBxQ...Q)
1 ($2) X+ X i1 (S2) X pi(B) X piga (€2) -  pan(€2)
1i(B)
Ainsi Py, = ;. L'identité Px,  x, = 11 ®- - -®pu,. peut se réécrire Px,  x, =
Px, ®---® Py, et il suffit alors d’appliquer le théoreme précédent. l

= p(Xl

4.2.1 Application : loi 0 — 1 de Kolmogorov

Théoréme 30. Soit S un ensemble infini et (A;)ies une famille de tribus
indépendantes sous la loi P. On pose

7= N N A
ACS  keS\A
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T est appelée tribu de queue de la famille (A;)ien. Alors
VAeT P(A)e{0,1}.

Démonstration. Posons I = S U {oo} et Ay, = 7. Montrons que les tribus
(A;)ier sont indépendantes. Soit J C I, et pour tout i € J, A; € A;. Si
{0} ¢ J, 'indépendance des tribus (A;);cs assure que

P( N A)= T P(A).

ieJ 1eJ
Sinon, par définition de la tribu 7, on a A, € i /Q\J Ap.
€

C n A € A Ay, le théore 28 impli Ay et
omme ertoey veroey e théoreme 2§ implique que A, e

N A sont indépendants. Il s’ensuit que
keJ\{oo}

P( N A) = P(ALN n A

ieJ i€J\{oo}

= PUAP( ), A

= P(Ax) P(A)

i€J\{oo}

= H P<Ai)'

i€J

Ainsi, les tribus (A;);er sont indépendantes. En particulier, la tribu A, = 7

est indépendante de la tribu k:/e\S Ay Mais T est une sous-tribu de k/e\S A,

donc 7 est indépendante d’elle méme. Soit donc A € 7 : on a
0=P(@)=PANA°) = P(A)P(A°) = P(A)(1 - P(A)),

donc P(A) € {0,1}. O

4.2.2 Variables aléatoires intépendantes et convolutions

Théoreme 31. Si deux variables aléatoires X et'Y sont indépendantes sous
P, alors Px x Py = Pxy.

Démonstration. Si X et Y sont indépendantes, alors Pixy) = Px ® Py.
Px * Py est donc la loi image de Pxy) par (z,y) — x +y. Mais la loi image
de Pix,y) par (z,y) — = +y, ce n’est rien d’autre que Pxy. O
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Théoréme 32. Soit i, v et x trois mesures finies sur (R%, B(RY)). On a
U*V =V [

et
(L v)sx =px(v*x).

Démonstration. Si une des trois mesures de la deuxieme formule est nulle,
chacun des produits est nulle car la mesure nulle est absorbante pour le pro-
duit de convolution. Idem pour la premiere formule si 'une des deux est nulle
Sinon, posons Notons P = u(ﬁd) ® u(ﬂ%d) ® X(ﬁd)' P est une mesure de probabi-
lité. XY, Z Définissons sur (R?)? : X (x,y,2) = ;Y (2, y,2) = y; Z(z,y,2) =
2,S=X+Y;T =Y + Z. D’apres 'associativité de 'indépendance, X et T’
sont indépendantes, de méme S et Z sont indépendantes. On a donc

PX*PT:PX+T:PS+Z:PS*PZ'

Maintenant, il est facile de voir que Pr = my* x et que Py =
Wu*y, d’ott (u*v)*x = p* (v*x). De méme Px x Py = Px,y =
vix = Py x Px permet de montrer la premiere formule. O

Ainsi 'ensemble des mesures finies munies de (+,*,.) forme une R-algebre
commutative.

4.3 Variables aléatoires discretes

On dit qu’une loi p est discrete s’il existe un ensemble D fini ou dénombrable
inclus dans R? tel que p(D) = 1.
De méme, on dit qu’'une variable aléatoire X définie sur un espace pro-
babilisé (2, F, P) est discrete si sa loi Py est discrete.
Ainsi, si D est un ensemble dénombrable tel que P(X € D) = Px(D) =1
et I’on pose
Vie D p,=P(X =1)

La famille (p;);ep est une famille de réels positifs vérifiant

Zpi =1L

€D

La connaissance de D et des p; permet de reconstituer la loi de X. En
effet, on a le théoreme suivant :
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Théoreme 33. Soit X est une variable aléatoire discréte, et D un ensemble
D fini ou dénombrable inclus dans R tel que X(Q) = D. Pouri € D, on pose
p; = P(X =1). Alors,

1. pour tout A € B(R), on a

Px(A)= > p

i€DNA

ieD
3. Px admet comme densité par rapport a la mesure de comptage sur D
la fonction f(x) définie par

) e six €D
f(x)_{o six ¢ D

Démonstration. On note m la mesure de comptage sur D Soit A un borélien.
{X € AN D} est réunion dénombrable disjointe des événements {X = i},
ou ¢ décrit AN D. On peut donc écrire

Px(A) = P(X €A
P(X e AD)+P(X € AND)
— 0+P(Xe€AND)

= P(X =1)
i€AND
= >, Di
i€ AND
Posons p1 = > p;d;.
ieh
M(A) = Z pi5i(A)

= > pilla(i)

€D
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On a d’une part

u(A) = X pilla(i)

1€D

= > pla(i)+ ie%%A pilla(i)

i€DnN

= > pi+0

1€DNA

Comme A est quelconque, on en déduit que u = Px. D’autre part

p(A) = > pilla(i)

€D

— gpi]lA(i) dm (i)
= [ SO0 dm()

= [ f(@) dm(@).

ce qui signifie que p (c’est a dire Px) admet f comme densité par rapport a

la mesure de comptage.
O

On a la réciproque suivante :

Théoréme 34. Soit D un ensemble fini ou dénombrable, (p;)iep une famille
de réels positifs vérifiant

ieD
Alors, on peut construire un espace probabilisé (Q,F,P) et une variable
aléatoire X sur cet espace telle que
Vie D p;,=P(X =1)

Démonstration. Comme on I'a déja remarqué, le probleme d’existence d’une
variable aléatoire se ramene souvent a l’existence d’une loi. Ici,on peut prendre

Q=D,F=P(Q) et X(w)=w avec

P = .ZA pioi.
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4.3.1 Fonction d’une variable aléatoire discrete

Théoreme 35. La loi image iy d’une loi discréte p par une application
mesurable f est une loi discréte.

Démonstration. Soit D un ensemble fini ou dénombrable tel que p(D) = 1.
f(D) est un ensemble fini ou dénombrable. 11 est donc mesurable par rapport
& la mesure de Lebesgue. On a us(f(D)) = u(f~*(f(D)) > pu(D) =1 car
f~Yf(D) D D. 1l ensuit que f(D) est un ensemble fini ou dénombrable
dont la mesure sous jis est 1. O

Corollaire 5. Soit X une variable aléatoire discréte définie sur un espace
probabilisé (U, F, P) et f une fonction quelconque définie sur X (). Alors,
la fonction Y définie par

VweQ Y =f(X(w))
est une variable aléatoire discréte sur (2, F, P).

De maniere plus concise, on écrit Y = f(X).

Exemple : Soit X une variable aléatoire vérifiant X(Q) = {—1;0;1},
avec P(X = —-1)=P(X =0)=P(X =1) = 3.

On pose Y = X2
On a Y (Q2) = {0; 1}, avec

Y =0} ={x=0}

et
{Y=1}={X=1}u{X =-1},
ot
P(Y:O):P(X:()):%
et
P(Y:l):P(X:1)+P(X:—1):%+%:§.

4.4 Variables et vecteurs aléatoires a densité

On dit qu'une loi p est a densité (sous-entendu par rapport a la mesure
de Lebesgue) §'il existe une fonction mesurable f qui soit une densité de p
par rapport a la mesure de Lebesgue.

Ainsi, si f est une densité de la loi p, on a pour tout borélien A
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u(A) = / F(@)dA(w).

Exercice : Montrer que si f est la densité d’une loi, alors A(f < 0) = 0.
Evidemment, si f est la densité d’une loi, on a

1= pR?) = » f(w)dA(w).

Réciproquement, si f est une fonction mesurable, positive A presque par-
tout et d’'intégrale 1, up = f.A est une mesure de probabilité admettant f
pour densité.

Ainsi, on dit qu'une variable (ou un vecteur) aléatoire X est a densité si
sa loi Px est a densité.

4.4.1 Premieres propriétés

Soit X une variable aléatoire de densité f. f a les propriétés suivantes :

~Va,beR a<b= Pla<X<bh)=Pa<X<b=Pla<X<
b) = Pla< X <b) = [ f(z) de.

~VYaeR Pa<X)=Pla<X)=["f(z) da.

~VaeR Pla>X)=Pla>X)=["_f(z)dz.

- T () de =1

4.4.2 Densités et lois marginales

Théoréme 36. Soit (U, F,u) et (U, F' i) deuz espaces mesurés. On sup-
pose que la loi v sur (2 x O, F ® F') admet une densité h par rapport
1@ . Alors la loi image de v par l'application

T OxQ = Q

(z, ") —

admet comme densité par rapport a p la fonction f définie par f(zx) =

Joy P, 2" )dp/ ().



56 CHAPITRE 4. LOIS DES VARIABLES ET DES VECTEURS ALEATOIRES

Démonstration. Soit B € F

ce qui prouve le résultat. Il

Théoreme 37. Soit X un vecteur aléatoire a valeurs dans R™ et Y un vecteur
aléatoire a valeurs dans RP définis sur le méme espace probabilisé (2, F, P).
Si h(x,y) est une densité de (X,Y) par mpport a la mesure de Lebesque sur
R alors X admet la denszte f(x) = [o h(z,y)dN(y), tandis que

Y admet la densité g(x fR" z,y)d\"(x).

Démonstration. Le diagramme commutatif ci-dessous traduit que
X =7mo(X,Y).

(X,Y)
QF,P) — (R*"xRP,B(R") @ B(RP), Pix,y))
X\, I
(R", B(R"), Px)

Il s’ensuit que Py est la mesure image de Px,y) par m. Comme h(z,y)
est la densité de (X Y) par rapport a A" @ AP = A" la densité de X est
bien f(z fRP x,y)dN(y), On procede de méme pour calculer la densité
de Y. O]

4.4.3 Indépendance et densités

Théoreme 38. Soit X un vecteur aléatoire a valeurs dans R™ et Y un vecteur
aléatoire a valeurs dans RP définis sur le méme espace probabilisé (2, F, P).
On suppose que X admet une densité f et Y une densité g. Alors, le vecteur
aléatoire (X,Y') admet la fonction h(z,y) = f(x)g(y) comme densité.
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Démonstration. Comme X et Y sont indépendantes, sous P, on a Pxy =
PX X Py. Ainsi

Pxy = Px®Py

= fA"®gA\
((z,y) — flz)g(y) A" @ AP
— pAP

ce qui montre bien que (la loi de) (X,Y) admet h comme densité. ]

Théoreme 39. Soit X un vecteur aléatoire a wvaleurs dans R™ et Y un
vecteur aléatoire a valeurs dans RP définis sur le méme espace probabilisé
(Q,F, P). On suppose que (X,Y) admet une densité hy qui s’écrive sous la
forme hi(x,y) = fi(x)g1(y), ot f et g sont des fonctions positives. Alors, X
et Y sont indépendantes; X admet comme densité par rapport a la mesure
de Lebesgue sur R™ la fonction

_ fi(x)
Jan Fr(2") dX" (")

et Y admet comme densité par rapport a la mesure de Lebesque sur R™ la
fonction

()

_ g1 (?J)
Jeo 91(¥) dXP(y)

Démonstration. Posons A =[5, fi(z)d\*(z) et B = [o, g1(y)d(A?)(y). Comme
f1 et fy sont positives, on a A > 0 et B > 0. Comme h est une densité, on a

9(y)

1 = /]R Ry h(z, y)d(\" @ N)(z,y)
N /]R - fi(@)gi(y)d(\" @ W) (z, y)

— ([ f@iv@)( a@aw)
= AB

On en peut donc dire que A et B sont tous deux strictement positifs. Ainsi les
fonctions f et g sont bien définies. Elles sont positives, et, par construction,
chacune d’entre elle admet 1 comme intégrale par rapport a la mesure de
Lebesgue. Ainsi = fA" et v = gAP sont des mesures de probabilité.
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Comme dans le théoreme précédent, la densité de p ® v = est h(z,y) =
f(x)g(y). Done h(x,y) = f(x)g(y) = LE oW = LOGW — p (z,y).

On en déduit Pixy)=puQv.

11 suffit d’appliquer le corollaire 4] pour conclure.

4.5 Variables et lois discretes classiques

4.5.1 Indicatrice d’un évévenement

On rappelle que pour A C Q, 'application 14 (appelée indicatrice de A)
est définie sur €2 par

lsize A

nA(x):{OsixgéA

14 est une variable aléatoire a valeurs dans {0;1}.

4.5.2 Masse de Dirac

On appelle masse de Dirac en un point x € ) la mesure 9, définie par

lsize A
5x(A)_{Osix§ZA

C’est bien une loi car elle est positive et §,(§2) = 1.
Remarque : Si ) est un groupe abélien 0, = 0, * d, = 0y * 0.

4.5.3 Loi de Bernoulli

On appelle loi de Bernoulli de parametre p la loi = (1 — p)do + pd;.
Ainsi, on dit qu'une variable aléatoire X suit la loi de Bernoulli de pa-
rametre psiona P(X =1)=pet P(X =0)=1—p.
Remarques importantes :
— Pour tout évenement A, 14 suit la loi de Bernoulli de parametre P(A).
— Réciproquement, si une variable aléatoire X suit une loi de Bernoulli,
elle vérifie X = llx—.(Réfléchir un peu...)
Ainsi les variables aléatoires qui suivent des lois de Bernoulli sont exactement
les indicatrices d’événements.



4.5. VARIABLES ET LOIS DISCRETES CLASSIQUES 29

4.5.4 Loi uniforme sur un ensemble

Soit £ C €2 un ensemble fini. On appelle loi uniforme sur E' la loi définie
sur P(§2) par

PQ) — [0,1]
f_)\AHE|

A
E|

Ainsi, une variable aléatoire X suit la loi uniforme sur £ si 'on a

Exemple : La variable aléatoire X représentant le résultat du lancer
d’un dé non truqué suit la loi uniforme sur 'ensemble {1,2,3,4,5,6}.

4.5.5 Loi binomiale

On appelle loi binomiale de parametres n et p et on note B(n, p) la loi de
la somme de n variables de Bernoulli indépendantes de méme probabilité p.

Ainsi B(n,p) = (Ber(p))*".

Théoréme 40. B(n,p) charge les entiers {0,...,n}. Plus précisément, on
a

ke {0....n) B(n.p)({k}) = (Z)pm )

Démonstration. Posons u = B(n,p). On a

o= (Ber(p))™
= ((1 =p)do + (por)™

Comme l'’ensemble des mesures positives munie de (+,*) est une algebre
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commutative, la formule du binome de Newton s’applique et 'on a

po= ((1—p)oo+pd)™

I
by T o
NgERN I l
o (en) o

e
Il
o

=
Il
o

]

Corollaire 6. Soit Aq,..., A, n événements indépendants de méme proba-

bilité p. On pose
X =) 1,
k=1

Alors X suit la loi binomiale de paramétres n et p .

Remarque : X est le nombre de A; qui sont réalisés.
Exemple : On lance n fois une piece de monnaie équilibrée. Le nombre
X de "pile” obtenus suit une loi binomiale de parametres n et %

4.5.6 Loi géométrique

On dit qu’une variable aléatoire X suit la loi géométrique de parametre
psilon a
VkeN* P(X =k)=p(1l—-prt

Théoréme 41. Soit (A;);en+ une suite d’événements indépendants de méme
probabilité p > 0. On pose

X(w) =inf{k e N* w e A;}.
Alors X suit la loi géométrique de paramétre p . De plus

VkeN Fx(k)=1—(1-p)"
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Démonstration.

Comme les A; sont dans F, les A{ le sont aussi, et donc comme on peut
I'écrire comme intersection finie d’éléments de F,{X > k} est dans F, et
donc, par passage au complémentaire

{X <k}eF
En utilisant I'indépendance des (A4;), on obtient
P(X > k)= (1-p)*.
Comme
{X =+o0} = k; {X >k},
on obtient, par continuité séquentielle décroissante

PX = 00) = lim PUX > b)) = lim (1= =0

Ainsi X est bien une variable aléatoire, et I'on a
VEeN" P(X =k)=P(X>k-1)-P(X >k)=(1-p)" ' —(1-p)* = (1—p)"'p
De plus
VkeN Fx(k)=P(X<k)=1-PX>k)=1-(1-pk
O

Exemple : On lance une piece de monnaie équilibrée jusqu’a obtention
de "pile”. Le nombre de lancers effectués suit une loi géométrique de pa-

rametre %

4.5.7 Loi de Poisson

On dit qu’une variable aléatoire X suit la loi de Poisson de parametre

A>0silona i
A

k!

La construction de telles variables est bien possible car e"\% >0et

VkeN P(X =k =¢
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4.5.8 Loi hypergéométrique

La loi hypergéométrique H(N, n, k) modélise le phénomeéne suivant : on
tire au hasard k individus dans une population de N individus, et I’on compte
le nombre d’individus possédant une certaine particularité, sachant qu’il y
a exactement n personnes dans la population totale qui possédaient cette
particularité.

De maniere théorique, la loi hypergéométrique est la loi image de la loi
uniforme sur 2 = B(N, k) par 'application

X:B(Nk) — N
w — Xw)=[{1,...,n})Nuw|
Ainsi pour i € {0, ..., min(n,k)}, on a
() ()
(%)

Démonstration. Notons P la loi uniforme sur 2. On a

H(N,n,k)(i) =

H(N,n,k)(i) = P(weS),
ou S ={we B(N,k); {1,...,n} Nw| =i. L’application

B({1,...,n}N,i) x B{n+1,...,NL,k—i) — S
(A,B)— AUB

est une bijection, donc
N —
S| = B({1,...,n}N,i) x B{n+1,...,N} ki) = (?)(k_:‘)

Comme P est la loi uniforme sur €2, et que || = (]Z ), le résultat s’ensuit. [

4.6 Lois a densité usuelles

4.6.1 Loi uniforme sur un compact de R?

On dit qu'une variable aléatoire X suit la loi uniforme sur un compact K
de R? [a, b] si elle admet la densité

= ——lg(x)



4.6. LOIS A DENSITE USUELLES 63

4.6.2 Loi uniforme sur un intervalle

On dit qu’une variable aléatoire X suit la loi uniforme sur l'intervalle
[a, b] si elle admet la densité

: ()
—
x b _ a]l[a‘zb} Z

4.6.3 Loi gaussienne de paramétres m et o2

Soit m € R et ¢ > 0. On dit quune variable aléatoire X suit la loi
gaussienne N (m, 0?) de parametres m et o2 si elle admet la densité

1 (x —m)?

exXpl—————").

T —

On emploie également parfois le mot "normale” a la place de ”gaussienne” :
ces deux mots signifient exactement la méme chose. gamma On dit qu’une
variable gaussienne est centrée lorsque m = 0.

On dit qu’une variable gaussienne est réduite lorsque o2 = 1.

Quelques résultats qui seront prouvés ultérieurement : si X ~ N (m, 0?),
alors aX + b ~ N(m + b,a?c?). En particulier, si X ~ N(m,0o?), alors
Xom o N(0,1) 5 et si X ~ N(0,1), alors 0X +m ~ N (m,0?).

Densité de la loi normale N(0,1)

0.4 : :
0.35 -
0.3
0.25 |-

| | | 2, |
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4.6.4 Loi exponentielle de parametres a

Soit @ > 0. On dit qu'une variable aléatoire X suit la loi exponentielle de
parametres a si elle admet la densité

x +— aexp(—ax)lg+(z).

Densité de la loi exponentielle de parametre 1

1 | | | I
0.9 € .

4.6.5 Lois de Cauchy

Soient a € R,b > 0. La loi de Cauchy C(a,b) admet comme densité par
rapport a la mesure de Lebesgue :
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Densité de la loi de Cauchy C(0, 1)
0.35 T T | T

11
T 1422

0.3
0.25
0.2
0.15
0.1 ‘
0.05 |- _

4.6.6 Lois Gamma

Soient a et A\ des réels strictement positifs. On appelle loi Gamma I'(a, \)
la loi dont la densité par rapport a la mesure de Lebesgue est

T T(a) 2 e Mg 4 oo (T),

ou I'(a) est la valeur au point a de la fonction I, définie par

[(a) :/ % e dax.
R+

On dit parfois que a est le parametre de forme et A le parametre d’échelle
de la loi. En effet, on montrera plus loin que si X ~ I'(a, A), alors pour tout
w>0,ona %LX ~ I'(a, \p).

On rappelle quelques propriétés classiques de la fonction I' qui seront
utiles dans la suite :

~VYa>0 T(a+1)=al(a).

-VneN I'(n+1)=n!

La preuve de ces deux propriétés sera vue en exercice.
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Densité de la loi Gamma I'(2,1)

0.4
0.35
0.3
0.25
0.2
0.15
0.1
0.05

4.7 Exercices sur les lois

1. Soit s > 1. On dit que X suit une loi { de parametre si 'on a

1 1

VneN* P(X =n)= @E’

ou l'on a posé
+o00 1
Cs)=2
n=1
Soit donc X suivant une loi ¢ de parametre s. On tire Y au hasard —

c’est a dire avec équiprobabilité — entre 1 et X.
(a) Pour n,k € N*, calculer P(Y = k|X = n).
(b) On pose Z = % Montrer que la fonction de répartition F; est
strictement croissante sur [0, 1].

(c) Soient p,q deux entiers positifs premiers entre eux, avec p < g.
Calculer P(Z = %).

(d) On rappelle que @(n) désigne le nombre d’entiers entre 1 et n
qui sont premiers avec n. Déduire de ce qui précede une preuve
probabiliste de I'identité

—¢n)
Cls+ 1)) =t = ().

n
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10.

(e) Montrer

(DA A = [ean

(On pourra admettre que 5¢(4) = 2¢(2)%.)

. Donner un exemple de familles d’événements C et D telles que

~VAeC VBeD P(ANB) = P(A)P(B).

— les tribus o(C) et o(D) ne sont pas indépendantes.

. Donner un exemple de deux lois distinctes sur (€2, F) coincidant sur un

systeme C engendrant F.

On choisit de maniére uniforme sur [0, 1] un réel Y. Quelle est la pro-
babilité pour que le polynome

px)=2*+2+Y

ait des racines complexes ? des racines distinctes ?

. Dans le segment [AB] de longueur 1, on choisit au hasard un point M.

Quelle est la probabilité pour que 'on ait AM.MB > % ?

Soient Xi,...,X,,... des variables aléatoires indépendantes suivant la
loi uniforme sur [0, 1]. On pose M,, = max(Xj,..., X, ). Déterminer la
fonction de répartition de M,,. Montrer que M,, admet une densité que
I’on déterminera.

. Soient Xi,...,X,,... des variables aléatoires indépendantes suivant
la loi uniforme sur [0,1]. On pose M, = max(Xy,...,X,) et m, =
min(Xy, ..., X,). Montrer que M,, et 1 — m,, ont méme loi.

Soit X une variable aléatoire suivant la loi B(2n,1/2). On pose Y =
| X — n|. Déterminer la loi de Y.

Soit (X,Y’) un vecteur aléatoire suivant la loi uniforme sur le rectangle
[—1,2] x [-1,1]. Montrer que

1
P(1-Y >2|X|) = 3
Pour n entier strictement positif, on note A,, = nN*. Notons P l’en-

semble des nombres premiers positifs et 7 la sous-tribu de (N*, B(N*))
engendrée par les (A,),ep. Pour w € N*, on pose

F(w) = [ »

pEP;d divise w
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(a) Montrer que 7 = o(X).
(b) Déterminer le plus petit ensemble 7-mesurable contenant 1980.

(c) Montrer que A,, est 7-mesurable si et seulement si n n’est divisible
par aucun carré.

(d) On munit (N*, B(N*)) de la mesure de probabilité ¢ de parametre
s, c’est a dire que

. 1 1
ou l’'on a posé
+00 1
C(s) = 2 v

Montrer que P(4,) = nl A quelle condition les événements A,
et A,, sont-ils indépendants sous la loi P?

(e) Soit N = {w € N*; A,est 7 — mesurable} Montrer que N' =

pg) Ac,, puis que 0 < P(N).

11. (a) Soit (A,)n>1 une suite de tribus indépendantes. Montrer que la
+o0
tribu Q= N A A, est triviale.
k=1 i>k
(b) Soit (A, )n>1 une suite d’événements indépendants. Soit A I’événement

“une infinité de A; se produisent. Montrer que P(A) ne peut valoir
que 0 ou 1

12. Démontrer les propriétés de la fonction I' laissées en exercice :
~Va>0 T(a+1)=alla).
-VneN T'(n+1)=n!

13. Queue de la gaussienne

Soit X une variable aléatoire suivant la loi normale N (0,1). On pose
Y(t) = P(X >t) =1— Fx(t). Montrer

[N

1
V2T

z%
2 .

v(t) B

1
—e
T



Chapitre 5

Espérances et calculs

5.1 Quelques rappels sur la construction de
I’espérance

Définition Si X est une variable aléatoire intégrable définie sur (2, F, P),
on appelle espérance de X et on note EX le réel défini par

EX = /QX(w) dP(w).

Remarque : En toute rigueur, il faudrait écrire Ep.X.
Définition On note L'((Q2, F, P)) I'ensemble des variables aléatoires intégrables

sur (Q, F, P).
Définition Si X = (Xi,...,X,) est un vecteur aléatoire dont toutes les
composantes sont intégrables, on note EX le vecteur (EX1, ..., EX,).

5.2 Quelques propriétés

— L' est un espace vectoriel.

- VX,Yel! E(X+Y)=EX +EY.

-~ VX el VaeR EaX =daEX.

~-VAeF E(,)=PA).

— Lavariable aléatoire X est intégrable si et seulement si | X | est intégrable.
~vVXell! PX>0)=1=EX >0

- VX el! PX<a)=1=EX<a.

- vXel! P(X>b)_1:>IEX>b

- VXel'! PX=a)=1=EX =a.

- VX ell P(|X| <a)=1=E|X| <a.

69
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— Soient X,Y deux variables aléatoires vérifiant 0 < X < Y. Si Y est
intégrable, alors X est intégrable.
- VX, Yel'! P(X<Y)=1= EX <EY.
Vocabulaire : on dit qu'une variable aléatoire X est centrée si EX = 0.
On définit de méme ce qu’est un vecteur aléatoire centré.

5.3 Application : Formule de Poincaré et inégalités
de Bonferroni

La formule de Poincaré est ’analogue de la formule du méme nom du
cours de dénombrement. On peut considérer que c’en est une généralisation.

Théoréme 42 (Formule de Poincaré). Pour tous événements Ay, As, ..., A,
sous la probabilité P

P( £J1 Ai> = Z (_1)1+|B|P(ﬂjeBAj) (5.1)

BeP({1,...,n})\@
= ) PA)— > PA,NA,)+- (5.2)
i=1 1<i1<i2<n

..+(_1)k+1 Z P(A;,N---NA;,)+--(5.3)
1<y <ig<...<ix<n

o (=)™ PAIN- N AY). (5.4)
Exemple : Pour n = 3, on a
P(A1UAUA3) = P(A1)+P(As)+P(A3)—P(A1NAs)—P(AsNA;z)—P(A1NA3)+P(AINANA;S

Pour prouver la formule de Poincaré, on va utiliser un lemme qui va nous
permettre d’obtenir des encadrements de la probabilité d’une réunion.

Lemme 3. Soit (2, F, P) un espace probabilisé ; (A;)zer des événements.
Pour n > 1, on pose

Vn - Pn(z]lAz - 1>]]U;ceIAz7
zel

ot (Py)k>o0 est la suile de polynomes définie par

P=1
P1:X
P2: X(X-1)

2

Pk _ X(X—l).l.g.!(X—k—l-l)
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Ainsi pour n >k Py(n) = (}) tandis que Py(n) = 0 pour 0 < n < k.
Alors

vneN* P( U A)= > (DY S P( N A)+(-1)"EV, (5.5)
zel k=1 JEBE(I) zedJ
Démonstration. 11 suffit de montrer
Vn e N* 1 = S (=DFY S T L, + (1Y, (5.6)
k=1

U A4,
zel

Soit w € Q. Siw ¢ Uzer Ay, les deux membres de ’égalité sont nuls. Sinon,
posons N = > Iy (w) =|{zr € L;we A}

zel
Ona ] Iy, =1 sietseulementsiJC {x€ Lwe A}
e
Ainsi > ] 1, = Pe(N)
JEB(I) €T

On doit donc montrer

n

L= (=D P(N) + (=1)"P(N — 1),
k=1

ce qui est équivalent a

D (FDFP(N) = (=1)"Po(N — 1)

On va montrer par récurrence sur 7 :

n

Y (FDFPX) = (=1)"P(X — 1)

k=0

Pour n = 0, c’est vérifié. Pour passer de n an+ 1, on a
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D EDRX) = ) (FD)FR(X) + (1) P (X)

—1)"P(X —-1)+ (—1)"+1Pn+1(X)
)n+1(Pn+l(X) - Pn(X - 1))

nt1, L

—1) (n—HXPn<X —1)=P,(X —-1))
n+1 (X —(n+1)P(X —1)

) n+1

= ()" Pa(X —1)

|

—~ /N />
|
—_

= (-1

m
Ensuite, il suffit d'intégrer (5.6]) pour obtenir (5.5]).
Démonstration. En prenant I = J = {1,...,n} dans le lemme précédent, on
obtient
||
P( U A)= > (=DM > P(N Ay,
zel E=1 JeB(I) e
car V,, est identiquement nulle. Cela démontre la formule de Poincaré. Il

Théoréme 43 (Inégalités de Bonferroni). Soit (2, F, P) un espace pro-
babilisé; (Ay)zer des événements. Soit n € N*.
Alors,

— Sin est impair, on a

P( U A, < kznjl (=D S PN A (5.7)

xel JeB(I) xeJ

— Sin est pair, on a

P(U A,)> kil (1" Y P( N A (5.8)

zel JEBL(I) xeJ

Démonstration. 11 suffit d’appliquer le lemme [B] en remarquant que V,, est
une variable aléatoire positive, et que donc son espérance 1’est aussi. Il



5.4. INEGALITE DE JENSEN 73

5.4 Inégalité de Jensen

Théoreme 44. Soit X une variable aléatoire intégrable a valeurs dans l’in-
tervalle I. Soit f une fonction convexe de I dans R. Alors

p(EX) < Ep(X).
Démonstration. Soit ® ’ensemble des fonctions affines ¢ telles que
Veel o(x)< f(z).
Soit ¢ € . On a presque stirement

p(X) < f(X).

On a donc Ep(X) < Ef(X). Mais comme ¢ est une fonction affine, E¢(X) =
e(EX). Ainsi,

Vped (EX) < Ef(X),
donc

sup p(EX) <Ef(X).
ped

Mais pour tout = sup{p(z);¢ € @} = f(x) (il suffit de considérer I’applica-
tion affine tangente a droite (ou a gauche) au point x), et donc finalement
en appliquant cette propriété au point EX, on a
F(EX) < EF(X).
[

Pour retenir quel est le sens de ’égalité, prendre la fonction convexe
p(x) = |xl.

5.5 Intégrale et queue de distribution

Théoreme 45. Soit X une variable aléatoire positive. On a

EX = [ P(X >1t) dA®).

R4
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Démonstration.

/]R+ P(X >1t)dAt) = /R+ /Hh Ity 1 oof(s) dPx(s) dA(2)

_ /R + /]R o) dPx(s) X
_ /R + /R Toat) dNO) dPx(s)

= / s dPx(s)
Ry
= EX

Corollaire 7. Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N. On a
+o00
EX = > P(X >k).
£=0

Démonstration. D’apres le théoreme précédent, EX = fR+ P(X > t) d\(t).
Comme t — P(X > t) est une fonction positive, on a

“+00

/ P(X > t) d\(t) P(X > t) d\(D).

k=0 Jlk k+1]

Mais comme X est a valeurs entieres, on a
Vie [k k+1] P(X >t)=P(X >k),

d’ou le résultat. O

5.6 Théoremes de transfert

Théoreme 46. Soit X est une variable aléatoire dont la loi Px admet une
densité f par rapport a la mesure m. Soit g une fonction mesurable.
Alors, g(X) est intégrable si et seulement si

% lg(z)|d(x)m(z) < +oo.

Si cette intégrale est finie, on a alors

Eg(X) = ﬂg l9(x)|f (z)m(z) < +oo.
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Démonstration. D’apres le théoreme de transfert

[ lax@niare) = [ la@)idps(a)
[ lat@)lfta) dmie)

De méme, si cette quantité est finie, le théoreme de transfert nous dit encore
que

/Q G(X()dPw) = / 9(2)dPy (2)
- / 9(2)f(x) dm(z)

]

5.6.1 Calcul de I’espérance d’une variable aléatoire discrete

Théoreme 47. Soit X est une variable aléatoire discréete, et D un ensemble
fini ou dénombrable inclus dans R tel que X(Q2) = D. Soit g une fonction
quelconque de D dans R. Alors, la variable aléatoire Y = g(X) est intégrable
si et seulement si

2 l9(@)lpi < +oo,

€D

ot l'on a posé p; = P(X =1). Si cette somme est finie, on a alors
EY =Eg(X) = ;7 9(t)pi.

Démonstration. D’apres nos hypotheses, Px admet une densité par rapport
a la mesure de comptage de support D : c’est la fonction i — p;. Il suffit
donc d’appliquer le théoreme 6] en prenant pour m la mesure de comptage

sur D et pour f :
D size D
fle) =4
Osiz ¢ D
On a alors

[ 19@1#@) dm(a) = 3 lota)

zeD
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et, si cette somme est finie :

/R 9(@) f(z) dm(z) = 3 g(2)f(2).

zeD

]

Corollaire 8. Soit X est une variable aléatoire discrete, et D un ensemble
fini ou dénombrable inclus dans R tel que X (Q2) = D. Alors, X est intégrable
si et seulement si

1€D

ot l'on a posé p; = P(X =1). Si cette somme est finie, on a alors

1€D

Démonstration. 11 suffit d’appliquer le theoreme précédent avec g(z) = z. [

5.6.2 Calcul de ’espérance d’une variable aléatoire a
densité

Voici maintenant le théoreme de transfert pour les variables a densité

Théoreme 48. Soit X est une variable aléatoire admettant la fonction f
comme densité, et g une fonction continue par morceauz définie sur X (£2).
Alors, la variable aléatoire Y = g(X) est intégrable si et seulement si

[ l9(@)f(@) d\(z) < +oc.

Si cette intégrale est convergente, on a alors

EY =Eg(X) = [ g(a)(x) d\(z).

Démonstration. 11 suffit d’appliquer le théoreme avec pour m la mesure
de Lebesgue. O]

Corollaire 9. Soit X est une variable aléatoire admettant la fonction f
comme densité. Alors, X est intégrable si et seulement si

%; |z| f(z) dA(x) < 4o0.
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Si cette intégrale est convergente, on a alors

EX = %xf(:v) dx.

Démonstration. 1l suffit d’appliquer le théoreme précédent avec g(z) = x. O

Remarque importante : Si la densité de X est paire et que X est
intégrable, alors EX = 0.

Démonstration. On a

EX = zo zf(x) dx + JiZo zf(x) dx
+00 +o0o
= { —af(—x) dx + { zf(z) d
= [ alf@) - s ds
=0
car f(z) = f(—x). O

5.7 Moments d’ordre 2

On dit qu'une variable aléatoire X admet un moment d’ordre 2 si elle est
de carré intégrable, c’est & dire si X2 € L!.

On note L*(Q, F, P) (ou encore L?) 'ensemble des variables aléatoires de
carré intégrable.

Lemme 4. Soient X,Y € L?. Alors la variable aléatoire XY est intégrable.

Démonstration. Pour tous les réels a, b, on a |ab| < 1(a? + b?).
(En effet, a®+b*+2ab = (a+b)* > 0, d’ou (a*+0%)/2 > —ab et a*+b*>—2ab =
(a—0)? >0, dou (a* +?)/2 > ab.)
On a donc
0<IXY] < S(X*+¥?),

Comme X2+ Y? est intégrable, on en déduit que | XY| est intégrable, ce qui
est ce que I'on voulait montrer l

Corollaire 10. L?(Q2, F, P) est un espace vectoriel.
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Démonstration. La stabilité par multiplication ne pose pas de probleme. Pour
la stabilité par addition, il faut remarquer que

(X +Y) = X?+Y?+2XY,

puis utiliser le lemme précédent et le fait que L' est un espace vectoriel. [J

5.7.1 Covariance et variance

Soient X et Y deux variables aléatoires admettant chacune un moment
d’ordre 2. On appelle covariance du couple (X,Y) le nombre

Covar(X,Y) = E(X — EX)(Y — EY)

On appelle variance de X le nombre

Var X = Covar(X, X) = E(X —EX)%

On appelle écart-type de X le nombre

o(X) = (Var X)¥2.

Vocabulaire : On dit qu’une variable aléatoire est réduite sion a Var X =1
(ou de maniere équivalente si o(X) = 1).
On a les propriétés suivantes
(X,Y) — Covar(X,Y) est une forme bilinéaire symétrique positive.
Va,b € R Covar(X —a,Y —b) = Covar(X,Y).
Var(X +Y) = Var X + VarY + 2 Covar(X,Y).
Covar(X,Y) =EXY — (EX)(EY).
Var X = EX? — (EX)?.
IEXY]? < EX?EY? (inégalité de Cauchy-Schwarz)
| Covar(X,Y)| < o(X)o(Y).

N Ot

Démonstration. 1. Notons (X,Y) = EX, Y. Il est facile de voir que (X,Y)
(X,Y) est une forme bilinéaire symétrique positive. Posons L(X) =
X —EX. X — L(X) est une application linéaire de L? dans lui-méme.
On a Covar(X,Y) = (L(X), L(Y)). Les deux observations faites ci-
dessus permettent de dire que (X,Y) — Covar(X,Y) est une forme
bilinéaire symétrique positive.
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2.
Covar(X —a,Y —b) = (L(X —a),L(Y —D))
= (LX) = L(a), L(Y)) = L(b))
— (LX) = 0,L(Y) ~0)
= Covar(X,Y)
3.

Var(X +Y) = Covar(X +Y, X +Y)
= Covar(X, X) + 2Covar(X,Y) + Covar(Y,Y)
= Var X +2Covar(X,Y) + VarY

Pour passer de la ligne 1 a la ligne 2, on utilise le fait que la covariance
est bilinéaire symétrique.
4. (X —EX)(Y —EY) = XY +EXEY — (EX)Y — (EY)X.
D’ou
E(X —EX)(Y —EY) = EXY +E(FXEY)—-EXEY —EYEX
= EXY +EXEY —2EXEY
= EXY — (EX)(EY).

5. Il suffit d’appliquer la formule précédente avec X =Y.

6. Comme (., .) est une forme bilinéaire symétrique positive, I'inégalité de
Cauchy-Schwarz s’applique.

7. 11 suffit d’appliquer I'inégalité de Cauchy-Schwarz a la forme bilinéaire

symétrique positive Covar , puis de prendre la racine carrée.
O

Lorsque o(X) et o(Y') sont non nuls, on définit le coefficient de corrélation
de X et Y par

Covar(X,Y)
o(X)o(Y)

D’apres ce qui précede, Covar(X,Y) € [—1;1]. Lorsque Covar(X,Y) =0
(ce qui implique Corr(X,Y) = 0si o(X) et o(Y) sont non nuls), on dit que
X et Y ne sont pas corrélées.

Lorsque Covar(X,Y) > 0 (ce qui implique Corr(X,Y) > 0si 0(X) et o(Y)
sont non nuls), on dit que X et Y sont positivement corrélées.
Lorsque Covar(X,Y) < 0 (ce qui implique Corr(X,Y) < 0sio(X) et o(Y)
sont non nuls), on dit que X et Y sont négativement corrélées.

Corr(X,Y) =
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5.7.2 Matrice de covariance

Si X = (Xy,...,X,) est un vecteur aléatoire dont toutes les composantes
admettent un moment d’ordre deux, on convient de dire que le vecteur a un
moment d’ordre deux et on appelle matrice de covariance de X la matrice
n x n dont les coefficients sont (Covar(X;, X;))1<ij<n-

Théoréme 49. Si X = (Xy,...,X,) est un vecteur aléatoire admettant un
moment d’ordre deux , la matrice de covariance de X est la matrice dans la
base canonique de l’application bilinéaire positive

R™ x R" — R
(a,b) +— Covar((X,a), (X,b))

C’est une matrice symétrique positive.

Démonstration. A X fixé, I'application X +— (X, a) est une application
linéaire. Comme on a déja montré que Covar était une forme bilinéaire
symétrique positive, il s’ensuit que ’application considérée ici est une forme
bilinéaire symétrique positive. Cette application envoie le couple (e;,e;) sur
Covar((X, e;), (X,e;)) = Covar(X;, X;). La matrice d'une forme bilinéaire
symétrique positive est une matrice symétrique positive. ]

Théoréme 50. Soit X = (Xy,...,X,) est un vecteur aléatoire admettant
un moment d’ordre deux et de matrice de covariance Cx et d’espérance my.
Soit A une application linéaire de R™ dans RP, et b un vecteur de RP. Alors
Y = AX+0b admet Cy = ACx A* comme matrice de covariance et l’espérance
de Y vaut Amx + b.

Démonstration.
=1
= Z ainEXk + bZ
=1

n
= Z aLkmk + bl
k=1

= (Am +0b);
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Covar((Y,a),(Y,b)) = ECovar((AX +c,a),(AX +¢c,b))
= Covar({(AX, a), (AX, b))
= Covar((X, A*a), (X, A*D))
= (CxA*a, A*D)
— (ACxA*a,b)

5.7.3 Espérance et indépendance

Le théoreme suivant est tres important :

Théoreme 51. Soient X,Y deux variables aléatoires intégrables indépendantes.
Alors, leur produit XY est une variable aléatoire intégrable et 'on a

EXY = EXEY.

Démonstration. D’apres le théoreme de transfert, on a

E|XY| = /|xy| dPx v
R2
11 vient

R2

- /R z|.ly| d(Px ® Py)(z,y)

_ /R 2|dPy (). /R lyl dPy(y)
_ E|X|E|Y]

< +0

Ainsi, le théoreme de Fubini nous a permis de montrer que XY était intégrable.
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Maintenant, et on a
EXY = Ty dP(X7y)
2

) Ty d(-PX ® PY)('Tay)

I
—a—

APy (x). / y dPy(y)
R
= EXEY
[]

Corollaire 11. Soient X, Y deux variables aléatoires intégrables indépendantes.
Alors X et'Y ne sont pas corrélées.

Démonstration. On a Covar(X,Y) =EXY — EXEY = 0. O

Remarque importante : Des variables aléatoires peuvent étre non
corrélées sans étre indépendantes.
Exemple : soient deux variables aléatoires vérifiant

PUX =13n{Y =1}) = P{X = 1}n{Y = —1}) = P({X = —1}n{Y = 0}) = 1/3.

La matrice M associée a la loi du couple est

0 1/3 0
/3 0 1/3
La loi de Y s’obtient en faisant la somme des lignes : on obtient

(1/3 1/3 1/3)
On a donc EY =1 x (1) +3 x (0) + 3 x (1) = 0.
Dautre part EXY =370 114D jci 100y UPHX =i} n{Y =j}) =1/3 -
1/3=0.
On a donc Covar(X,Y) = EXY — EXEY = 0.
Cependant

O—P({X—1}ﬂ{Y—O})7éP(X—1)P(Y—O)—§x%.

Corollaire 12. Soient X,Y deux variables aléatoires indépendantes de carré
intégrable. Alors on a

Var(X +Y) = Var X + VarY.

Démonstration. On a toujours Var X+Y = Var X+Var Y +2 Covar(X, Y').Comme
X et Y sont indépendantes, elles ne sont pas corrélées, d’ou le résultat. [
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5.8 Calculs de lois images

On rappelle un théoreme de théorie de la mesure de Lebesgue tres impor-
tant :

Proposition 3. Soit O, et Oy deux ouverts de R%,d > 1. On suppose que T
est un C-difféomorphisme de O, dans Oy. Soit maintenant 1, une mesure
positive sur R? telle que p1(RIN\O1) = 0 et admettant une densité fi par
rapport o la mesure de Lebesque sur R%. Alors, la mesure image de p, par T
admet comme densité par rapport a la mesure de Lebesque sur R? la fonction

fa définie par

5.8.1 Exemple fondamental

Théoréme 52. Soit A € Glg(R) et b € R On suppose que le vecteur
aléatoire X admet la densité f par rapport & la mesure de Lebesque sur RY.
Alors, le vecteur aléatoire Y = AX + b admet la densité

o) = e AT =),

Démonstration. Ici Oy = Oy = R4 et T71(y) = A71(y — b). La différentielle
en un point d’une transformation affine se confond avec ’application linéaire
associée, d’ou le résultat. l

Applications :

1. Si X suit la loi uniforme sur un compact K de R? alors Y = AX +b
suit la loi uniforme sur I'image de K par x — Ax +b. Cette application
est particulierement intéressante en dimension 1.

2. Si X ~TI'(a,A), alors pour tout x> 0, on a ﬁX ~ I(a, \n).
3. Si X suit la loi exponentielle de parametre e et que a > 0 alors ;%X suit

la loi exponentielle de parametre pa. ( Remarquer que ceci constitue
un cas particulier de la remarque prédente.)

4. Pour a € R et b > 0, X suit la loi de Cauchy C(0, 1) si et seulement si
Y = bX + a suit la loi de Cauchy C(a,b).

5. Soit 0 >0, m €R. On a X ~ N(m,0?) <= 22 ~ N(0,1).
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5.8.2 Application aux lois gaussiennes

Lemme 5. Soient X = (X1, X3) un vecteur aléatoire formé de deuz va-
riables aléatoires indépendantes suivant la loi normale N'(0,1). On pose Y1 =
cosOX; +sinfXs et Yo = —sin0X, + cos0X,. Alors Y, et Yy sont deuz va-
riables aléatoires indépendantes suivant la loi normale N'(0,1).

Démonstration. Si 'on note, pour € R x = (11, 23), la densité de X est

1 _:c_%)x 1 _m_g):iexp(_x%—i—azg 1 =ll3

——ex ——ex
Var ) ety = 5
On adonc Y = M X, avec

cosf) —sin6
M= < sinf  cos# )
Ainsi, le vecteur Y = M X admet pour densité
11 M yll3
det M 27 xp(= 2 )

M est une matrice de rotation, donc son déterminant vaut 1 et c’est une
isométrie pour la norme euclidienne, ce qui implique que pour tout z € R?
on a ||[M~Yy|ls = |ly||2 : la densité de Y est donc

Y =

1 I3
g oo ep(—102),

ce qui est précisément la densité de X : Y a donc méme loi que X, donc ses
composantes Y] et Y3 sont indépendantes et suivent la loi normale A/(0,1).
m

Théoreme 53. Soient Uy et Uy deux variables aléatoires indépendantes, avec
U1 ~ N(ml,crf) et U2 ~ N(mg,ag). Alors U1 + UQ ~ N(m1 + mg,af + 0'%)

Démonstration. Si o1 = 0 ou o9 = 0, la variable aléatoire associée est
constante est donc le résultat provient de la remarque faite plus haut — I’ap-
plication affine est une translation.

Supposons donc o7 > 0 et o5 > 0. On pose X; = Ul;ml et Xy = UQU;;”?
On peut trouver 0 tel que cosf = —Z— et sinf =

22— Alors, si on
oi+a3 oi+o3 ’
pose 0 = /07 + 03, on a

U +Us = myq+mg+o(cosfX; +sinbXs).

D’apres le lemme, cos0X; + sin6X, ~ N(0,1), donc Uy + Uy ~ N(my +
2
ma,0?). O
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5.8.3 Application : convolution de deux lois a densité

Théoreme 54. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes sur
(Q,F,P), de densité f et g. Alors Z = X +Y admet comme densité la
fonction

“+o00

T flz —1t)g(t) dt.

—0o0

Si, de plus, X et'Y sont a valeurs positives, alors la densité est simplement

z Iy, () /0:B flx—1t)g(t) dt.

Démonstration. On pose

(7)=a(y) aveca=(g 1)

La densité de (X,Y) est h(z,y) = f(z)g(y). D’apres 'exemple fondamental,
la densité de (Z,T) est

o) = /A ()

B (1 -1
detA=1et A —(0 E

donc g(z,t) = h(z — t, t) = f(z — t)g(1).

D’apres le théoreme [36] Z admet comme densité par rapport a la mesure
de Lebesgue :

Z /Rg(z,t) dA(t) = /Rf(z —t)g(t) dA(t).

Dans le cas ou X et Y sont a valeurs positives, il suffit de remarquer
que f(z —t) est nul si z dépasse t et que g(t) est nul si ¢ est négatif. Ainsi,
f(z —1t)g(t) ne peut étre non nul que pour z vérifiant 0 < ¢t < z, ce qui n’est
évidemment jamais vérifié si z est négatif. m

Exemple : ci-dessous, le graphe de la densité de Z lorsque X et Y suivent
toutes les deux la loi uniforme sur [0, 1].
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09 I
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0.7 -
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0.2 -
0.1F

Application : T'(a,\) xT'(b,\) =T'(a + b, \)

Théoreme 55. Soit a, b, \ strictement positifs, X etY deux variables aléatoires
indépendantes, X suivant la loi I'(a,\) et Y la loi I'(b,\). Alors Z = X +Y
suit la loi T'(a + b, \).

Démonstration. Pour tous a et A strictement positifs, on note f, » la densité
de la loi I'(a, A), soit (rappel)

for(z) =T, <x>%

D’apres le théoreme précédent, Z admet une densité f;. Cette densité est
nulle sur R_ tandis que pour x positif, on a

fz(x) = Jax(@ — 1) foa(t) dt

— /I itaflef)\t )\b (l‘ o t)bflef)\(ﬂfft) dt
o I(a) I'(b)



5.8. CALCULS DE LOIS IMAGES 87

On fait le changement de variable t = fx. On obtient

)\aer a—1,.b—1 ! a—1 b—1
>\a+b b—1 ' 1 b—1
- o /0 6o (1 — 6)"" df
= Kabfa+b,A(9E),

ot K,p = a+b) fo 07 1(1 — )1 df. Evidemment f7 et z +— K, pforpr(T)
coincident egalement sur R ou elles sont nulles. On a donc

/fz ) dA\(x /Kabfaer)\( ) dA(z Kab/fa+b,\

Mais fz et fotpa sont des densités donc leur intégrale sur R vaut un. On en
déduit K, =1, d’on
f2(x) = faroa(z).
La densité de Z est la densité de I'(a + b, A), donc Z suit la loi I'(a + b, A).
Remarque : comme sous-produit de cette démonstration, on a obtenu le
résultat non trivial suivant :

eal blde
a+b /

5.8.4 Compléments méthodologiques

Cette sous-section peut étre omise en premiere lecture.

Il arrive que I'on ait besoin de calculer I'image d’une mesure de probabilité
@ & densité par une transformation qui est C!' (ou presque partout C*),
mais qui ne réalise pas un C'-difféomorphisme de ’ensemble de départ vers
I’ensemble d’arrivée. Il y a deux raisons qui peuvent empécher une application
T de classe C! de réaliser un C''-difféomorphisme entre 1’ensemble de départ
O et 'ensemble d’arrivée :

— dxz € O; D, T non inversible.

— T non injectif

Dans tous les cas, on commence par enlever les points ott T n’est pas C*
— si du moins cet ensemble est de mesure nulle, sinon ce texte ne peut pas
grand chose pour vous. Ainsi pour une loi & densité sur R? la transformation

(z,y) — (min(z, y), |z — yl)

est tout a fait recevable puisqu’elle est C* sur Vouvert R?\{(z, z); x € R?}.
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— Le premier écueil n’est pas tres dangereux : en effet, dans la plupart des
cas {z € O;det D, T = 0} est de mesure nulle, dans ce cas il suffit de
remplacer O par O\{z € O;det D,T = 0} (en effet {x € O;det D,T =
0} est toujours un fermé donc O\{z € O;det D, T = 0} est bien un
ouvert) , et on peut appliquer le théoreme du cours.

— Un exemple dans R

Soit X ~ AN(0,1). On veut calculer la loi de Y = X3,
OnaiciO=Ret T(r) =23 On a{z € O;det D,T =0} = {z €
R;3z% = 0} = {0} On prend donc R\{0} comme ouvert de départ :
T est C' sur R\{0}, sa différentielle y est partout inversible et T" est
injective sur R\{0} (puisqu’elle I'est sur R) : T réalise donc un C*
difféomorphisme de T sur son image, qui est R\{0}. On trouve ainsi
qu’une densité de Y est

qui est presque partout égale a

1 11
= ————€ ,
SRRVCZEINE

dont I’écriture est tout de méme plus simple.
— Un exemple dans R?

Soit X et Y indépendantes suivant toutes deux A(0,1). On veut
calculer la loi du couple (U, V) = (X3, XY).

On aici O = R%? et T'(z) = (2*,2y). On a {z € O;det D,T = 0} =
{(z,y) € R; 323 =0} = {0} xR. On prend donc R?\ ({0} xR) comme
ouvert de départ : T est C' sur R?\({0} x R), sa différentielle y est
partout inversible et T est injective sur R\{0}, de réciproque (u,v) —
T~} (u,v) = (Vu, g=). T réalise donc un C* difféomorphisme de T
sur son image, qui est (R\{0})?.

On trouve ainsi qu’'une densité de (U, V) est

2 2
1 1 B3

(u,0) = o= e 2 I qope(u, v),

qui est presque partout égale a

2 2
1 1 B+~

(U, 'U) = %me
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— Le cas ot T est C', mais non injective sur O est plus délicat. Voila
comment procéder.
On commence par déterminer N = {x € O;det D, T = 0}. Si N est
de mesure nulle, on peut procéder comme suit. On commence, comme
précédemment, par remplacer O par O’ = O\N. Ensuite on découpe
O’ suivant ses composantes connexes. Dans la suite, je supposerai que

Ol = U Oi;
iel
ou les O} sont des connexes et ou I est dénombrable. (Je n’ai jamais
rencontré d’exemple ot O'\N a une infinité non dénombrable de com-
posantes connexes, en fait en général |I| = 1 ou 2.)
Je dis que si pour tout ¢ € I, T est injective sur O;, alors on a gagné.
Notons v la mesure image de p par T'. On a pour tout borélien A

v(A) = p(T7H(A4)) = Z p(THA)NO;) = Z (0 ps(T~H(A)),
ou l'on a posé

iy MBNO)

Ainsi, notre probleme est maintenant, pour tout ¢, de trouver la loi
image v; de p; par T. Mais maintenant, nous pouvons appliquer le
théoreme classique car

— p; admet la densité z — mf@)lloi(x), ou f est la densité de p.

= u(B|0)

— f est C' sur O; et sa différentielle y est partout inversible (par
définition de O’)

— T est injective sur O;

Ainsi, on obtient que la loi image de p par T admet la densité

y= > f(T7 ) det (DT ), [0, (v)
iel
ou Ti_1 représente la réciproque de la restriction de T; a O;.
Remarque : en dimension 1, l'injectivité de O; sur les composantes
connexes est gratuite, en vertu du théoreme de Rolle
— Un exemple dans R

X suit la loi uniforme sur [-1,2] et Y = X2 On a O =] — 1,2[ et
N = {0}, de sorte que O =] —1,0[ et O =0, 2[ On trouve la densité
11 11

Yy () + 5—=3To(v)

= 5 =gl
VY3 2/y3
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— Un exemple dans R?
Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant la loi
uniforme sur [0, 1]. On pose S = X +Y et P = XY. Déterminer la
loi de (S, P).
Icei N = {(z,y) € R*;z =y}, donc

Or={(z,y) ER*0<awz<y<llet Oy ={(n,y) eERO<y<z<1}

Ici la symétrie axiale s(z,y) = (y,x) d’axe x = y envoie laisse p
invariante — c’est a dire que p est la mesure image de y par s — |
envoie Oy sur Oy, et vérifie de plus Tos =T, on a

w(T=ANO,)

1(Os)
p((Tos)~(A) Ns~'(O1))

1(02)
p(s~H(T-1(A) Ns~H(0))
1(s71(01))

ps(T1(A) N Oy)

NS(OI)
w(T~1(A) N Oy

1(Or)
= n(4)

VQ(A) =

Il s’ensuit que v = pu(O1)vy + p(O9)vy = vy = vs.

Dans les problemes comme celui-ci ot une symétrie entre en jeu, on peut
parfois rédiger la solution d’une maniere un peu différente en factorisant
I'application T Ici, si on pose (X', Y’) = (max(X,Y), min(X,Y")), on
remarque sans peine que (S, P) = T((X’,Y”)). On peut donc décomposer
le probléme en deux étape. D’abord calculer la loi de (X', Y”) — on trou-
vera que c’est la loi uniforme sur Oy — , puis calculer la loi image de
la loi de (X', Y”) par I'application T'. Ce dernier calcul peut étre fait
sans difficulté théorique, puisqu'on a vu que 7T réalise un C! de O,
sur son image. Notons qu’on échappe pas a ’emploi d’arguments de
symétrie, puisqu’on en a besoin pour calculer la loi de (X', Y”). Cette
deuxieme rédaction a comme avantage de mieux séparer les difficultés
du probleme. Gardons toutefois a ’esprit que ceci ne peut étre érigé
en méthode : ici les choses se passent tres bien car la symétrie s laisse
invariante a la fois I’application T et la mesure de départ.

Note : si on n’a pas de chance, T peut ne pas étre injective sur les
composantes connexes de O'. Dans ce cas, il faut essayer de trouver un
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fermé de mesure nulle telle que T soit injective sur chaque composante
de O" = O'\F et remplacer O’ par O”. La, il n’y a pas vraiment de
méthode générale. Exemple : T(x,y) = (2*+y?, 2zy). Le seul point ol la
différentielle n’est pas inversible est ’origine, mais bien str 7" n’est pas
injectif sur 'ouvert connexe R?\{(0,0)}, puisque T(—z, —y) = T(z,y).
On constatera que F' = {(z,0); z € R} convient.

5.9 Calcul des premiers moments des lois discretes
usuelles

5.9.1 Indicatrice d’un événement

On rappelle que pour A C Q, 'application 4 (appelée indicatrice de A)
est définie sur () par
lsize A

ﬂA(x):{OsixgéA

14 est une variable aléatoire a valeurs dans {0;1}. Il est important de re-
marquer que, comme Vr € {0;1} 2% = z, on a 1} = 14. Maintenant, on
a

~ Ely = P(A).

Varly = EIE — (El,)?
= Ely — (El,)?
= P(A) - P(A)?
= P(A)(1— P(A)).

5.9.2 Loi binomiale

On a vu que la loi binomiale de parametres n et p était la loi de

X =) 1,
k=1

ou Ay, ..., A, sont n événements indépendants de méme probabilité p. On a
donc

EX =Y Els = > P(A) =np,
k=1

k=1



92 CHAPITRE 5. ESPERANCES ET CALCULS

et comme les variables aléatoires sont indépendantes

Var X =Y Varly, = Y P(A;)(1 — P(Ay)) = np(1 — p).

k=1

5.9.3 Loi géométrique

Soit X une variable aléatoire suivant une loi géométrique de parametre
p €]0,1]. On a

+oo

EX = Y kP(X =k)
k=0
—+o00

= ) kP(X =k)

k=1

EX(X —1) = Y k(k—1)P(X =k)
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On a alors EX?2 =EX(X — 1) + EX =
VarX:EXZ—(EX)2:l+M_%:;2p‘

P p? P

5.9.4 Loi de Poisson

EX(X—1) = Y k(k—1)P(X =k)

= )\?

Onaalors EX2=EX(X —1)+EX =X+ X et
Var X = EX? — (EX)2 = A2+ A — A% = .
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5.9.5 Loi hypergéométrique

On rappelle que la loi hypergéométrique H(N, n, k) est la loi image de la
loi uniforme sur 2 = B(N, k) par 'application
X :B(N,k) — N
w — Xw)=[{1,...,n})Nuw|

On va montrer que EX = k¢ et Var X = k5 (1 — %)%

Démonstration. Notons P la loi uniforme sur ). Par souci de lisibilité, on
définit ’ensemble aléatoire A par A(w) = w. Ainsi

X = |[{1,....,n)Nn A

= ; ]l{z'eA}
Pour tout k € {1,...,n}, on a
. ™o (N = DN — k)! N-k k
. ! !
Ainsi L
n n n
EX = ey = — = k—.
i; ]I{ZEA} N kN
Maintenant, on a
Var X = 21 ) Covar (e a3, Ijeay)-
i= 7=
Pour i = j, on a
. ‘ k k
Covar(lgic ay, Igjeay) = Varllyeay = P(j € A)(1 - P(j € A)) = N(l — N)

Pour 7 # j, on a

Covar(liicay, ljeay) = Covar(l —ljicay, 1 —lgjeay)
= Covar(lfigay,Igigay)
— P(i¢Aj¢ A —Pli¢ AP(j¢ A
_ (ngz) _(N_k)2
(%) N

k
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On en déduit

Var X = nx %(1 — %) +n(n—1) x (—ﬁ%(l - %))
SR e
g

On remarque qu’'une loi hypergéométrique a la méme espérance qu'une

loi binomiale B(k, %) et que sa variance ne differe de celle de cette binomiale

) N—-1
que d’'un facteur ~5—.

]

5.10 Calcul des premiers moments des lois a
densité usuelles

5.10.1 Loi uniforme sur un segment

Soit X une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur [—1, 1]. La densité
de X est donc

= .
z ol 1.1)(7)

On a donc

11
EX:/ —xdxr =0
12

et

1
]EXQZ/ le dle.
12 3

Comme X est centrée, on a Var X = EX?.

Passons au cas général : on pose Y = “T“’ + b_T“X . X suit la loi uniforme
sur [—1, 1] si et seulement Y suit la loi uniforme sur [a,b]. On a alors

- EY = B4t + BOEX = o

~ VarY = (52)?Var X = (b—a)?

2 12
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5.10.2 Loi gaussienne

Soit X une variable aléatoire suivant la loi N'(0,1). On rappelle que la
densité de X est

Il est facile de vérifier que

On a donc

Va,beR bf(b) —af(a /f dl’—/axf()

Comme lim af(a) = lim bf(b) = 0 et que fj;o f(z) de = 1, on en

a——00 b——+o0

déduit que
+oo
/ 2 f(x) dov = 1.

o0

Autrement dit, X admet un moment d’ordre 2 : EX? = 1.

D’autre part, I'existence d’'un moment d’ordre 2 implique celle d’'un mo-
ment d’ordre 1. Comme la densité de X est paire, on en déduit que EX = 0.
On a donc Var X = EX? = 1.

Passons au cas général. Si l'on a Y = m + ¢ X, on sait que Y suit la loi
N (m,0?). On a alors EY = m + ocEX =m et VarY = o? Var X = o2

5.10.3 Lois Gamma

Soit X une variable aléatoire suivant la loi I'(a, A). Alors, X admet des
moments de tout ordre, avec pour tout a > 0, on a

EX“
. En particulier EX = ¢ et Var X = .

Démonstration. Pour tous a et A strictement positifs, on note f, » la densité
de la loi T'(a, A), soit (rappel)

faor(x) =1g, (x)%malem.
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D’apres le théoreme de transfert,

EX® = / 2 for(x) do
Ry

= /]R AiaMfaJra,/\(x) dx

I'(a)
)\—ar(a+a)
I'(a)
Ainsi EX = ATHEE) = & X2 = A2 — dl) Var X = EX? -
ala a? a
Ex)? =24l o — g O

5.10.4 Lois exponentielles

Soit X suivant une loi exponentielle de parametre A > 0. La loi exponen-
tielle est un cas particulier de la loi Gamma : on a £(A) = I'(1, A). On déduit
du calcul précédent que EX = % et Var X = %

5.10.5 Lois de Cauchy

Soient a € R,b > 0. La loi de Cauchy C(a,b) admet comme densité par
rapport a la mesure de Lebesgue :

1 b
r— ——
7 (z—a)?+ b
donc pour £ > 1, on a
1 b|z|
EXk:——:
X 7 (x—a)?+ b +oo,

donc les lois de Cauchy n’admettent pas de moment d’ordre 1, ni , a fortiori,
d’ordre supérieur.

5.11 Exercice sur les espérances

1. Un jeu consiste a effectuer une mise en choisissant un nombre entre
1 et 6, puis a lancer simultanément trois dés. Si le numéro choisi sort
une fois, le joueur récupere sa mise plus une somme égale a sa mise.
Si le numéro choisi sort deux fois, le joueur récupere sa mise plus une
somme égale a deux fois sa mise. Enfin, si le numéro choisi sort trois
fois, le joueur récupere sa mise plus une somme égale a trois fois sa
mise. Quelle est 'espérance de gain a ce jeu?
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. Soient A, B deux éléments observables. On note

AAB={x € A;x ¢ B} U{z € B;x ¢ A}.

Ce sont donc les éléments qui sont dans A ou dans B, mais pas dans
les deux. Montrer Iyap = (I —15)?. En déduire

P(AAB) = P(A)+ P(B) —2P(ANB).
Soient A, B deux éléments observables. Montrer que

|P(AN B) — P(A)P(B)| < /P(A)P(B).

. Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N* telle la suite (p,)n>1

définie par p, = P(X = n) soit décroissante. Montrer que pour toute
injection o de N* dans lui-méme, on a

Eo(X) > EX.

. On suppose que Y = In X vérifie Y ~ N(m,o?) (on dit alors que X

est log-normale). Calculer EX et Var X.

Calculer Esin X, oun P(X =Z) = %,P(X =1) = %’P(X =) =

1
2 3 6 2°

Soient X, Y deux variables aléatoires suivant chacune une loi uniforme
sur [a,b]. Montrer que E[X — Y| < 2. Que vaut E|X — Y| lorsque X
et Y sont indépendantes ?

Soit X une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur [0, 1]. Déterminer
laloide Z = —1In(1 — X).

Soit X une variable aléatoire de densité f. Montrer que la variable
aléatoire | X| admet comme densité

z =g, (2)(f(z) + f(=2)).

Soit X une variable aléatoire positive de densité f. Montrer que la
variable aléatoire X/ admet comme densité

v = I, (2)22(f(27)).

Soit X une variable aléatoire normale centrée réduite. Montrer que la
variable aléatoire X? est & densité et la déterminer.



5.11.

12.

13.

14.

15.

EXERCICE SUR LES ESPERANCES 99

La figure ci-dessous représente la densité f(z,y) d'un couple de va-
riables aléatoires indépendantes X et Y. X suit une loi exponentielle
de parametre 1 et Y une loi normale centrée réduite.

On a tracé quelques isoclines, c¢’est a dire des courbes reliant des points
de méme densité : f(x,y) = constante. Quelle est la nature géométrique
de ces isoclines ?

coc oo

Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes. On suppose que
X suit la loi normale N'(0, 1) et Y la loi gamma (%, ). Calculer la loi
de v

VY/n

La loi de Z est appelée loi de Student a n degrés de libertés.

Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant la loi
uniforme sur [0,1]. On pose S = X +Y et P = XY

Déterminer la loi de (5, P).

Soit f une fonction réelle continue sur l'intervalle fermé [0,1]. Pour
n € N*, on note B,, le polynome de Bernstein

Bu() = Z (et —are.

Pour tout x €]0, 1] on se donne une suite (X}) de variables de Bernoulli
indépendantes de méme parameétre z. On note S, = Y ,_, Xj.

(a) Déterminer la moyenne E[f(22)].
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(b) Soit pour tout € > 0, le réel 6(¢) défini par

0(e) = sup{|f(z) = f)| : 2,y € [0, et |z —y[ < e} .

i. Démontrer que () tend vers 0 avec ¢.

ii. Démontrer que

sup |Bu(a) — f(2)] < o(e) + Wl

2
z€[0,1] ne

En déduire que la suite des polynomes B, converge vers f uni-
formément sur [0, 1].

16. On place 7 dames sur un échiquier torique 41 x 41 de telle maniere
qu’aucune dame ne puisse en prendre une autre. Montrer qu'’il est pos-
sible de placer sur 1’échiquier deux cavaliers pouvant se prendre mu-
tuellement tels que chacun des cavaliers puisse étre pris par au moins
une des dames.

17. Soient n,r deux entiers tels que 1 < r < n. On prend r nombres
distincts au hasard dans {1,...,n} et on note X le plus petit de ces r
nombres.

(a) Quelles valeurs peut prendre X ? Montrer que pour k& € {0,n—1},

on a -
P(X >k)= ( - )
(")
(b) En déduire que
n+1
™) r+1

18. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant la loi
uniforme sur [0, 1].

us

(a) Soit r la rotation dans R? de centre (0,0) et d’angle —Z. On pose
(U, V) = r(X,Y). Montrer que la loi du vecteur (U, V) est la loi
uniforme sur un ensemble que I'on déterminera.

(b) Pour quelles valeurs de « la variable aléatoire m est-elle intégrable ?
Lorsqu’elle I'est, calculer sa valeur.



Chapitre 6

Espaces LP

Soit (2, A, 1) un espace mesuré. Pour p € [1,+00), On note LP(Q2, A, 1)
I'ensemble des applications mesurables de (€2, A, 1) dans (R, B(R)) telles que

/ F@)P dulz) < +oo.
Q

On dit que des nombres p et g de |1, +oo[ sont des exposants conjugués
si ils vérifient.

11
S+ =1
P q

On convient également que 0 et I'infini sont des exposants conjugués.

6.1 De [P a/r?

6.1.1 Inégalité de Holder

Théoréme 56 (Inégalité de Holder). Soient p et q des exposants conjugués,
(Q, A, ) un espace mesuré, f et g deuz éléments de V(2, A, ). On a

[ g ans ([ 156 e ) ([t aute )

Démonstration. Si f est nulle u presque partout, alors I'inégalité est évidente

(c’est en fait une égalité). Idem pour g. Dans le cas inverse, on a ( [, | f(z)|P du(z)) VP

Oet (fQ lg(x)]? du(x))l/q > 0. Ainsi, en remplagant f par f/ (fQ ()P du(x))l/p -
0 et g par g/ (fQ lg(x)|P d,U(SC))l/q > (, on peut se ramener au cas oll (fQ |f(x)[P du(m))
(fQ |g()|* du( ))1/«1 = 1.

1/p

101
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Or pour tous z,y dans R, on a

q
Yy < < — —|— y_
p q
Si & ou y est infini, c’est évident. Sinon, on peut écrire x = e*?, y = e¥/9 et
appliquer la convexité de la fonction exponentielle.

Ainsi f( ) ( )
)P g(x)?
f(:c)g(x) < T + Tv
dott
f(x)P g(x)? B B
/ﬂ f(@)g(z) du(z) < / (o) + / 2 dpla) = 1/p-+ 1/ = 1.

]

6.1.2 Inégalité triangulaire

Théoréme 57 (Inégalité triangulaire). Soient p et q des exposants conjugues,
(Q, A, p) un espace mesuré, f et g deux éléments de V(2, A, ). On a

([ @)+ [ i) < ([ 1)+ st aum)

Démonstration. Comme précédemment, on peut supposer que f et g ne sont
pas presque partout nulles. Par ailleurs, si [, [f(x)[? du(z) = 400 ou que
Jo lg(@)[P dpu(z) = +oo, I'inégalité est évidente. On suppose donc que ces
deux quantités sont finies. Comme ((f + ¢)/2)? < (f? + ¢*)/2 par convexité
de z — a?, il sensuit qu'on a également [, |f(z) + g(x)[? du(x) < +o0.
On écrit
(f+g=f(f+9" " +g(f+9P"

L’inégalité de Holder donne

/Qf(f +g)" " dp < (/Q T du) " </Q(f +g)r e du) l/q,
[rsarrans ([ r du)w (fr+or du)l/q.

De meéme,

/Qg(f+g)”_1 dp < (/Qg” du)l/p (/Q(Hg)” du)l/q.

soit
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En additionnant, on obtient

/Q(erg)p dp < ((/pr du)l/er (/Qg” du)l/p) (/Q(f—l—g)p du)l/q.
T (e <) (fra)”

Ainsi, il est maintenant simple de constater que si ’on pose

1/p
1l = ( | du) ,

on définit ainsi une semi-norme sur l'espace vectoriel LP(2, A, ). Notons
V = {v € L?|v||, = 0}. D’apres l'inégalité triangulaire, V' est un sous-
espace vectoriel de LP.

Notons LP le quotient de ’espace vectoriel LP par son sous-espace vecto-
riel V.

Soit f et g deux éléments de la méme classe : k = f — g € V. D’apres
Vinégalité triangulaive [|£], < lgll, + |£ll, = llgl,- De méme [lgl, < [I£], +
\kll, = [Ifllps dou || fll, = llgll,- La semi-norme passe donc au quotient :
pour f € LP, on note || f|l, = ||g|l, ot g est un quelconque représentant de la
classe f. Evidemment, || f||, reste une sous norme.

Mais en réalité, f — || f||, est une norme sur £?. En effet, supposons || f||, = 0.
Soit ¢ un représentant de f : on a ||g|[, = 0, donc g € V, ce qui signifie que
g est dans la classe de 0, donc f est le zéro de LP.

6.2 Complétude de L7

Théoreme 58. LP est complet

Lemme 6. Soit f,, une suite d’éléments de LP avec

Dl fall< + o0

n>1

Alors la suite
ZZ:l fr converge dans LP quand n tend vers l’infini.
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Démonstration. On note g, un représentant de f,,. On va montrer qu’il existe
une fonction g dans L? telle que || Y ,_, gx — gl|, tend vers 0, ce qui donnera
la convergence de la suite Y ;_, fi vers la classe de g.

Supposons d’abord que les (gx) sont positives : dans ce cas la suite de
fonctions S,, = >, _, gx converge simplement vers une fonction g mesurable
(éventuellement infinie en certains points) Cependant d’apres I'inégalité tri-

angulaire
[ 5=y,
k=1

et donc d’apres le théoreme de convergence dominée

—+00

[ <l < 4.
k=1

. . p . , / _ p _ nl p
Ainsi g est dans L? Soient n et n' avecn’ > n Ona (S, —Sw)? = (D411 9&)"-
Faisons tendre n’ vers +oo : d’apres le théoreme de convergence dominée, on
a

/(Sn —g)P du= lim [ (S, —Su)? du.
Q

n—-4o0o Q

Cependant, d’apres I'inégalité triangulaire

/Q Su— S du < (3 lloxl)?

k=n-+1
—+o00
< (0 lgwllp).
k=n+1
donc
+oo
[Sa=gr du<(3 Nl
Q k=n+1
soit

+oo
180 = glly < > llgklly-
k=n+1
Mais on reconnait la le reste d'une série convergente, donc ||, — ¢||, tend
bien vers 0.
Dans le cas général, écrivons gy = g — g, . On définit évidemment g+ =

Sgi et gm =g, SE= >0 9f Sy = > g, La série de terme
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général ||g;7 ||, est convergente car ||g; ||, < [|gx|l,- On montre ainsi que |5, —
g"|l, tend bien vers 0, et de méme que ||S;, — ¢~ ||, tend bien vers 0. Enfin,
l'inégalité triangulaire permet de conclure que ||.S,, —g||,, tend bien vers 0. O

Ainsi, on a montré que dans LP, toute série absolument convergente est
convergente. Pour conclure, il suffit de s’appuyer sur le résultat d’analyse
suivant.

Lemme 7. Un espace vectoriel normé ou toute série absolument convergente
converge est complet.

Démonstration. Remarquons d’abord que si une suite de Cauchy admet une
sous-suite convergente, elle converge. En effet supposons (z,,) de Cauchy avec
Tp, qui converge vers [. Soit kg tel que ||z, — || < &/2 pour k > ko et by tel
que ||z — xp || < /2 lorsque k et k' dépassent by. Alors ||z, — || < e dés que
n dépasse max(ng, np, )

Soit maintenant x,, une suite de Cauchy dans un espace ou toute série
absolument convergente converge. On pose nyg = 1, puis pour k > 1 :

ng = inf{n >np_1 kK >n= |z, —op| <27}

Cette suite d’indices est strictement croissante et est bien définie car (xy)
est de Cauchy. Par construction ||z, — @n,,,|| < 27% pour & > 1, donc
la série de terme général x,, — x,,, , est absolument convergente. Mais on
a fait I’hypothese ici qu’une série absolument convergente est convergente,
donc elle est convergente, ce qui veut dire que z,, est convergente. (x,,) est
donc une suite de Cauchy qui admet une sous-suite convergente, elle est donc
convergente. O

Théoréme 59. Soit f, (fn)n>1 des fonctions dans LP telles que (f,,)n>1 converge
dans LP wvers f. Alors, il existe une suite strictement croissante d’indices
(ng)k>1 telle que (fn, )k>1 converge presque partout vers f.

Démonstration. On pose g, = |f — fulP. (gn) converge dans L' vers 0 et
nous devons montrer ’existence d’une suite strictement croissante d’indices
(ng)k>1 telle que (gy, )k>1 converge presque partout vers 0.

On pose ng = 1, puis pour k > 1 :

ng =1inf{n > np_1 1k, k' >n = |gr — gr|L <27}

Cette suite d’indices est strictement croissante et est bien définie car (gi) est
de Cauchy dans L'. Par construction ||g,, — gn,,, | < 27" pour & > 1, donc
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la série de terme général ||g,, — gn,.,||1 est convergente. Mais

+o0 +oo
Z ”gnk - gnk+1H1 = Z/ |gnk - gnk+1| dp
n=1 n=1

+oo

n=1

La fonction positive

+o00
Z |gnk - gnk+1|
n=1

est intégrable, elle est donc en particulier finie presque partout. En un point
x tel que

—+00
Z |gnk($) - gnk-H (.T)| < +OO,
n=1

la suite (gn,(z))k>1 converge. (g, )k>1 converge presque partout vers une
fonction g*. Mais d’apres le lemme de Fatou,

/g*duz/li_mgnkduéli_m /gnk dp =0,

donc g* est nulle presque partout, ce qui acheve la preuve.

6.3 Théoremes d’approximation
Théoreme 60. Soit S ['ensemble des fonctions simples s telles que
p(supp s) < +o00.

Pour tout p € [1,+00[, S est dense dans LP(p) (et donc les classes de ces
fonctions sont denses dans LP(p)).

Démonstration. D’abord, il est facile de voir que S est dans LP(u). Soit
f € LP. Supposons f > 0 et prenons f,, comme dans le lemme 1. On a

Lis >0 27" <Ip 503 f7 < f7,
d’ou
p(supp fn)27" < / JP dp,
Q
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et donc f, € S.On a |f,— f|? < fP, donc d’apres le théoreme de convergence
dominée, [, |fn — f|? dp tend vers 0, c’est & dire que f,, tend vers f dans L”.
Le cas général s’ensuit en séparant partie positive et partie néative, comme
dans la preuve du théoreme (8 O

Théoréme 61. Soit p € [1,+o0o[. Les classes des fonctions continues a sup-
port compact forment une partie dense dans LP(R?, B(R?))

Ce théoreme est admis.

6.4 Exercices sur les espaces L*

1. Etudier 'appartenance & L*(R) et & L2(R) des fonction suivantes
(a) f(t)=el.
(b) g(t) = =
(© 90) = <t
2. Etudier la convergence dans L'(R) et dans L%(R) des suites suivantes :
(a) fult) = Vnexp(—n’t?).
(b) gn(t) = =52 /(1)
(¢) Pn(t) = 22 V/n® = Pl (1),

3. Soit f une fonction de R dans R intégrable et soit f la classe de f dans
L*(R, \). Montrer que f contient au plus une fonction continue.

4. Soit E = {f € L'(R,\) ; |f] <1 X\ — p.p}. Montrer que E est un
sous-ensemble fermé de L'(R, \).
1

_ ' V(1 + |In(z)[)
si et seulement si p = 2.

6. Montrer que si f et g appartiennent a L'(X, u) alors \/|f2 + ¢2| ap-
partient aussi a L'(X, ).

est dans LP(]0, +o00[, )

5. Montrer que la fonction f : x +—

7. Soient « € Ret p € [1, +o0[, on note f, application de |0, +oo[ dans
10, +oof, définie par f,(z) = z*.

(a) Pour quelle(s) valeur(s) de «, la fonction f, appartient-elle &
LP(]0,1],A) ? Calculer alors les normes de f, dans chacun de ces
espaces.

(b) Méme question avec les espaces LP([1,00[, \)

8. Donner un exemple de suite (f,) dans L'(X, u) telle que
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(a) (f,) converge vers f presque partout mais (f,) ne converge pas
vers f au sens de la norme L' ;

(b) (f,) converge vers f dans L' mais (f,) ne converge pas vers f
presque partout ;

(¢) (fn) converge vers f presque partout, ([ f,dp) converge vers [ fdu,
mais (f,) ne converge pas vers f au sens de la norme L.

9. Soient (X, M, u) un espace mesuré avec u(X) = 1 et f, g des fonctions
mesurables sur X a valeurs dans [0, +o0] telles que fg > 1. Montrer

que lon a | /X Fdp)( /X gdp) > 1.

10. Soient f € LP(X,u), g € LI(X, u) et r tel que % = % + %. Montrer que
fg € L"(X, p) et que [[fgll- < [[fllpllglly
11. Soit p €]1, +oo[. Pour f dans £P(]0,+oc[) et pour x > 0, on pose

T(f)w) = — | fax.

T J10,2]

(a) Montrer que T'(f) est bien définie sur |0, +ool.

(b) On suppose dans cette question que f est positive continue a sup-
port compact.

i. Montrer que T'(f) est dérivable sur |0,+o00| et calculer sa
dérivée.
ii. Montrer que T'(f) € LP(]0, +00|).

iii. Montrer que/ T(f)PdN = P T(f)P~fdN.

10,00] p—= 10,00]

iv. En déduire que [|T(f)[, < Lluf“p.
p_

v. Montrer que cette inégalité reste vraie pour f de signe quel-
conque.

(c) Soit f € L£P(]0, +00]).
i. Montrer que si (f,) est une suite de fonctions continues a
support compact qui converge vers f dans £P(]0, +o0[), alors
T(f,) converge vers T'(f) A—presque partout, la suite (7'(f,))

est de Cauchy dans £P(]0,+o0[) puis (7'(f,)) converge vers
T(f) dans £P(]0, 4+00]).

ii. En déduire que |[T(f)]], < —=|/]],
p_
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12. Soit (X, 7, ) un espace mesuré tel que u(X) < oo, 1 < p < o0 et
f : X — R une application borélienne. On suppose que pour toute
fonction g € LP(X, ), la fonction fg est intégrable et il existe C' > 0

< Cllgllp-

telle que pour toute fonction g € LP(X, i) on ait ’ [ fgdu
Montrer que f € L9(X, u) ou g est défini par % + % =1



110 CHAPITRE 6. ESPACES L*



Chapitre 7

Convolution et transformation
de Fourier

7.1 Produit de convolution

Remarques :

~ Si f1, fo sont deux fonctions de L' qui représentent le méme élément
de £, alors [ f1 du et [ fi du sont égales, donc on peut se permettre
d’écrire [ f du pour f € L.

— L’application T} : f — (x — (x —t)) passe au quotient dans L'(R?),
car si fi = fo presque strement, alors fi(. —t) = fo(. — t) presque
stirement.

Théoreme 62. Pour tout f dans LP, l’application
t—Tif
est continue sur R.

Démonstration. |Tinf—Tif|l, = Th(Trf)— (1if)]]p, donc il suffit de montrer
la continuité en 0. Traitons d’abord le cas ou f est une fonction continue a
support compact : comme f est continue T,h tend simplement vers f. En
utilisant le théoreme de convergence dominée, on optient alors la convergence
dans L? de T f vers f. Passons au cas général. D’apres le théoreme [61] on
peut trouver g et h, avec f = g+h, g continue a support compact et ||h||, < €.
On a

(Tf = ) = (Tig — g) + (Tth — h),

111
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d’ou

ITef = £l 1Tig = gllp + [ Tihll, + {71,

T2 = gllp + 2[lp,

ce qui entraine, en faisant tendre t vers 0
t—0

Comme ¢, on en déduit que lim ||T:f — f|l, = 0, ce qui est bien ce qu’on
t—0

voulait montrer. OJ

7.1.1 convolution dans L!

Soient f, g deux éléments de L*(u).

/]Rd (/Rd |f(z —1)|[g(t)] dXi(t)) d\(z) = /Rded 1f(z = )||g(t)] AN & (¢, z)

= [ ([ 1= algor v ) o

= [taton ([ 1760l axie) ) axie

= [l ([ 1760 axte) ) arie

= ([ w@rave ) ([ oo )
ey

Ainsi, la fonction f % g définie par

z frg(z) = 5 flz—t)g(t) dX(t)

est définie en presque tout point z et elle est dans L' : cette fonction est le
produit de convolution de f par g

Les arguments évoqués plus haut fonctionnent encore : le produit de
convolution “passe au quotient” et définit ainsi une application de £ x £!

dans L'.
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Au passage, notons qu’on a démontré

1 glls < I1f gl

En reprenant le calcul précédant et en supposant que f et g sont dans
L', le théoréme de Fubini permet alors d’écrire

/Rd ( y flz —t)g(t) d)\d(t)) A\ (z) = /RR Flx — t)gt) dx* @ \(t, z)

= [ ([ e~ tate) i) ) anie
_ /Rd (/f:v—tdAd )dkd(t)
_ /Rdg ( d)\d())d)\d(t)

_ (/Rf ) dA(x )(/Rdg(t)dkd(t))

soit

/Rd(f x g)(7) d\Y(z) = < y f(x) d\(x) ) (/Rdg(t) d\(t) ) . (7))

7.1.2 autres produits

Supposons maintenant que g € L' et que f € L. On a

[1s@=nllg1axe) = [ 1=l el axie

([ 156 = oristot axtcr ) (Jsrav )

IN

D’ou

J(f1se=olswrave) o < [([ie=opise) aio) o
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Cependant,

l/(/ﬂﬂx—ﬂﬂﬁﬂﬁﬂ%@)dﬁ@g =(/</ﬁﬂx—wmmwuu%@)dva)
= /</\f(as—t>!p d)\d(a:)) lg(t)|dA"(t)

- / 1 Elg(0) )
— I712lglh.

donc finalement

J ([ 16 = llto) ax'))” axto) < iriglal
Ainsi, I'intégrale
u/fx—t ) dX(t)

converge pour presque que tout x et ’application

x— fxg(t) /f:zc—t ) d\(t)

représente un élément de LP avec

/Wf*g (OF dX(t) < | fIBlgl ™",

soit
1= glly < [ fllpllgllr-

Remarque importante : quel que soit ’espace ot on définit les choses, on
a toujours

/ F(x — t)g(t) dNU(t) = / g — 1) f(t) A1)

pour les x tels que

/ (& — D)g(t)] dA(t) < +oo,

de sorte que
frg=gxf

toutes les fois ou cela a un sens.
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7.1.3 Approximations de 'unité

Théoreme 63. Soit p une fonction positive avec

Aﬁm»w%@:

Pour tout k > 1 posons ¢ (z) = kp(kz).
Alors, pour tout f dans LP la suite f x o converge vers f dans LP.

Démonstration. Notons My 'application qui a f associe fx¢. C’est une ap-
plication linéaire continue de LP dans lui méme. C’est méme une contraction
car

Vie Ll [[Mcfllp < [IfIlp-

(C’est ce qu’on a montré dans la sous-section précédente.)
Soit x € R :

Fro) - @) = [ fa= ek o - £
= [ fa— /0t i) - 0
= /fx—t/k: t) dA() /f t) dA4(t)
= [t =t/k) = raete) ax')
Ainsi
O6f = D@ = | [ @t = Dia)e(o) N
< (/Kﬂmf—ﬂ®W¢@dV@0U<

ce qui donne

1/p
IM@f—ﬂbé(/WEmf—f%wﬂdVQD

D’apres de théoreme 62, [T/, f — fI|5 tend vers 0 lorsque k tend vers l'infini.
Comme

WTenf = Flipe @] < QI fllp)"e(),

le théoreme de convergence dominée permet de conclure. O]
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7.1.4 Reégularisation

Théoréme 64. Soit f € LP(RY), g C* a support compact. Alors f* g est C*
sur R?, avec

D.(f+9)= [ S®D.ug
Démonstration. Soit M tel que g(x) = 0 pour ||z|| > M. Soit R > 0.Par
définition
Frot) = [ fla =9 X' = [ ot~ 00 ax'()
Ici, c’est bien stur la deuxieme écriture qui va nous intéresser. Supposons

|lz|| < R. La différentielle de g(xz —t) f(¢) , vue comme une fonction de z, est
f(t)D,_ig. Bien entendu

[f () Dasgl < [F O Dglloclpo,man (t)-

[ € L? et || Dg|lsllp(o,riary € LY, donc | f|||Dgllocllso,r+ar) st dans L. Le
théoreme de convergence dominée pour la différenciation sous le signe somme
donne alors le résultat voulu. O

Corollaire 13. Soit f € LP(RY), g C* a support compact. Alors f* g est C*
sur R?, avec

Di(f+g)= [ 1OD5
ot on a supposé que |aq| + |ag| + - + |ag| < k.
Démonstration. Par récurrence sur k. O]
Corollaire 14. Les fonctions C*° a support compacts sont denses dans LP.

Démonstration. Cela provient immédiatement du Théoreme [63] et du corol-
laire précédent. Il

7.2 transformée de Fourier

Soit f € L'(R?). On appelle transformée de Fourier de f, et I'on note f
la fonction définie sur R? par

f(z) = / 10 £ () AN (t).

Evidemment, f — f est linéraire, et comme @t £(1)] < |f(t)], est on a

Ve L' | flle < ISl
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7.2.1 propriétés élémentaires

Pour f,g € L' on a

~f[x9=fg9.

~ T, f(x) = e f(x) )
i g(e) = F(x/A). alors g(x) = MF(Aa).

- Sig(z) = f(ﬂf) “0 alors g(a) = A f(x — ).
— [ fz) d\(u f(O)

La premiere propnete mérite qu’on consacre quelques lignes a sa preuve :

o) = [ ([ - g aw) ave
= [ ([ et =gt v ) axte
— / ( / f(t =) g () e d)\d(u)) AN (t)

- / (F* G)(t) dXi(t),

o F(t) = f(t)e!™h et G(t) = g(t)e’™. Mais d’apres I'équation (Z.1])

/(F*G)(t) d\(t) = (/ F(t)d)\d(t)) (/ G(t)d)\d(t)> ,

d’ou le résultat voulu.

7.2.2 Théoreme d’inversion
Théoréme 65. Soit f € LY(RY) telle que f € L*(R?), alors on a

1 —i(x,t
@) = g [ €7 N0 X0) £

Démonstration. On aura besoin du lemme suivant, qui sera démontré (au
moins une fois) en exercice.

Lemme 8. Soit G(z) = e =3 Alors G(z) = e~ I#IB = (271)42G ().

1
(271')d/2
Pour k > 1, posons Gi(x) = k"G(kz). On a

Gr(z) = k%G (x/k) = (2r)Y?G(x/k).
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On recommence :
Gr(z) = 2m)2k G (kz) = (2m) K G (kx) = (21) Gy(2),
et comme Gy, est paire
Gi(—z) = (2m)'Ci(x),

soit

On a donc
f*Gi(x) =
- / S G (1) (1) dX()

e Gt f(y) dXA(E) dA(y)

o
)

SN—

ISH

En utilisant le theoreme de convergence dominée, on voit que le terme de
droite tend vers (2 @y [ ettt )f(t) dA%(t) lorsque k tend vers D'infini. Mais

d’apres le théoréme 63, le membre de gauche converge dans L! vers f. Comme
la convergence dans L! entraine la convergence d’une sous-suite presque par-
tout, I'unicité de la limite donne 1’égalité voulue. O]

7.3 Exercices sur la convolution et la trans-
formée de Fourier

1. Soient f et g € L'(R™). Montrer que si f (resp. g) est nulle presque-
partout en dehors d’'un ensemble A (resp. B) alors f % g est nulle
presque-partout en dehors de A+ B = {a+ b;a € A,b € B}.

2. Calculer le produit de convolution f * g des fonctions suivantes définies
sur R (a > 0,b>0) :
2

(a) f(z) = exp(—L5) et g(z) = exp(—””—Q)
(On admettra que [ exp( ——) dx = /2r.)
(b) f(2) =T_aa(x) et g(x) =T_pp(z)

3. Pour tout entier n on définit la fonction g,(z) = (1 —22)"li_1 (). On
pose a, = / gn(x)dr et k, = a,'g,.
R
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(a) Montrer que la suite (a,) tend vers 0 et que a, > 25 pour tout
entier n.

(b) Soit f une fonction uniformément continue sur R et bornée. Mon-
trer que f * k, converge uniformément vers f.

(¢) Soit f une fonction continue a support dans [—3, 5]. Montrer que
la restriction de f &, & [—1,1] est un polynome de degré < 2n.

(d) En déduire le théoreme de Weierstrass : Toute fonction continue
d’un intervalle [a,b] dans R est limite uniforme sur [a,b] d'une
suite de polynomes.

4. Soit f :]l[—%,% .
(a) Déterminer f x f et fx fx f.
(b) On note f™' = f et pour n > 2, fIn = fGE=1) 4  Vérifier que
pour tout n > 1, f®" € LY(R) et que || f*"]; = 1.
(c) Montrer que pour tout n > 2, f*)" est de classe C" 2.
5. Soit £ € B(R) tel que 0 < A(F) < +oc.
(a) Montrer que llg %1l _g est continue sur R.

2

(b) En déduire que F — E ={z —y/x € E, y € E} est un voisinage
de 0.

6. Soit f la fonction de R dans lui-méme définie par f(x) = e~z pour
z € R.

(a) Déterminer la transformée de Fourier de f en remarquant que ]/“\
est solution d’une équation différentielle linéaire.

(b) Soit A une matrice carrée réelle symétrique d’ordre n définie po-
sitive. Déterminer la transformée de Fourier de la fonction de R"
dans R définie par f(x) = e~<4%*> pour z € R"™.

7. (a) Soit f € LY(R™) telle que f x f = 0. Montrer que f = 0.

(b) Montrer que L'(R) n’a pas d’unité pour la convolution.

8. Déterminer la transformée de Fourier de la fonction indicatrice d’un

intervalle [a, b]. Montrer que I_; ;) *Ij_; yj est la transformée de Fourier
d’une fonction de £!(R) qu’on déterminera.

9. Calculer la transformée de Fourier de la fonction f de R dans lui-
méme définie par f(r) = e~ pour x € R (ot @ > 0). En déduire la

transformée de Fourier de la fonction g : z +— prR
a’>+
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Chapitre 8

Fonctions génératrices et
fonctions caractéristiques

8.1 Fonctions génératrices des variables aléatoires
a valeurs dans N

Définition : On appelle fonction génératrice d’une variable aléatoire X a
valeurs dans N la fonction

+o00
2 Gx(2) =Ez¥ = Y P(X = k)"
k=0

Usuellement, on définit cette fonction sur U'intervalle réel [0, 1], mais elle
est en fait toujours définie sur la boule unité complexe fermée.

8.1.1 Fonction génératrice et indépendance

Théoreme 66. Si deux variables aléatoires X et Y sont indépendantes, on

a Gx+y = GxGy.
Démonstration. Soit z € B(0,1). On a

Gxiy(z) = B2 = E2¥2Y = E2YE2Y = Gx(2)Gy(2).

121
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8.1.2 Calculs de fonctions génératrices
Loi de Bernoulli

La fonction génératrice d'une loi de Bernoulli de parametre p est
z+ (1 —p)+ pz, car si X suit une telle loi, on a

EoX = P(X = 0)2" + P(X = 1)2! = (1-p) +p2.

Loi binomiale

Si Xy,..., X, sont des variables aléatoires indépendantes suivant la loi de
Bernoulli de parametre p, alors S,, = X; +- - -+ X, suit la loi loi binomiale de
parametres n et p. Ainsi, on déduit du théoreme[66] que la fonction génératrice
d’une loi binomiale de parametres n et p est

©s,(2) = ox; X ... px,(2) = (1 = p) +p2)".

Loi géométrique de parametre p €]0,1]

Soit XG(p) et z € B(0,1) On a

ox(z) = EzX

n=0
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Loi de Poisson

Soit X une variables aléatoire suivant une loi de Poisson de parametre .
On a

Gx(s) = > P(X=k)s"

8.1.3 Fonction génératrice et loi

Théoréme 67. Soit X une variable aléatoire de loi v sur N. Sur [0,1],
la fonction © — Gx(z) est infiniment dérivable et ces dérivées sont toutes
strictement positives, avec

GP(s) =EX(X —1).. (X —n+1)s%"

En particulier

G (0)
n!

ce qui montre que la fonction génératrice caractérise la loi.

P(X =n)=

Y

Démonstration. La fonction z — Gx(z) est la somme d’une série entiere de
rayon de convergence au moins égal a 1. Ainsi z — Gx(z) est holomorphe
sur le disque unité ouverte et y est infiniment dérivable, avec pour tout z
dans le disque ouvert unité :

GY(z) = :;OO k(k—1)...(k—n+1)P(X = k)25

Il suffit maintenant d’appliquer le théoreme de transfert pour constater que
le membre de droite est espérance de X (X —1)... X(X —n+1)z*"
En prenant z = 0, on obtient

GP0) = EX(X =1)...(X —n+ Dlix_n_g
= En(n—1)...(n —n+ 1)lfx_n=q
= n!lP(X =n)
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La restriction a un intervalle de R d’une fonction holomorphe est évidemment
une fonction infiniment dérivable et la notion de dérivée coincide. Lorsque
s € [0,1[, on a pour tout w € Q) :

X(wW)(X(w)=1)... X(w)(X(w) —n+ 1)s¥@ >

Comme l'espérance d’une variable aléatoire positive est positive, le résultat
s’ensuit.

O

8.1.4 Application : convolution des lois de Poisson

Théoreme 68. Soit X etY deux variables aléatoires indépendantes, X sui-
vant une loi de Poisson de parametre X et Y une lot de Poisson de paramétre
. Alors X +Y suit une loi de Poisson de paramétre X\ + pu.

Démonstration. On a vu qu’une v.a.r. suivant une loi de Poisson de pa-
rametre A a comme fonction génératrice s — e~ 2179 ceci quelque soit A > 0.
En particulier, il s’ensuit que Gx(s) = e *17%) et Gy (s) = e #(17%) Mainte-
nant Gx,y(s) = Gx(s)Gy(s) = e M178)e711=9) — e=(+(1=5)  Ainsi X +Y
a la méme fonction génératrice qu'une loi de Poisson de parametre A\ + p.
Mais d’apres le théoreme [67], la fonction génératrice détermine la loi, donc
X + Y suit la loi de Poisson de parametre A + pu. O]

8.1.5 Fonction génératrice et espérance

Théoreme 69. Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N.
Alors EX < 400 si et seulement si Gx admet une dérivée a gauche en 1.
Dans ce cas G'x(1) = EX .

Démonstration. On note v la loi de X. Pour z € [0, 1],

Gx(1) — Gx(x) _ f 1 —x”y(n)

l1—2z 1—z
n=0

— N —_ . .

11_5’; =142+ ---+2"1: c’est donc une fonction crois-
. — N \ / N

sante de z. De plus lim,_,{- 11_“; = n. D’apres le théoreme de convergence

monotone (on integre sur N par rapport a la mesure de comptage), on a donc

on a

Pour tout n, on a

lim Gx(l) = Gx(r) = Ji.iny(n) = /x dv(z) = EX.

T—-+00 1—=x
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8.2 Fonctions caractéristiques

8.2.1 Motivations

La fonction caractéristique est un outil analogue a la fonction génératrice,
qui permet de généraliser aux variables aléatoires a valeurs réelles et meéme
aux vecteurs aléatoires les techniques des fonctions génératrices.
Définition: On appelle fonction caractéristique d’une mesure de probabilité
sur R? la fonction complexe définie en tout point de R? par

VtERY u(ty, ... ty) = pp,(t) = [ exp(i(t,x)) du(z) = [ exp(i(tizi+tarat: - +tnzn)) du(x)

R4 R4

Par extension, on appelle fonction génératrice d'un vecteur aléatoire X
et on note px la fonction génératrice de sa loi. Ainsi

Vte R ox(t)= [ exp(i(t,z)) dPx(z) = Be'N0,
Rd
On va démontrer ici un important résultat d’analyse, qui justifie la dénomination

de fonction caractéristique et rend cette outil pertinent pour nos besoins.

Théoréme 70. Soit i et v deuzr mesures de probabilité sur RY. On a
VteRY () = ¢, (t) <= pu=v.

Démonstration. On va se concentrer sur le cas de la dimension 1. Les di-
mensions plus grandes compliquent en effet les écritures sans apporter d’idée
nouvelle.

En fait, on va établir la formule d’inversion :

o) + 3@ + a0 = i [ )

T—+o00 2T J_p it

Posons
e —e

1 T _—ita —ith
2 J_r it

Remplagons ¢, par sa définition :

1 T efita o 67’L'tb )
Ir = — S dt.
= /_T e )
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On peut utiliser le théoreme de Fubini, ce qui nous donne

—zta_ —ztb
Ir = // e dt dp(x)
ett _ 2(x b)
- L[] dt dyx)

Or
T _idx T _ix(—zx)
/ 6, dr = / ?—dw
_r T _p i(—x)
T .
A
_ / sin Az Jr
-T xr
AT o
= sign()\)/ MY dx,
—|\T T
d’ou

I - / sign(zx — a) /'x_aT sin x dr sign(z — b) /'x_bT sin x ax | du(z)
2m —|z—alT L 27 —|z=bT T

L’application
/ Y sinx
Y dx
Ly T

est une application continue qui admet comme limite 7 lorsque y tend vers
Iinfini. En particulier, sa norme est bornée par une une constante M.

La quantité apparaissant sous I'intégrale est donc bornée par M /7. Lorsque
T tend vers l'infini, elle converge vers la fonction

¢

0, sirz<a

1/2, siz=a
I,=<1, si z €a, b

1/2, siz=b

0, siz > b.

\

Ainsi, Iy converge vers [ I, du, ce qui donne la convergence vers la limite
annoncée. Si p(a) = p(b) = 0, alors I, est pu presque sturement 'indicatrice

de [a, b, ce qui donne [ I, dp = [T, dp = p([a, b]).
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Ainsi, si deux mesures p et v ont la méme fonction caractéristique, on
a p(la, b)) = v(]a,b]) quels que soient a et b dans R\{z € R;u({z}) >
0 ou v({z}). Mais ces ensembles forment un 7-systéme qui engendre la tribu,
donc les deux mesures coincident. O

Donnons une conséquence frappante de cette proposition qui nous sera
utile dans I’étude des vecteurs gaussiens.

Théoréme 71. Soit X et Y deux vecteurs aléatoires sur R? tels que pour
tout a € R4, (X, a) et (Y,a) ont méme loi. Alors X et Y ont méme loi.

Démonstration. On va montrer que que X et Y ont méme fonction ca-
ractéristique, ce qui assurera qu’ils ont méme loi. Soit a € R? quelconque. On
pose Z = (X,a) et T = (Y,a). Z et T ont méme loi, donc Ee'? = Ee'’. Mais
Ee'? = Ee'X2 = py(a) et Ee'l = Ee'® = @y (a), donc px(a) = ¢y (a).
Ainsi px = py, donc X et Y ont méme loi. O

Le théoreme tres simple ci-apres est d’usage courant.

Théoréme 72. Soit X une vecteur aléatoire de RY , A une application
linéaire de R? dans R™ et b € R™. On pose Y = AX +b. Alors

Vt € R™ oy (t) = Py (A*t).
Démonstration.
oy (t) = B — BeAX+0) _ i(AX bt ei(XoA™) gilht) — gith) ) (A%)

O

8.2.2 Propriétés des fonctions caractéristiques

Théoréme 73. Soit i une mesure de probabilité sur R?. On a les propriétés
sutvantes :
- eu(0) =1
= leul < 1.
— ¢ est uniformément continue sur R,
— Siey, ..., e, sont des éléments de R", la matrice A de taille pxp définie
par ap; = ¢, (ex — €;) est hermitienne positive.

Démonstration. - ©u(0) = Joa ei@’O)'du(x) = Jpaldp=1.
= a0 = | fa ()] % g |60 = [y 1 dpp = 1.
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— Soient ¢, € R?

|ou(t) = pu()] = | de"“’@—ei“’” dp(z)]

= 1[0 =) da)

IN

Rd“—e -02)] u(a)

11 suffit maintenant de voir que la fonction u — [o, |1 — '@ du(x)
admet une limite nulle en 0 pour conclure, or ce dernier point est assuré
par le théoreme de convergence dominée de Lebesgue.

— On remarque que

[ 18 aveptiten, e dute) = [ 35 3 suaexplifen 0. 2)) dita)

k=1 =1
P p

= Z Z xkxls%(ek - 61)
k=1 =1

Exemple : pour n = 1, si f est une fonction positive 27 périodique
intégrable sur [—m, 7[, on peut prendre pour x la mesure
f(x)]l[,ﬂ W[(x)
du(xr) = —————= dX\(x
() = B gy )
©u(k) est alors le —k ieme coefficient de Fourier de F. On prend alors classi-
quement e, = k.
Ainsi, si f est non nulle, la matrice A est en fait définie positive car

ki:l z:p: etk —1)=0 = /] Z rr exp(ikz)|* du(z) =0

= | ’;::1 v exp(ikz)|? f(z) = 0 p.p. sur[—m, 7],

Comme un polynéme trigonométrique non nul n’a qu'un nombre fini de zéro
(¢a se prolonge en un polynoéme sur C), on en déduit que f est presque
partout nul, ce qu’on avait exclu.
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En fait, un difficile théoréeme nous dit que les propriétés énoncées ci-dessus
sont largement suffisantes pour permettre d’affirmer qu'une fonction donnée
est une fonction caractéristique.

Il s’agit du théoreme de Bochner, que nous admettrons ici.

Proposition 4 (Bochner). Soit ¢ : R" — C une fonction continue en
0, vérifiant p(0) = 1 et de type positif, c’est a dire que si eq,...,e, sont
des éléments quelconques de R™, la matrice A de taille p X p définie par
a; = p(ex — e;) est hermitienne positive.

Alors il existe une mesure de probabilité j1 sur R" telle que ¢ = ¢,,.

8.2.3 Fonction caractéristique et indépendance

Théoreme 74. Soient X etY deux vecteurs aléatoires indépendants a va-
leurs dans R?. Alors

VteR? pxiv(t) = ox(t)ey(t).
Démonstration.
Oxiy(t) = BeltXTY) = EeiltX)oiltY) — Bl XEeHEY) — o (1) oy (1).
]

Théoreme 75. Soient X et Y deux vecteurs aléatoires indépendants, X
étant a valeurs dans R™ et Y a valeurs dans RP. Alors le vecteur (X,Y) de
dimension n + p admet comme fonction caractéristique la fonction

V(s,t) pxy)(s,t) = ex(s)py(t).
Démonstration.
@(X,Y)(Sat) — Rl X)+EY)) _ eilsX) giltY) _ eils X geilty) — ox(8)ey(t).
]

Corollaire 15. Si pu et v sont des mesures de probabilité respectivement
définies sur R™ et RP | alors

V(1) Puan(sit) = 0u(s)pu(t).

Démonstration. 11 suffit de considérer un couple (X, Y') de variables aléatoires
de loi p ® v. X et Y sont indépendantes, donc

Puew(8,t) = pxy)(s,t) = ox(8)ey (t) = pu(s)p.(t)
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Le théoreme [T admet une réciproque

Théoreme 76. Soient X et Y deux vecteurs aléatoires, X étant a valeurs
dans R™ et Y a valeurs dans RP. Si

V(s,t) oxy)(s:t) = px(s)py(t),
alors X et'Y sont indépendants.

Démonstration. Ainsi pp, ,,(8,t) = ©py(s)pp, (t). Mais d’apres le corollaire
précédent, wpy (s)pp, (t) = Yryap, (s,t). Ainsi op . (5,1) = ©peapr, (5,1).
Comme la fonction caractéristique caractérise la loi, on a Px,y) = Px ® Py,
ce qui signifie que X et Y sont indépendants. O

En revanche, le théoreme [[4] n’admet pas de réciproque : on verra en
exercice des variables aléatoires X et Y non indépendantes telles que px. vy =

PxPy-

8.2.4 Fonction caractéristique et moments

Théoréme 77. Si X est une variable aléatoire sur R telle que || X || admette
un moment d’ordre N, alors la fonction caractéristique de X est de classe
CN.

Si k1, ..., kg sont des entiers naturels dont la somme k = ki +-- -+ kg ne
dépasse pas N, on a

VueRY — = _(u :ik/ ew2) . du(x 8.1
= [ e o)
Ainsi
8k‘PX k d k;
—=_—(0) =3"E X7, 8.2
0f1...8§d(> ! ]1;[1 J (82)

Démonstration. La premiere formule se prouve par récurrence sur k en utili-
sant le théoreme de domination de Lebesgue pour la dérivation sous le signe
somme. Pour la deuxieme formule, il suffit de prendre u = 0. O]

Dans le cas des variables aléatoires réelles, la forme du théoreme est
évidemment plus simple :

Corollaire 16. St X est une variable aléatoire réelle telle admettant un
moment d’ordre N, alors la fonction caractéristique de X est de classe O
et on a

Ve {l,...,N} ©¥(0)=irEX (8.3)
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En particulier, si X admet un moment d’ordre 2 et est centrée avec une
2

variance o , on a le développement limité en 0 :
242
ot
ox(t)=1-— -+ o(t?)

Démonstration. La reformulation ne pose pas de mystere. Si X admet un
moment d’ordre 2, ¢ x est de classe C?, donc

: P5(0) o o

px(t) = ox(0) + ©x (0)t + — Ut o(t”)
Maintenant ¢x(0) = 1, ¢x(0) = {EX = 0, 9% (0) = —EX? = —Var X car
EX = 0. Il suffit de substituer pour conclure. n

8.2.5 Fonctions caractéristiques des variables aléatoires
a valeurs dans N

Pour une variable aléatoire a valeur dans N, le calcul de la fonction ca-
ractéristique est équivalent a celui de la fonction génératrice.
En effet, on a la formule :

Vt € Rpx(t) = Ee™ = E(e™)™ = Gx(e").

On laisse ainsi au lecteur le soin de calculer la fonction caractéristique
de la loi de Bernoulli, de la loi binomiale, de la loi de Poisson, de la loi
géométrique.

8.2.6 Quelques fonctions caractéristiques de mesures a
densité

Pour des mesures a densités, le calcul de la fonction caractéristique est
en fait (au signe pres) le calcul de la transformée de Fourier de la den-
sité. Lorsque 'on sort des cas simples ou une primitive peut facilement étre
trouvée, ces intégrales peuvent souvent étre calculées en utilisant des tech-
niques issues de la théorie de la variable complexe, par exemple en utilisant
une méthode des résidus ou encore en appliquant un théoreme de prolonge-
ment analytique. C’est ce que nous allons voir dans les exemples qui vont
suivre.

Il y a bien str d’autres méthodes pouvant étre utiles : reconnaitre la trans-
formée de Fourier d’une fonction connue et utiliser un théoreme d’inversion ou
expliciter une équation différentielle vérifiée par la fonction caractéristique,
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puis la résoudre. Nous ne traiterons pas cela ici et vous renvoyons a un cours
d’analyse.

Loi uniforme sur |[a, ]

On commence par calculer la fonction caractéristique de la loi uniforme
sur [—1,1] : on a
Pour t # 0, on a

1 itz it —it :

: 1 . e e’ —e sint
) =E ite _ — itx dr = 1 _ —
ox(t) = Ee /_12e v =lgls 2it ‘

La formule se prolonge par continuité pour ¢ = 0.
Maintenant, si on pose Y = “TH’ + (b —a)X, Y suit la loi uniforme sur
[a,b] et on a

-a - a i b - t
orlt) = (0 - a)) = L)
Loi exponentielle de parametre A

On commence par calculer la fonction caractéristique de la loi exponen-
tielle de parametre 1 : on a
Pour t # 0, on a

e(—1+it)w]+oo_ 0—1 B 1
1+  —14+it 1—it

+oo
ox(t) = Ee'™* = / e "™ dx = |
0

La formule se prolonge par continuité pour ¢ = 0.
Maintenant, si on pose Y = %X, Y suit la loi £(A) et on a

1 1 A

oy (t) = @X(Xt)

T1—il A=t

Variables aléatoires gaussiennes

Théoréme 78. La fonction caractéristique de la loi normale N'(m,o?) est
1
t — exp(imt) exp(—§a2t2).

Démonstration. On va d’abord calculer la fonction caratéristique de X ~
N(0,1). Nous devons calculer

ox(t) = \/%7 /Rexp(—xz/2) exp(itx) dx.
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Pour z € C, on pose

fo(z) = exp(—2?/2) exp(z2)

Pour tout x € R, la fonction z — f,(x) est holomorphe sur C. D’autre part,
pour z € D(0, R) la fonction x — f,(x) est dominée par la fonction intégrable
x — exp(—z?/2) exp(Rz), car

Ve eR Vze D(0,R)
|exp(—2?/2) exp(zz)] = exp(—2?/2)exp(zRe 2)
< exp(—22/2) exp(Ra)

Il s’ensuit que z — [; f.(x)d\(x) est holomorphe.
Pour z réel, on a

\/%_W/Rexp(—ﬁﬂ) exp(zz) dA\(z) = \/%_W/Rexp(_((x_zy_%)m) dA(z)

= \/%_ﬁ/Rexp(—(x—zf/Q) dA(x) exp(%)
= exp(%),

car l'expression intégrée n’est autre que la densité de la loi N (z,1). Mais si
deux fonctions holomorphes coincident sur R, elles coincident sur C. On a

donc
2

1 Z
VzeC —/ex —22/2) exp(zz) d\(x) = exp(=).
= [ expl=at/Dexp(zn) drw) = exn( )
On particularise alors z en it, t étant réel, et on obtient

ex(t) = \/LQ_T( /Rexp(—x2/2) exp(itr) do = exp(—%).

Pour passer au cas général, on pose Y =X +m:on ayY ~ N(m, o>
) ) b b
. . . . . . a2t2
et alors (,OY(t) EeitY ezt(aXer) MR pito X elthOX (O't) eimto— 25—

O

Lois de Cauchy

Théoréeme 79. La fonction caractéristique de la loi de Cauchy C(a,b) est

go(t) — eiate—b|t\'
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Rappel : la loi de Cauchy C(a,b) admet comme densité par rapport a la

mesure de Lebesgue :
1 b

7 (z—a)+b

€T +—

Démonstration. On va d’abord calculer la fonction caractéristique de C(0, 1)
en un point £ > 0

Pour R > 1, on intégre la forme différentielle f(z) = <5 sur le contour

1+z
T iR
1 ¢ YR
“R i 0 i R

Le seul pole de f a 'intérieur de la courbe est en i, donc pour R > 1, on

2Z7T/ f(2) dz = Res; f(2)

—t

Or 1+Z+h) —%Qih,donc Res;f(z) = %

Ainsi
VR >1 / f(z et

/f dz—/ f(t dt+zR/fRe“9 )e db.

Mais, lorsque z = Re®, o

e—Rt sin 6

14 22|
1

< -

- R2-1

|[f(Re®)e”| =

(C’est ici qu’on utilise 'hypothese ¢ > 0) Ainsi,

lim iR/ f(Re)e® do = 0.
0

R—+00
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On en déduit

Ainsi si X ~C(0,1), on a

VE>0 ox(t)=e"
Comme la loi de X est symétrique (Px = P_x) et que ¢(0) =1, on a

VteR @x(t) =e !

Si on pose Y = bX +a, on aY ~ C(a,b), et alors py(t) = EeY =
eit(bX—i—a) — eiaEeith — €mg0x(bt) — ez’ae—b|t|_

]

8.3 Exercices sur les fonctions génératrices et
les fonctions caractéristiques

1. (a) On suppose que X et Y sont des variables aléatoires a valeurs
entieres, de fonctions génératrices f et g. Soit A un événement
indépendant de X et de Y, avec P(A) = p. On note Z la variable
aléatoire définie par

f X(w)siwe A
Z(w)—{ Y(w)siw¢ A

Montrer que la fonction génératrice de Z est pf + (1 — p)g.

(b) On lance 3 fois de suite un dé a 6 faces. A chaque série de 3 lancers
est associé un score. Le score se calcule ainsi Si le troisieme lancer
est un “17, le score est le nombre de nombre pairs apparus dans
les deux premiers lancers. Sinon, le score est le nombre de “6”
apparus dans les deux premiers lancers.

Exemples :

— 2 —4 — 1 rapporte 2 points

— 6 —1— 2 rapporte 1 point

— 1 —4 — 2 rapporte 0 point

— 5 — 2 — 3 rapporte 0 point.

On demande de calculer la loi du score.

2. Soient (X)) une suite de variables aléatoires indépendantes de méme
loi non dégénérée a valeurs dans N et 7" une variable aléatoire a valeurs
dans N* indépendante des précédentes. On définit pour tout n € N* la
variable S, = >, X, puis S(w) = Sr()(w) pour tout w € €.
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(a) Si Gr et Gy désignent les fonctions génératrices de T' et X7, mon-
trer que la fonction génératrice de S est donnée par Gg = GroGx.

(b) Formule de Wald
Si X et T admettent les moyennes (espérances) m et ¢, montrer
que E[S] = mt.

3. Soit N une variable aléatoire suivant une loi de Poisson de parametre
Aet Xy,..., X, ... une suite de v.a.r.i.i.d de lois de Bernoulli de pa-
rametre p, cette suite étant indépendante de N. Montrer que S =
X1+ X5+ Xy suit loi de Poisson de parametre Ap.

4. (a) Soit K un vecteur aléatoire n-dimensionnel dont les composantes
sont indépendantes et suivent la loi de Poisson de parametre A.
Soit L un vecteur aléatoire n-dimensionnel dont les composantes
sont indépendantes et suivent la loi Bernoulli de parametre p. On
suppose que K et L sont indépendants. Déterminer la fonction
génératrice de (K, L).

(b) On suppose que pour tout k > 0, X} suit une loi de Poisson de
parametre nA. Soit 1" une variable aléatoire indépendante de la
suite (Xg)k>o et suivant la loi binomiale B(n,p). Déterminer la
fonction génératrice de Xr.

(¢) En déduire que (K, L) suit la méme loi que X7.

5. Un joueur joue a pile ou face avec n > 2 pieces équilibrées de la maniere
suivante : il lance simultanément ces n pieces; s’il n’obtient aucun pile,
son gain est nul et la partie s’arréte. S’il obtient au moins un pile, il
relance la premiere piece autant de fois qu’il a obtenu de piles a la
premiere phase du jeu et gagne autant d'unités que le nombre de piles
obtenu lors de cette deuxieme série de jets. On note X; le nombre de
piles obtenu a la premiere étape, et X, le gain du joueur.

(a) Déterminer la fonction génératrice de Xs.
(b) En déduire

Vk € {0,...,n} P(X,=k) = <Z)3ik(1)”

6. Montrer que la convolée de deux lois de Cauchy est une loi de Cauchy.

7. Donner un exemple de variable aléatoire telle que (¢px)? = ¢ox. En
déduire que la propriété

ViteR oxiv(t) = ox(t)ey(t)

n’implique PAS que X et Y sont indépendantes.
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8. Soit X ~ N(0,1). Montrer que Vn >0 EX?2r = 22

nl2n
9. Soit X et Y deux variables aléatoires admettant chacune un moment
d’ordre 3. On pose ¢(z,y) = Eexp(i(zX 4+ yY)). Montrer que X?Y est
intégrable. Régularité de ¢ ? Exprimer EX?Y en fonction de ¢.

10. Soit X une variable atéatoire suivant la loi exponentielle de parametre
1 et & une variable aléatoire prenant la valeur 1 avec probabilité 1/2
et la valeur —1 avec probabilité 1/2. On suppose que X et e sont
indépendantes. On appelle Loi de Laplace la loi de € X.

(a) Montrer que la loi de Laplace est une loi a densité.
(b) Calculer la fonction caractéristique de la loi de Laplace.

11. On considere quatre variables aléatoires indépendantes X 1, X1 2, Xo1, X292
de méme loi (0, 1).

(a) On note U = X;1X55 et V = X, 5X5,. Déterminer la fontion
caractéristique de U et de V.

X1 Xip
Xo1 Xop

12. (a) Montrer qu’il existe une constante K telle que

. suit la loi de Laplace.

(b) Montrer que le déterminant

K
f(@) = —=71B0.1)(2)
]|

soit la densité d'une loi de probabilité sur R3.

(b) Soit p cette loi. Montrer qu’il existe une constante L non nulle
telle que
cos ||t|| 1
Pl = L+ Ot ee)




138CHAPITRE 8. FONCTIONS GENERATRICES ET FONCTIONS CARACTERISTIQU



Chapitre 9

Lois des grands nombres

9.1 Inégalités classiques

9.1.1 Inégalité de Markov

Théoreme 80. Soit X une variable aléatoire positive, intégrable. Alors, on

a

EX
Va>0 P(X>a)<—.
a

Démonstration. Comme X est positive, on a

EX = /Q z dP(w) > /{ o’ dP(w) > /{ o dP(w) = aP(X > a).

9.1.2 Inégalité de Tchebytchef

Théoréme 81. Soit X une variable aléatoire admettant un moment d’ordre 2.
Alors, on a

Var X

5 -

Va>0 P(X-EX|>a)<

a

Démonstration.
P(|X —EX|>a)=P(|X —IEX]2 > a2)

11 suffit alors d’appliquer I'inégalité de Markov a la variable aléatoire
Y = |X —EX|>. Comme EY = Var X, I'inégalité s’ensuit. O

139
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9.2 Convergence presque sire

Définition : on dit qu’'une suite de variables (ou de vecteurs) aléatoires
(Xn)n>0 converge presque sirement vers une variable (ou un vecteur) aléatoire
X lorsqu’il existe un ensemble mesurable ' C Q tel que P(2') =1 et que

Vwe Q' cQ X,(w) — X(w).

, . p-s.
On écrit alors X,, —— X.
n—-4o00

La convergence presque stre n’est autre que la convergence presque par-
tout relativement a une mesure de probabilité. On a alors les résultats clas-

siques suivants : si X, 2 L, X etY, 2 Y, (avec X et Y dans RY,

n—-+oo n—-+4oo
d > 1) alors
~VYaeR aX, 22— aX.

n—-+o0o

- X, 4+Y, 2 X4V,

n—-+o0o
(X, V) p—+> (X,Y).

Plus généralement, si X1,...,X,,..., X sont a valeurs dans un ouvert O et

p-s. . . P .
que X,, ——— X, alors pour toute fonction f continue définie sur O, on a
n—-+00

F(Xn) === f(X).
n—-+00
Il peut étre intéressant de remarquer que la convergence presque stre

d’une suite de vecteurs aléatoires est équivalente a la convergence presque
sture de chacune des composantes.

9.2.1 Rappels d’analyse

En probabilités, le retour aux € est tres fréquent. Si ’on ne veut pas que
cela devienne trop compliqué, il importe de bien connaitre les outils d’analyse
permettant de simplifier les choses.

Pour toute suite (z,),>¢ de nombres réels, on peut définir

lim =z, = lim supuxg
n—+oo n—+00 >p
et
lim =z, = lim inf z.
n—+o0 n—+oo k>n

Ces deux limites existent toujours dans R = R U {—o0; +o00}. La suite (,,),
converge dans R si et seulement si ces deux limites sont égales. Rappelons
quelques propriétés des limites supérieures. Pour plus de détails, on pourra
se reporter a un cours d’analyse.
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— Pour z € R

lim z, =2 <= lim |t,—2|=0
n—-+0oo n—-—+o0o

lim 2, <M <= Ve>0 {n:x,>M+c} est fini (9.1)

n—-+0o00

lim 2, >M < Ve>0 {n:xz,>M —¢c}estinfini (9.2)

n—-4o0o

— En prenant la contraposée de (@) et(@.2) , on a

lim 2, >M <= F>0 {n:z,>M+c} est infini

n—-+o0o

Iim 7,<M <= F>0 {n:x,>M —c} est fini

n—-+00

Im (@n+y) < Tim 2,4+ Iim Y

n—-+o00o n—-+00 n—-+00

Nous verrons en exercice un exemple ou l'inégalité est stricte

9.2.2 Limites supérieures, inférieures d’ensembles

Si (An)n>o0 est une suite d’ensembles, on note

Iim A,= N U A,

N—~00 n>1 k>n

et
n—-—+oo n>1 k>n

Ainsi la limite supérieure d’une suite d’ensembles est I’ensemble des points qui
appartiennent a une infinité de ces ensembles, tandis que la limite inférieure
d’une suite d’ensembles est I’ensemble des points qui appartient a tous ces
ensembles a partir d’un certain rang.

Ainsi, dire que {n : X,,(w) > M —e} est infini , c’est dire que w appartient
a lim {w:X,(w)>M-—c}

n—-+4o0o
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On en déduit
{ nE_Tm X, > M} = EQO nE_Ifoo {X,, > M — ¢} (9.3)
Par ailleurs, dire que
{n:xz, > M +¢e} est fini ,
c’est dire qu’a partir d’un certain rang , on a x,, < M + . Donc si w est tel
que {n: X, (w) > M +c} est fini , cest quew € lim {X, < M +¢}. On

n—-+4oo
en déduit que

( Tm X.<M}= 0 lim {X,<M+e} (9.4)
n—+00 e>0  n—o+oo

Si on remplace X, par —X,, et M par —M dans (@.4)), on obtient :

{ Tm -X,<-M}= N lim {-X,<-M+e}

n——+o0o e>0 n—-+oo
Soit
{ lm X,>M}= N lim {X,>M-¢} (9.5)
n—-+o0o e>0 n—-+oo

Et en passant aux complémentaires dans ([0.4]) et ([@.5]), on a

{ Tm Xo>Ml= U Tm {X,>M+e) (9.6)
n—-—+00 >0 potoo
et
lim X,<M}= U Tim {X,<M—¢} (9.7)
n—-+oo e>0 n—-—4oo

Si on fait subir a la formule (03] les mémes transformations qu’a (9.4,
on peut obtenir 3 autres formules.

Dans la pratique, comment fait-on si 'on veut montrer que lim X, =
n—-—+00

M presque surement 7 Comme vous ’avez deviné, on montre lim X, > M
n—-+00

presque surement, puis lim X, < M presque surement Comme la suite
n—-+4o0o

lim {X, > M — ¢} est monotone en ¢, on a
n—-+00

n——4oo n——4o00
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L’avantage est que l'intersection est maintenant dénombrable. Or, on a le
résultat classique tres utile suivant :

Théoreme 82. L’intersection d’une famille dénombrable d’événements est
de probabilité 1 si et seulement si chacun des événements est de probabilité
1.

Démonstration. Soit D un ensemble d’indexs dénombrable. (A, ),ep une fa-

mille d’événements indexée par D. On pose A = ﬂD A,. Pour tout n,
ne

A C A,, donc P(A) < P(A,). Ainsi si P(A) = 1, on a pour tout n € D
P(A,) = 1. Réciproquement, on a

P(A°) = P( U A?)

neD

IN

>, P(A7)

neD

IN
o

neD
Donc P(A)=1—-P(A°)=1—-0=1. O

Pour prouver que lim X, > M presque strement, il suffit donc de
n—-+0o00

prouver que Ya < M P( lim {X,>a})=1

n—-+o0o

De la méme maniere, on voit que pour avoir lim X, < M presque
n—-—+00

strement, il suffit donc de prouver que Va > M P( lim {X, <a})=1,

n—-4o0o

on de maniére équivalente que Va > M P( lim {X, >a})=0.

n—-—+00
On peut donc énoncer le théoreme suivant

Théoreme 83. Soit X,, une suite de variables aléatoires et M un réel. On
suppose que

1.V a<M P( lim {X,>a})=1

n—-+o0o

2.V a>M P( Tm {X.>a})=0

n—-4oo
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Alors

lim X, = M presque sturement.
n—-400

Le théoreme suivant tres important en est une application directe

Théoréme 84 (Critere fondamental de convergence presque-sire).
La suite de variables aléatoires X,, converge presque sturement vers la variable
aléatoire X si et seulement si

Ve>0 P( lIim {|X,—X|>¢e})=0.

n—-+o00

Démonstration. 11 suffit d’appliquer le lemme précédent a la suite de variables
aléatoires (| X,, — X|)n>0, avec M = 0 et a joue le role de ¢. O

9.3 Convergence en probabilité

Définition : On dit que (X,,) converge en probabilité vers X si

Ve>0 lim P(|X,—X|>¢)=0.

n—-+o00

9.3.1 Comparaison avec les autres modes de conver-
gence

Convergence dans L” et convergence en probabilité

Théoréme 85. La convergence dans LP (p > 1) implique la convergence en
probabilité

Démonstration.

E|| X, — X]?
< :

PIX, = X 2 &) = P(1X0 = X[ 2 &) < =12

Convergence presque siire et convergence en probabilité

Théoreme 86. La convergence presque sure implique la convergence en pro-
babilité.
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Démonstration. Soit € > 0. D’apres le théoreme 84] on a
B( @ {|X, — X[ >¢e}) =0.
Or, d’apres le théoreme de continuité séquencielle décroissante, on a
P( T X, =X|2<h= lm P(U {Xi=X|>e)

Comme
0<P(|X,—X|>¢) < P( kg {| Xy — X| > €}),

on en déduit que

lim P(|X, - X|>¢)=0.
n—-+00

Comme ¢ est quelconque, on peut dire que X,, converge en probabilité vers
X. O

9.3.2 Loi faible des grands nombres

Théoréme 87. Soit (X,,)n>0 une suite de variables aléatoires de méme loi,
admettant un moment d’ordre 2 et deux a deux non corrélées.
On pose

" 1
S, = Zxk et M, = ESn.
k=1

Alors
L2

1. M,, —— EX,. On dit que M, converge en moyenne quadratique vers
n—-—+00

EX,.
2. Et donc M,, —— EX,.

n—-4o0o

Démonstration. EM,, = %ES,L ==Y EX;= %nEXO = EXj. Par conséquent
k=1
. Co

1
n
E|M,, —EXy|*> = Var M,, = # Var S, mme les X}, sont 2 & 2 non corrélées,

on a .
Var S,, = ZVaer =n Var X;.
k=1
On a donc Var X
E|M, — EX|* = Var M,, = —= 21 (9.9)
n

qui tend bien vers zéro.
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9.4 Lemmes de Borel-Cantelli

9.4.1 Premier lemme de Borel-Canteli
Théoréme 88. Soit (A,),>1 une suite d’événements observables. Si la série

de terme général P(A,,) est convergente, alors P( lim A,)=0.
n——+00

Démonstration. On pose B, = kg Ay. la suite (B,,) est décroissante, et
>n

l'intersection des (B,) est, par définition, lim A,. D’aprés le théoreme de
n—-+0oo
continuité séquentielle décroissante, on a donc

0<P( Tim A,)= lim P(B,).

n—-+o00 n—-4oo

Or
P(B,)=P( U A4;)< P(Ag) =1y

k>n k>n

Comme r, est le reste d’ordre n d'une série convergente, r, est de limite

nulle, et donc, par comparaison P( lim A,) =0. O
n—-+0o0

9.4.2 Deuxieme lemme de Borel-Cantelli

Théoréme 89. Soient (A,)n>1 une suite d’évévements.

On pose
n +00
Nu=D la et N =3 1
k=1 k=1
m, =Y P(4;) =EN,
k=1
Ona lim A,={N=+oco}.
n—-+00
St
) . Var N,
lim m, = 400 et lim — =0,
n—+4o0o n—-—+00 7nn
alors

P( lim A,) =1

n—oo
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Démonstration. Pour m, > a, on a

P(N <a) < P(N,<a)
Var N,

< P(’Nn_mn|2mn_a)§m

En faisant tendre n vers +oo, on en déduit que
Vae N P(N <a)=0.
Ainsi

P(N <+00)=P( limT {N <a})= lim P(N <a)= lim 0=0.

a——+00 a——+00 a——+00

]

Théoréme 90 (2°™° lemme de Borel-Cantelli). Soit (A,),>1 une suite
d’événements indépendants. Si la série de terme général P(A,) est diver-

gente, alors P( lim A,)=1.

n—-4o0o

Démonstration. On va appliquer le théoreme précédent : comme les (Ag)gp>1
sont indépendants, leurs indicatrices sont des variables aléatoires indépendantes,
et donc

k=1 k=1 k=1

+oo
Ainsi Y% = L Comme lim m, = Y P(A4;) = +oo, le résultat
n " n—-+00 k=1

s’ensuit. ]

Exercice : La conclusion du 2 lemme de Borel-Cantelli reste-t-elle
vraie si l'on suppose seulement que les (A )x>1 sont deux a deux indépendants ?

Théoreme 91. Soit (X,,)n>0 une suite convergeant en probabilité vers X.
Alors, il eziste une sous-suite X, telle que X, kp'—s'> X..
—00

Démonstration. On pose ng = 0, puis, pour £ > 1 :
. 1 1
ng = inf{n > ny_q; P(|X,, — X| > E) < ﬁ}

A k fixé, P(|X, — X| > 2) tend vers 0 quand n tend vers l'infini, donc on a
bien pour tout k : ny < +o0.
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Maintenant, on a pour tout £ >0 :

1 1
P(’Xnk—X|ZE)§§

Comme la série de terme général converge 2%, le premier lemme de Borel-

Cantelli nous permet d’affirmer que

P( T {|Xae = X| 2 D)D) =0,

k—o0

ce qui est équivalent

P( lim {1X,, — X| < D=1,

k—o0

ce qui veut dire que pour presque tout w, il existe un ko(w) tel que

1
k> ko(w) = | X, (w) — X(w)| < o
ce qui implique bien sur que X, (w) tend vers X (w) pour P-presque tout
w. ]

9.5 Loi forte des grands nombres

9.5.1 La loi forte des grands nombres

Théoréme 92. Soit (X,),>1 une suite de variables aléatoires deux a deuz

indépendantes, de méme loit . On suppose que i admet un moment d’ordre

1. Alors
X1++Xn p.S.

n n—-4o0o

EX;.

9.5.2 Probabilités et fréquences asymptotiques

Théoreme 93. Soit (A,,)n>0 une suite d’événements observables indépendants
de méme probabilité p. Pour w dans 'univers Q On note N,(w) le nombre
d’événements qui sont réalisés parmi Aq, ..., A,. Ainsi, on a

- 1
No=) L, et fo==N,.
k=1

n

Alors il eziste un événement observable Q C Q avec P(Q C Q) =1 et

VweQcCQ folw)—p.
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Démonstration. 11 suffit de poser Xj, =14, et d’appliquer le théoreme X5
admet bien un moment d’ordre 1 car 0 < Xy < 1 et 'on a EX; = P(A;) =
p. ]

9.6 Exercices sur la convergence presque siire

1. Soit (X,),>1 une suite de variables aléatoires indépendantes suivant

2 .. 2
la loi N (m,c?). Montrer que la suite #

surement et déterminer sa limite.

. convergence presque

2. Soit (X,)n>1 une suite de variables aléatoires identiquement distribuées
telle qu'il existe a > 0 avec Eexp(a|X;]) < +o0.
Montrer que

) Xn
lim =0.
n—+oo (Inn)

Nl

3. Soit (X,)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes suivant
une loi exponentielle de parametre 1.

Calculer Tim 2=

Inn”
n—-+oo

4. Soit (X,,)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes suivant la

loi (0, 1).
(a) Calculer lim \/%

n—-+o00

(b) On se donne maintenant une deuxieme suite (Y,),>; de variables
aléatoires indépendantes suivant la loi N (0, 1), cette deuxieme
suite étant indépendante de la premiere. Comparer

i ot Bm ot Gm Cntin)
y——— — € e
niIJIrloo V 21n n nilfm V 21In n niToo V 21In n

5. Soit (X,,)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes telles que
pour tout n, X, suive une loi binomiale B(n, —rgrs ). Déterminer I'en-
semble des valeurs d’adhérences de la suite (X))

6. Soit p € [0, 1] et (Uy)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes
suivant la loi uniforme sur [0,1]. On note 7}, le nombre de fois ou le
graphe associé a (U,,) coupe la droite d’équation y = p avant le temps
n. Dans notre exemple, p = 0.4 et Ty = 8.
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T
trajectoire
y —= p —_—

0.8

0.6

0.4 F--==f=-f=fmmmm e e e\ ~

0.2

0 1 1 1 1
by 10 15 20

Tn

Montrer que -

converge presque surement et déterminer la limite.

7. Soit (X,,)n>1 une suite de variables aléatoires de Bernoulli indépendantes
de parametre 1/2. On pose

2+ X, 1
M”‘( 1 2+Xn>

An:Mann_lx...ngMl.

et

(a) Montrer que la suite (det A,)Y/™ converge presque siirement et
déterminer la limite.

(b) Soit (x,y) € R*\{(0,0)}. On pose

Montrer que

n—-+0o00

S. 2 1 :0
L {CQ Y
V siz+y#0

8. Soit (X,)n>1 une suite de variables aléatoires telles que pour tout n,
X, suive une loi de Poisson de parametre A, ou (A,),>1 est une suite
tendant vers 0 en I'infini. Montrer que la suite (Y},),,>1 définie par Y,, =
X1 X5 ... X, est nulle a partir d'un certain rang.
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9. Soit (X,)n>1 une suite de variables aléatoires telles que pour tout n,
X, suive une loi de Poisson de parametre \,, avec

+o00
S A2 < 4o
n=1

Montrer que la suite (X,,),>1 est presque stirement bornée.

10. Soit (X, ),>1 une suite de variables aléatoires indépendantes telles que
pour tout n, X, suive une loi de Poisson de parametre A, avec

An = o(Inn)

Montrer que la suite (Y},),>; définie par YV, = X7 X5 ... X,, est nulle a
partir d’'un certain rang.

11. Soit (X, )n>2 une suite de variables aléatoires indépendantes telle que
pour tout n, X, suive une loi de Poisson de parametre 2Inn. Montrer

que
XXy, X, 2 0 avec probab%l%t(? P |
n—+oo | 400 avec probabilité 1 — p
ot p €0, 1[.

12. Soit (X,,),>1 une suite de variables aléatoires indépendantes identique-
ment distribuées avec E|X;| = +o0.

| X
n

(a) Soit a > 0. Montrer que lim

n—-4o00

> ap.s.

(b) On pose S, = Y ,_, Xs. Montrer que sup % = 400 p.s.
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Chapitre 10

Vecteurs gaussiens

Définition: On dit qu'un vecteur aléatoire X € R? est gaussien si pour tout
a € R? la variable aléatoire (X, a) est gaussienne .

10.1 Image affine d’un vecteur gaussien

Théoreme 94. L’image d’un vecteur gaussien X d’espérance mx et de
matrice de covariance Cx par une application affine x — Ax + b est un
vecteur gaussien d’espérance my = Amx + b et de matrice de covariance
Cy - ACXA*

Démonstration. On pose Y = AX + b. Soit a € R%. (Y,a) = (AX,a) +
(b,a) = (X, A*a) + (b,a). Comme X est un vecteur gaussien (X, A*a est
une variable aléatoire gaussienne. Quand on ajoute une constante a variable
aléatoire gaussienne, on obtient une variable aléatoire gaussienne. Ainsi, pour
tout A, (Y,a) est une variable aléatoire gaussienne, donc Y est un vecteur
gaussien. L’expression de I'espérance et de la covariance est une conséquence
du théoreme O

Corollaire 17. Si X = (Xy,...,Xy) est gaussien, alors pour tout I €
{1,...,d}, le vecteur (X;);c; est gaussien

Démonstration. (X;)e; est 'image de X = (Xy,...,X,) par Papplication
linéaire

R{l,...,d} N RI

(il’i)ie{l,...,d} — (-Ti)ieD

153
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10.2 Exemple fondamental

Théoreme 95. Soit X1, ..., Xy d variables aléatoires gaussiennes indépendantes.
Alors X = (X1,...,Xy) est un vecteur gaussien.

Démonstration. Pour k € {1,...d}, on pose Sy = Zle axXy. On montre
par récurrence sur k que Sy est une variable aléatoire gaussienne. Pour
k=1,5 = a1X; : quand on multiplie une variable gaussienne par une
constante, on a une variable aléatoire gaussienne. Supposons acquis que
Sk est gaussienne : on a Spy1 = Sp + apy1Xgpr1- Gpr1Xgpe1 est une va-
riable gaussienne indépendante de Si, car Sy est o(Xj, ... X)-mesurable.
Or d’apres le théoreme B3] la somme de deux variables aléatoires gaussiennes
indépendantes est une variable aléatoire gaussienne, donc Sji.; est une va-
riable aléatoire gaussienne.

Comme (X, a) = Sy quel que soit a , on en déduit que X est un vecteur
gaussien. O

10.3 Lois gaussiennes

Théoréme 96. Soit C' une matrice symétrique positive d x d et m € R?,
Alors, on peut construire un vecteur gaussien admettant m comme espérance
et C' comme matrice de covariance.

Démonstration. Comme C' est symétrique,on peut la diagonaliser avec une
matrice de passage orthogonale. Comme elle est positive, les valeurs propres
sont, positives. Ainsi, on peut trouver une matrice O orthogonale et des réels
positifs A1, ..., \g tels que

M 0 o e o0
0 X :

Aa-1 O




10.4. LOIS GAUSSIENNES ET INDEPENDANCE 155

Posons
Va0 e 0
0 VX o :
E . Ad—l 0
0 0 VvV
et soient (Xi,...,Xy) d variables aléatoires indépendantes suivant la loi

N(0,1) : I'espérance de X est myx = 0 sa matrice de covariance Cy = Idga.
D’apres le théoreme @5 X est gaussien donc, d’apres le théoreme B0, Y =
AX + m est un vecteur gaussien d’espérance A.0 +m = m et de covariance
ACxA* = AA* =C. O

Théoreme 97. Soit X et Y deux vecteurs gaussiens ayant méme espérance
et méme matrice de covariance. Alors X et'Y ont méme loi.

Démonstration. Soit a € R?. Onpose V = (X, A) et W = (Y, A). L’espérance
de V est (mx,a) est la covariance de V' est Covar((X, a), (X, a)) = (Cxa,a).
Comme X est gaussien, V est gaussienne, donc V ~ N ({mx,a), (Cxa,a)).
De méme V ~ N ({my,a),(Cya,a)). Comme mx = my et Cx = Cy, on en
déduit que V = (X, A) et W = (Y, A) ont méme loi. Comme cela est vrai
quel que soit a, on déduit du théoreme [[Tlque X et Y ont méme loi. l

Définition: Soit m € R? et C' une matrice d x d symétrique positive. On note
N(m,C) la loi commune a tous les vecteurs gaussiens admettant m comme
espérance et C' comme matrice de covariance.

La pertinence de cette définition est assurée par les théoremes [96] et

10.4 Lois gaussiennes et indépendance

Théoreme 98. Soit dy,...,d, n entiers positifs de somme d. Soit Cy,...C,
n matrices symétriques positives, et myq, ... my, n vecteurs C; étant de taille
d;. Alors

N(mi, Cr) @ N(ma, Co) -+ - @ N (my, Cp) = N(m, C),

avec
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Démonstration. Soit Y1, ..., Y, n vecteurs gaussiens indépendants, avec Y} ~
N(m;, C;). On va d’abord montrer que X = (Y3,...,Y},) est gaussien. Soit
a € R™. On peut écrire a = (ay,...,a,), avec a; de taille d;. On a

(X, a) — ké (e, ax).

Comme Y} est gaussien, chaque variable aléatoire (Y, ax) est une variable
aléatoire gaussienne. Comme les Y}, sont indépendants, les variables aléatoires
(Y, ax( sont indépendantes. Or on sait qu’une somme de variables aléatoires
gaussiennes indépendantes est une variable aléatoire gaussienne, donc (X, a)
est une variable aléatoire gaussienne. Il s’ensuit que X est un vecteur gaus-
sien. L’expression de l'espérance et de la matrice de covariance ne pose
pas de probleme, puisque des variables aléatoires indépendantes ne sont pas

corrélées. O
Théoreme 99. Soit dy,...,d, n entiers positifs de somme d. On suppose
que X = (Xy,...,X,) est un vecteur gaussien dont la matrice de covariance

est diagonale par blocs :

c; 0 0
Cx = 0 .0
0 0o C,

Alors, si l'on pose Y1 = (X1,...,Xa,), Yo = (Xagys1, s Xayady) 5 Y =
(Xdytdotoidy 1415 -« - s Xdytdgttdy ), les vecteurs Yi,...Y, sont des vecteurs
gaussiens indépendants.

Démonstration. On voit que X a méme espérance et méme matrice de co-
variance que le vecteur aléatoire considéré au théoreme précédent. Comme
X et le vecteur aléatoire considéré au théoreme précédent sont tous deux
gaussiens, ils ont tous deux la méme loi, donc la loi de X est N (mq,C}) ®
N(mg, Cy) -+ @ N(my,,C,), ce qui signifie que les Y; sont indépendants et
que pour tout i, on a Y; ~ N (m;, C;). Il

En particulier, on a le corollaire suivant :
Corollaire 18. Si le vecteur gaussien X = (Xi,...,Xq4) a une matrice de

covariance dont tous les termes non-diagonaux sont nuls, alors Xy,..., Xy
sont des variables aléatoires indépendantes.
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10.5 Lois gaussiennes a densité

Théoréme 100. Soit C une matrice symétrique définie positive et m € RY,
La loi sur RY N'(m,C) admet comme densité par rapport & la mesure de
Lebesgue la fonction

1 1 1,
fmc(y) = LN exp(—§<0 (y—m),y —m)).
Démonstration. On reprend les notations de la preuve du théoreme Q6. On a
X ~N(0,1d) et Y ~ N (m, C). Par rapport au cas général, on gagne le fait
que C' est définie positive, ce qui implique que les \; sont strictement positifs,
et donc que A est inversible. Comme X est composé de n variables aléatoires
indépendantes a densité, la densité de X est le produit des densités, soit

fr@) = 11 —=exp(- ) = exp(- L (r.2)
xWw= W 5 FPTR ) T onyar SR 0):
D’apres le théoreme B2l Y = AX + m admet comme densité
1 1 1 1
Ay — = — —— (A Ny — Ay — )
detAfX( (y m)) det A (27T)d/2 €Xp< 2< (y m)> (y m)>)
Or

(A Ny —m), Ay —m)) = (A A (y—m),y—m)
(A" ANy —m),y —m)
(AA") Ny —m),y —m)
(

Cil(y - m)ay - m)

D’autre part, det C' = det AA* = (det A)?, donc det A = V/detC. On en
déduit que la densité de Y (c’est a dire de la loi de Y') est

FueW) = e L exp(— (O (y — ),y — m).

(2m)%2 \/det C 2

]

10.6 Fonction caractéristique des vecteurs gaus-
siens

Théoreme 101. En dimension quelconque, la fonction caractéristique de la
loi normale N'(m,C) est

x +— exp(i({z, m) exp(—%(Cm, z))
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Démonstration.
Eexp(i(X, ) = Eexp(iY) = oy (1),

ou Y = (X,t). comme X est gaussien de covariance C' et d’espérance m, Y
est gaussien de covariance (Cz, ) et d’espérance (x,m). On déduit donc le
résultat de la formule précédente. Il

10.7 Exercices sur les vecteurs gaussiens

1. Soient U et V' deux variables aléatoires gaussiennes centrées et f une
fonction croissante. Montrer que

EU* <E[V]* = Ef(IU]) <Ef(IVI)
2. Soit X, Y deux variables aléatoires indépendantes suivant N'(0,1). On
pose
2X 2X
= () «v=(7)
Montrer que U et V sont gaussiens centrés, puis que l'on a
E|lU]3 <E[V]3,

tandis que
E|U]3 > E[V]j5.

Comparer avec le résultat de I'exercice précédent.

3. Soit X un vecteur gaussien de matrice de covariance C'. Montrer que
E|| X3 = TrC.

4. (a) Montrer qu’il existe un vecteur gaussien dont la matrice de cova-
riance est

(b) Déterminer
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5. Montrer qu’on peut trouver des variables aléatoires X, X5, X3 telles
que pour tout ¢ € {1,2,3} X; ~ N(0,3) et que Covar(X;, X3) =
Covar(Xy, X3) = Covar(X3, X3) = 1. Calculer la variance de X; +
2X, + 3X3.

6. (a) Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant la loi

N(0,1). Calculer la matrice de covariance du couple (X, aX +5Y)

(b) Soit (Z,T) un vecteur gaussien centré, avec Var Z = 1. Montrer
qu’il existe a et [ tels que la matrice de covariance de (Z,T") soit

1 «
a o +p32)°

En déduire que EZ*T? = 3a? + 3? = Var Z + 2 Covar(Z, T)?,
(c) Soit (Z,T) est un vecteur gaussien centré quelconque — on ne
suppose plus que Var Z = 1 —, montrer

EZ?T? = Var Z Var T + 2 Covar(Z, T)?.

(d) Soit (Z,T) un vecteur gaussien de matrice de covariance

2 1
1 5/°
Calculer EZ?T72.

(e) Soit X un vecteur gaussien de matrice de covariance C'. Montrer
que
E|X||* = 2TrC*C + (TxC)>.
7. Soit X un vecteur gaussien dans R™ de loi N(0,C) et a est un réel
vérifiant o < p(C)~1, ot p(C) est le rayon spectral de C. Montrer que
a _
Eexp(5 [ X[3) = H(l —ax) 2
ou les \; sont les valeurs propres de C'.
8. (a) Soit X un vecteur gaussien dans R" de loi N(0,1,) et O une
matrice orthogonale. Montrer que Y = OX a la méme loi que X.
(b) On appelle loi du chi-deux a n degrés de liberté et on note x?(n)
la loi de || X||3. Montrer que x*(1) admet la densité

1 o
x> ——1 e 2, (x)
2m
En déduire que x?(n) est une loi & densité.

9. Soit A la matrice d'un projecteur orthogonal de rang r et X une variable
aléatoire suivant la loi N'(0, A). Montrer que || X3 suit la loi x*(r).
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Chapitre 11

Convergence en loi

11.1 Convergence en loi

11.1.1 Définition

On dit qu'une suite (fi,),>1 de mesures de probabilités sur R? converge
faiblement vers la mesure de probabilité p lorsque pour toute fonction f
continue bornée de R? dans R, on a

lim fdu, = fdp.
n—+oo  JRd Rd

Par extension, on dit qu'une suite de variables aléatoires X,, converge en
loi vers la variable aléatoire X (ou vers la loi i) si la suite de mesures Py,
converge faiblement vers Px (ou vers la loi p).

Ainsi, dire que X,, converge en loi vers X signifie que pour toute fonction
continue bornée, Ef(X,,) converge vers Ef(X).

Rappel : si p et v sont deux mesures telles que pour toute fonction f
continue bornée de R? dans R, on a [o, f du = [gu f dv, alors = v.

On en déduit immédiatement 1'unicité de la limite pour la convergence
en loi.

Théoréme 102. Soit g une fonction continue définie sur R%. Si (X,)n>1
converge en loi vers X , alors la suite (Yy,)n>1 définie par'Y, = g(X,,) converge
en loi vers g(X).

Démonstration. Soit f une fonction continue bornée. Ef(Y,) =Ef(g(X,)) =
E(f o g)(X,). Comme f et g sont continues, f o g est continue. Comme f
est bornée, f o g bornée. f o g est continue, bornée et (X,,),>1 converge en
loi vers X, donc E(f o g)(X,,) converge vers E(fog)(X)=Ef(g(X)), ce qui
acheve la preuve. O

161
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Corollaire 19. Soient (X,,)n>1 €t (Yn)n>1 deux suites de vecteurs aléatoires
a valeurs dans RY. Si ((X,,, Yn))n>1 converge en loi vers (X,Y), alors

- X, +Y, converge en loi vers X +Y.

— (, X,.Y,) converge en loi vers (X,Y).

Démonstration. 1l suffit d’appliquer le théoreme précédent a la fonction conti-
nue (x,y) — x +y et a la fonction continue (x,y) — zy. O

11.1.2 Premiers exemples
Un critere de convergence en loi

Lemme 9 (Théoréme de Scheffé). Soit (Q, A, ) un espace mesuré;
£y (fa)n>1 2 Q@ — Ry des applications intégrables par rapport a p telles que

p-p-
o fn 2 ? f
n—-+00

-~ limy oo [ fude = [, fd.

1
Alors f, L—(f% f.

Démonstration. On a

[+ fo=max(f, fp) + min(f, f,)
|f - fn| = maX(f? fn) - min(fv fn)

Alors
f+fn - ’f - fn' = len(fa fn):

d’ou
|f = fal = f + fu—2min(f, fo) = = f + fu + 2(f — min(f, f»)).

Ainsi
[ fn=Fllzrw = —/Qf(fv)du(%)ﬂL/Q fn(x)du(I)Jr?/Q(f—min(f, fa))()dp(z)

D’apres la deuxieme hypothese, — [, f(z)du(z)+ [, fu(@)dp(z) tend vers

0 lorsque n tend vers 4+o0o0. D’autre part, on a 0 < f — min(f, f,) < f et

f—min(f, f,) Lf'> 0. D’apres le théoreme de convergence dominée, on a
donc [, f —min(f, f,,) dp — 0, d’ott le résultat.

O
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Corollaire 20. Soit (Q, A, ) un espace mesuré. Soient v, (Vy)n>1 des me-

sures de probabilités sur (2, A, 1) admettant les densités f,(fn)n>1 par rap-

port & p. On suppose que f, —22 f. Alors v, converge faiblement vers
n——+00
v.

Démonstration. Soit g une fonction continue bornée sur 2. On a

| [ 9@ d@) = [ 9@ avtal = | [ o)) duto) - [ g(o)fula) duto)

< / 9(2)(F(@) — fule))] dulz)
< ol [ 17) = 5u@)] du(o)

qui tend vers 0 d’apres le théoreme de Scheffé. Comme cette convergence a
ieu pour tou nction continu rné n peut dire que v,, conver n
lieu pour toute fonction continue bornée g, on peut dire que v, converge e

loi vers v. O

Corollaire 21. Soit X, (X, )n,>1 des variables aléatoires discrétes a valeurs
dans un ensemble dénombrable D. On suppose que

VkeD lim P(X,=k)=P(X =k)

n—-4oo

Alors (X,,)n>1 converge en loi vers X.

Démonstration. 1l suffit de remarquer que Px, Px,,..., Px, ... ont une den-
sité par rapport a la mesure de comptage sur D et appliquer le corollaire
précédent. n

Convergence de la loi binomiale vers la loi de Poisson

Théoreme 103. Soit, pour n > 1 une variable aléatoire X,, suivant une loi
binomiale de parameétres n et p,. On suppose que l'on a

lim np,=AX>0

n—oo

Alors, la suite X,, converge en loi vers la loi de Poisson P()).

Démonstration. D’apres le corollaire 211 il sufﬁt de montrer que pour tout
entier £k > 0, P(X,, = k) converge vers e~ k— On a

P(X,=k) = (Z)pn( ( ) )" (1 —pn)



164 CHAPITRE 11. CONVERGENCE EN LOI

Ona (}) = W ~ %, Pk~ (A/n)* = \en~F. D’autre part,
In(1—p,)" =nln(l—p,) = n(—pn+o0(pn)) ~ —npn ~ —A. Ainsi In(1 —p,)"
converge vers —\ donc (1 — p, )" converge vers e . En mettant bout & bout
les équivalents, on obtient le résultat souhaité. O

Application pratique Si n est “grand” et np "pas trop grand”, on peut
remplacer la loi binomiale par une loi de Poisson. D’apres une grand-mere
statisticienne, n est grand a partir de 30 et np n’est pas trop grand jusqu’a 10.
Ce théoreme peut etre interprété de la maniere suivante : la loi de Poisson
est une bonne modélisation pour le nombre de fois ot un événement rare
survient.

Convergence de la loi hypergéométrique vers la loi binomiale

Théoreme 104. Soit, pour j > 1 une variable aléatoire X; suivant une lot
hypergéométrique de paramétres H(Nj,n;, k). On suppose que N; tend vers
linfini et que l'on a

nj

lim —= =p.
Jj—00 Nj

Alors, la suite (X;)j>1 converge en loi vers la loi binomiale B(k,p).

Démonstration. D’apres le corollaire 21, il suffit de montrer que pour tout
entier ¢ > 0, P(X; = i) converge vers (¥)p‘(1 — p)*~*. On a

(o) (o) e

P(X; =1) kil
J () o
Or
. g n; i—n; k—i
(ZJ)(JZJ—z‘) - 7% _ k! (ﬂ)z( - ﬂ)kﬂ‘

qui converge vers (f) p'(1 — p)*~* lorsque j tend vers l'infini, ce qui acheve la
preuve.

]

11.1.3 Théoreme du porte-manteau

Théoreme 105. Les propositions suivantes sont équivalentes

1. p, converge faiblement vers p.
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2. Pour toute fonction f uniformément continue bornée de R% dans R, on
a
lim fdu, = f dp.
Rd

n——+oo  JRd

3. Pour tout fermé F, u(F) > lm pn(F).

n—-+o0o

4. Pour tout ouvert O, u(0O) < lim pu,(0).

n—-+o0o

5. Pour tout borélien A dont la frontiére 0A vérifie n(0A) = 0, on a
lim  1a(A) = (A).

n—-+o0o

Démonstration. On va prouver successivement (3) <= (4), (1) = (2) =
B) = @) = () = ().
— Pour (3) <= (4), il suffit de remarquer que

sup - (u(0) = lim p,(0)) = sup (u(F) = lim g, (F°))

Oouvert n—-+o0o Ffermé n—-+o0o

= sup ((1—p(F))— lm (1-p(F)))

Ffermé n——+o00
= S (—wuF) = lm o pa(F)

= sup (—p(F)+ Im pa(F))

Ffermé n——400

Ainsi, si I'un des sup est négatif, I’autre aussi.

— Preuve de (2) = (3).
Soit F un fermé de R On pose dp(z) = d(z, F) = inf(ly —z|;y € F)
et, pour € > 0, GG, est la fonction continue par morceaux définie par
Go(z) = (1— ). 14(z). On a Ge 0 dp > 1p, donc

lim G.odp dyp, > lim Ip dpy
n—4o00 n—-+oo

Comme G. o dp est uniformément continue (c’est la composée d’une
application 1-lipschitzienne par une application %—hpschitzienne), on a

lim GsodFdM”:/GeodFdﬂa

n—-+4oo
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d’ou
Ve >0 /GaOdF du > Tlim  pn(F)
n—-+00
Or [G.odr du = [G. dpa, Lorsque € tend vers 0, G. converge
vers l'indicatrice de 0, donc par convergence dominée, [G.odp du =
[ G: dug, converge vers

[ o ditar = 1 (01) = sl = 0) = ().
Preuve de (3,4) = 5 On a Ac AcADon

lm  n(A) < Tim o pa(A4) < p(A).

n—-+o0o n—-+00

D’autre part

lim e (A) > Dim g (A) > p(A).

n—-+oo n—-+00
Ainsi, on a

o

p(A) < limp,(A) < Tim pa(A) < p(A).

n—+o00 n—-+00

Comme p(A) — pu(A) = pw(0A) = 0, la suite (pn(A))n>1 a une limite
supérieure qui coincide avec sa limite inférieure, donc converge vers

w(A) = u(A), cest a dire vers u(A), car u(A) < p(A) < u(A).

Preuve de (5) = (1) L’idée est d’approcher la fonction f par une
somme d’indicatrice d’ensembles dont la frontiere est de mesure nulle.
On va commencer par exhiber un grand ensemble de mesure nulle.
Soit T" une base de R vu comme un Q-espace vectoriel. Pour ¢t € T et
ke {1,...,d}, notons

PF={zxeR% 2, —te€Q}.

Pk est une réunion d’hyperplans orthogonaux au k-ieme vecteur de
base. A k fixé, les ensembles (P)iepoa[ sont disjoints. Comme 1 est
une probabilité, ensemble des ¢ € [0,1] tels que u(Pf) > 0 est au
plus dénombrable. Comme 7" n’est pas dénombrable, il existe ¢, tel que
u(Pf) = 0. Pour A entier, on pose B, = {z € R% ||z — t]| < A
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Soit € > 0. On peut trouver A tel que u(B4) > 1 — 5. D’apres ce qui
précede, u(0B4) = 0. On peut donc trouver ng tel que

n>nyg = pp(Ba) >1—¢.

B4 est compact. On note wy le module de continuité de la restriction
de f a By :
wr(n) = sup(|f(z) = f(y); [z — ylloo <n). Pour p > 1, on pose

Ent(p(z — t1)) n Ent(p(z — t4))

fo(@) =1p,(2)| f(t1 + , ,oosta ; )
On a
|fo(@) = f(@)] < wr(1/p) + 2[|flocllpg (2)
Ainsi

weN [ 1) = F@)] < wrlU/p) + 20l

VpeN  lim [fo(z) = f(@)] < wr(1/p) + 2/ flloce

n—oo R4

Soit py un entier tel que wy(1/py) < e :ona

[ @) = @) dis < = 201
R

et
lim [ [fo(@) = f(2)] dpn < €+ 2[|f[|ce.

n—o0 R

foo = ZZd)ﬁBA f(ff)]]w[o,%[d

wE(t‘i’%

Ainsi, f, s’écrit comme une combinaison linéaire (finie!) d’indicatrices
de parties de R? dont la frontiere est de p-mesure nulle. On a donc

lim Ip dpn, = /fp du.

n—-+o0o

Comme

[an= [ sam=[ ran= [ yawe [ godn= [ pdu) ([ fodm [ 5
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on a

T | fpa f(2) = Jpa (@) dpn(@)] < fgalf(@) = fro(2)] di(z)

n—oo

+ lim ’ fRd fpo fRd fpo

n—oo

+ Im Jpa | fpo(2) = f(2)] dpta()

n—oo

(€ + [[flloc€) + 0+ 2+ (2] fllcg)

<
< &2+ 3 fllo)-

Comme £ est arbitraire on en déduit que [, f(z) dpy,(x) converge vers
Jra f( , et cela pour toute fonction continue bornée f : (1) est
donc Verlﬁe

]

Corollaire 22. Soit X,, une suite de variables aléatoires réelles convergeant
en loi vers une variable aléatoire X . Alors pour tout point x ou Fx est conti-
nue, Fy, (x) tend vers F(x) lorsque n tend vers l'infini.

Cette derniere conséquence de la convergence en loi est tres utile, par
exemple en statistique.

Démonstration. Posons A =| — oo, z]. A est un borélien dont la frontiere {z}
est telle que Px({z}) = 0, car a est un point de continuité de Fx. Comme
Py, (F) = Fx,(z) et Px(F) = Fx(x), il suffit donc d’appliquer le théoréme
du porte-manteau pour conclure. Il

Le théoreme suivant est également tres utile :

Théoréme 106. Si une suite (i1, )n>1 de mesures de probabilités sur (R, B(R?))
est telle que pour toute fonction f continue positive a support compact de R?
dans R, on a

n—-+o0o

im [ f dp = / f du,
R4 R4
alors i, converge faiblement vers .

Démonstration. Soit ¢ > 0. Notons G4 la fonction continue valant 1 sur
] — 00, A/2], 0 sur [A,+o0], et affine sur [A/2,A] et Hy = G4 0].||. On a

Hya dp = p(B(0, A/2)),
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de sorte que si I'on prend A suffisamment grand, on a

/ Gallzll) duu>1— .
]Rd

Comme H 4 est continue positive a support compact, fRd H 4 du, converge
vers [oq Ha dp. Ainsi, il existe ng tel que

n > np —> / Galllz]) dun > 1 — 2z,
R4
dot
n>nyg = u,(B(0,A)) >1— 2.

Soit maintenant f une fonction continue positive. On a

[ v [ 5= ([ gt den [ i)+ 50=Ha) s [ $0-Hn) )
Ainsi
[ = [ 5 dl < ([ £ din [ Hn di) + )]

Comme f Hj4 est une fonction continue positive a support compact, [ fHaa d,
converge vers [ fHos du, d’ott

i |/f dun—/f djin] < ]|l

n—-+o00

Comme ¢ est arbitraire, on en déduit que [ f du, converge vers [ f dp.

Le passage a une fonction continue bornée de signe quelconque ne pose
pas de probleme, car f = max(f,0) — max(—f,0) et le résultat s’ensuit par
linéarité. O

11.1.4 Lien avec les autres modes de convergence

Théoréme 107. Soit (X,,),>1 une suite de variables aléatoires, X une va-
riable aléatoire

1. 8i X,, converge en probabilité vers X, alors X,, converge en loi vers X.

2. Si X, converge en loi vers une constante a (c¢’est a dire vers une masse
de Dirac 64, alors X,, converge en probabilité vers a.
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Démonstration. 1. Soit f une fonction continue bornée. On pose z, =
Ef(X,). La suite (x,),>1 est bornée. Soit a une valeur d’adhérence

de (zy)n>1, avec klilil Zp, = a. Comme X, converge en probabilité
— 100

vers X, on peut (d’apres le théoréeme [OI]) en extraire une sous-suite

Xn,, telle que lim X, =~ = X presque sirement. Par continuité
k——4o00

lim f(X,, ) = f(X) presque siirement. D’apres le théoreme de
k—-+o0

convergence dominée, on a donc lim Ef(X, ) = Ef(X), c’est a

Ty,
k—-+o00

dire lim w,, = Ef(X). Or z,,, est une sous-suite de (z,,) qui
k—-+o00

converge elleeméme vers a, donc a = Ef(X). (z,),>1 est une suite
bornée dont Ef(X) est 'unique valeur d’adhérence, donc elle converge
vers Ef(X). Comme pour toute fonction continue bornée f, Ef(X,,)
converge vers Ef(X), on peut dire que (X,,),>1 converge en loi vers X.

2. Soit € > 0. On pose F = {z € R% ||la — z| > €}. Ainsi P(||X,, — a| >
e) = Px, (F). F est fermé et Px, converge faiblement vers ¢,, donc,
d’apres le théoreme du porte-manteau,

lim Px, (F)<6,(F)=0.

n—oo

Ainsi, pour tout € > 0, P(]|X,, —al| > ¢) tend vers 0 quand n tend vers
I'infini : on peut dire que (X,,),>1 converge en probabilité vers a.

]

11.2 Convergence en loi sur R"” grace aux fonc-
tions caractéristiques

11.2.1 Criteére de convergence

Théoréme 108 (Lévy). Soit (u,)n>1 une suite de mesures et j1 une mesure
donnée sur (R? B(RY)). Alors la suite (p,)n>1 converge faiblement vers p si
et seulement si

Vte R lim o, (t) = pu(t)

n—-+00

CE THEROEME EST ADMIS.
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11.2.2 Théoréme de continuité de Lévy

Théoréme 109 (théoréme de continuité de Lévy). Soit (p,)n>1 une
suite de mesures, @ une fonction donnée. St
VEeRT  lim o, (1) = ¢(t)

et que o est continue en 0, alors, il existe une unique mesure i telle que
© =, et la suite (j,)n>1 converge faiblement vers p.

Démonstration. Pour montrer I'existence d'une mesure pu telle que ¢ = ¢,
nous allons utiliser le théoreme de Bochner. Comme ¢, est une fonction ca-
ractéristique ¢, (0) = 1, d’ot a la limite p(0) = 1. Par hypothese, ¢ est conti-
nue en 0. Il reste donc a montrer que ¢ est de type positif. Soient eq,. .., e,
des éléments quelconques de R?; on va démontrer que la matrice A de taille
dx d définie par ay; = p(er—e;) est hermitienne positive. Pour n > 1, on note
A, la matrice de taille d x d définie par a; = ¢, (ex —e;). Soit z € C4. On a
(Apz,x) > 0, car A, est hermitienne positive. Lorsque n tend vers l'infini A,

converge vers A car p,, converge vers ¢. Ainsi (Az,z) = lim (A,z,z) >0,
n—oo

donc A est hermitienne positive. Ainsi, d’apres le théoreme de Bochner, il
existe une unique mesure p telle que ¢ = ¢, et le premier théoreme de Lévy
permet d’affirmer que p,, converge faiblement vers p. O]

Ce dernier théoreme peut étre intéressant si la loi limite est une loi nou-
velle, inconnue. L’appliquer lorsque la loi est une loi bien connue est assez
maladroit.

11.2.3 Une application du théoréeme de Lévy

Le résultat qui suit peut étre démontré sans 'aide du théoreme de Lévy,
mais ce dernier théoreme en rend la preuve particulierement simple.

Théoreme 110. Si p, tend faiblement vers u et v, faiblement vers v, alors
la suite (fn, & Vy)n>1 tend faiblement vers pu @ v.

Démonstration. Soit (s,t) € R x R On a ¢u,eu,. (5,8) = @, (8)pu, (t).
Comme p,, converge faiblement vers 1, ¢, (s) converge vers ¢, (s). De méme,
@y, (t) converge vers ¢, (t). Ainsi ¢, eu,(5,t) converge vers ¢, (s)g,(t) =
Yuawv(s,t), donc d’apres le théoreme de Lévy, la suite (u, ® vp,),>1 tend fai-
blement vers u ® v. O

Théoréeme 111. Si u,, tend faiblement vers i et v, faiblement vers v, alors
la suite (pn * Vp)n>1 tend faiblement vers p * v.
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Démonstration. Soient (X,,Y,) de loi p, ® v, (X,Y) de loi p ® v. D’apres
le théoreme [I10] (X,,Y,) converge en loi vers (X,Y"), donc d’apres le corol-
laire 19 X,,+Y,, converge en loi vers X +Y . Mais la loi de X, +Y,, est i, xv,
et laloi de X +Y est u* v, donc le résultat est démontré. U

11.3 Théoreme de la limite centrale

11.3.1 Théoréme de la limite centrale en dimension 1

En dimension 1, le théoreme s’énonce comme suit :

Théoreme 112. Soit X;,...,X, une suite de variables aléatoires réelles
i.i.d. admettant un moment d’ordre 2. On note alors m 'espérance et o? la
variance communes a ces variables. Alors
(X1+...X,) —nm

vn

Démonstration. On pose S, = (X;+...X,)—nm =>_,_, (Xr —m). Notons
@ la fonction caractéristique de X; —m. Comme les variables aléatoires X; —

= N(0, ?).

m, ..., X,—m sont indépendantes, la fonction caractéristique de S,,/y/n vaut
t & t t
ps,/valt) = s, (—=) = | | ex-m(—=) = o(—=)"
IV NG g ki n NG

D’apres le théoreme de Lévy, pour montrer que S,/y/n converge en loi
vers N'(0,0?), il suffit de montrer que

t o?
VteR lim —)" = exp(——1?),
Jim oo \/ﬁ) p(=5t)
car t — exp(—";tz) est la fonction caractéristique de la loi N'(0,0?).
Pour cela, on va utiliser le développement limité

2
o
p(r)=1- ?xQ + o(x?) (11.1)
établi au corollaire [I6 (voir fonction caractéristique et moments).
L’introduction du logarithme complexe peut étre évitée en remarquant
que pour des nombres complexes z et u de module inférieur ou égal a 1, on a

n—1
vneN 2" —u" = |(z —u)( X 2" )| < nlz—al.
=0
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Il s’ensuit que

2 t 2

o) — (=G = fe( =) — exp(= L)
< nlel7=) - exp(= 5 r),

Or, on a d’une part exp(—gﬁ) =1- ‘2’—2152 + o(1/n), et d’autre part d’apres

Iéquation (TLT) (%)) = 1= 5212 +o(1/n). Ainsi n|p(=) —exp(—5.1%)| =
o(1), ce qui acheve la preuve.
[l

11.3.2 Théoréme de la limite centrale en dimension d

Théoreme 113. Soit X1,...,X, une suite i.i.d. de vecteurs aléatoires a
valeurs dans RP. On suppose que E||X1||* < +o00. On note alors m Uespérance
et C' la matrice des covariances. Alors

(X1+...X,) —nm
NG

En fait, le théoréeme 13 peut étre vu comme une conséquence du théoreme[T121
On va pour cela énoncer un lemme comparable dans son esprit au theoreme[71]

— N(0,C).

Lemme 10. Soit (X,,),>1 une suite de vecteurs aléatoires a valeurs dans R¢
et X un vecteur aléatoire & valeurs dans R. Si pour tout a € R, (X, a)
converge en loi vers (X, a), alors X,, converge en loi vers X.

Démonstration. Soit a € R On pose Y,, = (X,,,a). On a
px,(a) = B¢ = Ee™ = oy, (1)

Par hypothese, Y,, converge en loi vers (X, a), donc ¢y, (1) converge vers

Pixay (1) = Ee'®9 = oy (a). Donc px, (a) converge vers ¢x(a). Comme
c’est vrai pour tout a € R% le théoreme de Lévy nous dit que (X, )n>1
converge en loi vers X. O

On peut maintenant prouver le théoreme [113]

Démonstration. Soit X un vecteur aléatoire suivant N (0, C'). On pose

Sn:(X1+...Xn)—nm:i(Xk—m).

k=1
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D’apres le lemme précédent, il nous suffit de montrer que pour tout a € R?
(\S/—%, a) converge en loi vers (X, a).

Fixons a € R? et posons Y, = (X,, —m, a) = a*(X,, —m). Les Y,, sont des
variables aléatoires indépendantes qui suivent toutes la méme loi, la loi image
de Px, par x +— (x—m,a) = a*(z—m). D’apres le théoreme B0, leur espérance
est 0 et leur variance a*Ca = (Ca, a). Ainsi, d’apres le théoreme [[12], la suite
Z%}IY’“ converge en loi vers N (0, (Ca, a)).

Mais
ZZ:l Yy _ <_ CL>
N O
et, encore d’apres le théoreme[50, la loi de (X, a) est précisément N (0, (Ca, a)).
(\S/—%, a) converge donc en loi vers (X, a), ce qui achéve la preuve.

]

11.4 Exercices sur la convergence en loi

1. Soit (X))aso une famille de variables aléatoires telles que pour tout
A > 0, X, suive une loi de Poisson P(\). Montrer que la suite

Xy — A
VA

converge faiblement vers la loi N'(0, 1) lorsque A tend vers l'infini.

2. (a) Soit (U,)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes sui-
vant la loi uniforme sur [0, 1]. Pour > 0, on pose

X;f = kz::l ]]'{UkS%}'

Montrer que (X7?),>; converge en loi et déterminer la loi limite.

(b) Soit (uy)n>0 une suite croissante, de limite ¢ € R. Pour z > 0, on
pose
+oo xk
= e

k=0

()

Montrer que f est une fonction croissante et déterminer sa limite
en +oo.

3. Une suite convergente est tendue
Soit (f4n)n>1 une suite de lois de probabilités convergeant faiblement
vers la loi de probabilité pu. Montrer que la suite (p,)n>1 est tendue,
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c’est a dire que pour tout € > 0, on peut trouver un compact K, tel
que
Vn e N* u,(K)>1-—e.

4. Soit (X,)n>1 une suite de variables aléatoires convergeant en loi vers
une variable aléatoire X, des suite de réels (a,)n>1 et (b,),>1 conver-
geant respectivement vers les réels a et b. Montrer que la suite de va-
riables aléatoires (a, X, +by),>1 converge en loi vers la variable aléatoire
aX +b.

5. Interpréter la quantité e > 7, ’}c—lf comme une probabilité. A Tl'aide du
théoreme de la limite centrale, démontrer la relation

“nk 1

lim e E — =,
|

prt k! 2

n—-+o0o

6. Jean joue au jeu suivant : sur chaque case d’'un plateau carré de taille
n x n, il dispose une piece de 1 €, les cotés visibles étant choisies au
hasard (c’est a dire avec équiprobabilité), de maniere indépendante.
Ensuite, il tire au hasard un nombre X entre 1 et n. Deux possibilités
s’offrent alors a lui
— soit retourner tous les pions de la colonne X,

— soit retourner tous les pions de la ligne X.

Son but est de maximiser le nombre de faces. On suppose que Jean agit
intelligemment ; on note alors F}, (resp P, ) le nombre de faces (resp de
piles) dans la configuration alors obtenue. On pose D,, = F,, — P,.

/4
]EDn ~ _77,7
n—oo e
1

lim P(D, >0)==.

n—oo 2

Montrer que

mais que

7. Une preuve probabiliste de la formule de Stirling
Soit (X, )n>0 une suite de variables aléatoires indépendantes suivant la
loi exponentielle de parametre 1. On pose

Sn—n

v

(a) Montrer que converge en loi vers la loi N(0, 1).



176 CHAPITRE 11. CONVERGENCE EN LOI

(b) Montrer que S, suit la loi I'(n + 1,1). En déduire que la densité
de S”—\/%” s’écrit g, (x) = anh,(x), avec

nn+1/267n o
I'(n+1)

Ay —

et
1

hn(x) = an]]{_\/ﬁ7+oo[—e_‘/ﬁz(1 + —=)".

V2

(c) Montrer que

1 2
2

T2 d
\/§7r€ T

(d) Soit W la fonction définie sur [—1/2,1/2] par

1 1
lim [ gu(z) dz = /
0 0

n—-+o0o

Vo € [-1/2,+1/2] In(l+2)=2— %2 + 20 (2).

Montrer que

»
8
w

1 2 1 «
T>—\/n= hy(z) — —=e 2 = —e¢ 2 (enl/

V2T V2

Y
<
—~
El
—
|
—_
~—

N

x

En déduire que h,(x) converge uniformément vers ﬁe’T sur
tout compact.

(e) Montrer que
1h Loy
lim n(x) dxr = e 2 dx.
n=too Jo (@) /0 V2

(f) En déduire la formule de Stirling :

n! ~ V2rnt/2e



Annexe A

Rappels de dénombrement

A.1 Rappels de vocabulaire ensembliste

Un ensemble €2 est constitué de points, tous distincts. On dit qu’un en-
semble A est inclus dans €2, et 'on écrit A C 2 lorsque tous les éléments de
A appartiennent a Q.

On rappelle que 'ensemble vide (noté &) ne contient aucun élément et
est inclus dans tous les ensembles

Pratiquement, si I’on veut montrer le résultat A C 2, la preuve ressem-
blera donc a “Soit « € A...(raisonnement)...donc x € 2. Comme on a choisi
x quelconque dans A, on peut conclure que A C §2.”

Si A est inclus dans €2, on dit que A est un sous-ensemble, ou encore une
partie de €.

Si A et B sont des parties de 2, 'ensemble A U B est constitué des
éléments de 2 qui sont dans A ou dans B, éventuellement dans les deux.
Plus généralement, si I est un ensemble quelconque et (A;);c; une famille de
parties de €2 indexé par I, ‘UI A; est constitué des points de {2 qui sont dans

1€
au moins un des A;.
Pratiquement, si 'on veut montrer le résultat z € UI A;, , la preuve
ic
ressemblera donc a “...(raisonnement)...I1 existe donc iy € I tel que = € A;,.
Doncz e U A7
iel

Si A et B sont des parties de €2, ’ensemble ANB est constitué des éléments

de €2 qui sont dans A et dans B. Plus généralement, si I est un ensemble

quelconque et (A;);e; une famille de parties de 2 indexé par I, ‘ﬂl A; est
1€

constitué des points de €2 qui sont dans tous les A;.

177



178 ANNEXE A. RAPPELS DE DENOMBREMENT

Pratiquement, si 'on veut montrer le résultat x € DI A;, , la preuve
1€
ressemblera donc a “Soit ¢ € I...(raisonnement)...Donc z € A;. Comme i est

quelconque, on a donc x € N A,
i€l

A.2 Applications et cardinaux : définitions et
notations

Pour A, D deux ensembles non vides quelconques, on note AP ou F(D, A)
I’ensemble des fonctions de D (ensemble de départ) vers A (ensemble d’ar-
rivée). Soit f une application de A dans D. On dit que f est

— injective siVr,y € D = #y= f(z) # f(y)

— surjective siVz € A Jrx e D f(x)=z.

— bijective si elle elle a fois injective et surjective.

Une application injective (resp. surjective, bijective) est une injection (resp.
surjection, bijection).

Une bijection d’un ensemble () dans lui-méme est appelée permutation
de €.

Un ensemble est 2 dit fine si

— ou bien c’est 'ensemble vide. (@)

— ou bien il existe un entier n tel qu’il existe une bijection entre €2 et

{1,...,n}.
Cet entier n est unique : on ’appelle le cardinal de 'ensemble 2. On le note
|©2]. De maniere intuitive, c’est le nombre d’éléments de (.

Le cardinal de ’ensemble vide est zéro.

Pour  fini de cardinal n, et p € {0,...,n}, on note B,(2) I'ensemble des
parties de €2 de cardinal p. Par exemple By({a, b, c}) = {{a, b}, {b, c},{a,c}}.
De méme, on note P(£2) 'ensemble des parties de 2, quelque cardinal qu’elles
aient. Par exemple P({a, b, c}) = {@,{a}, {b},{c}, {a,b},{b,c}. {a,c},{a,b, c}}.

Soit A et D deux ensembles finis. On admettra les résultats suivants :

— Il existe (au moins) une bijection de D dans A si et seulement si

Al = |D].
— Il existe (au moins) une injection de D dans A si et seulement si
4] > D).
— 11 existe (au moins) une surjection de D dans A si et seulement si
Al < D).

Le premier des trois résultats énoncés est évidemment le plus utilisé
lorsque 'on veut des dénombrements exacts, alors que les deux autres sont
plutot utilisés dans les cas trop complexes ou 'on peut juste espérer des
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encadrements.

A.3 Principes de base du dénombrement

A.3.1 Principe de bijection

Dans la pratique, lorsque 1’on veut compter les éléments d'un ensemble,
on montre que cet ensemble est en bijection avec un ensemble dont on connait
(par coeur!) le nombre d’éléments. La section suivante énoncera un certain
nombre de résultats qu’il faut connaitre.

A.3.2 Principe d’indépendance

C’est juste la formule
A% B| = |AL|B]

Considérée isolément, elle peut paraitre sans intérét mais elle est souvent
utilisée en association avec le principe de bijection.

A.3.3 Principe de partition

On dit que les ensembles (A;);c; forment une partition de A si I'on a

A= 'UI Ajeti#j= A;NA; =2. On a alors
1€

A= YA

iel
Le résultat élémentaire suivant peut souvent étre utile.

Théoreme 114. Soit ) un ensemble quelconque, I un ensemble d’index fini
ou dénombrable et (€;);er une partition de Q. Alors, si l'on pose A; = ANCY,,
les ensembles (A;)ier forment une partition de A.

Démonstration. Comme 2 = ‘UI Q;,onaAd=ANQ = ‘UI ANQ; = ‘Uz A;.
1€ 1€ 1€
D’autre part, pour i # j,ona A;NA; CQNQ; =, dou A;NA; =2, O
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A.3.4 Lemme des bergers

Le lemme suivant peut également étre utile

Lemme 11 (Lemme des bergers). Soit ¢ une application surjective de A
dans D. On suppose qu’il existe un entier a > 1 tel que

Vye A {z € Dip(z) =y} =a
(autrement dit si tout élément de A a exactement a antécédents), on a

D
=121

Démonstration. On applique le principe de partition avec I = A : si I'on
pose, pour y € A : D, = {z € D;p(x) =y}, les D, forment clairement une
partition de D, d’ou

ID| =) "ID,| =) a=|Ala.
yeA yeA

]

Le nom du lemme est du a la procédure prétendiiment employée par les
bergers chaldéens pour compter le nombre de leurs moutons : il s’agit de
compter le nombre de pattes et de diviser par 4. Dans cet exemple A est 1’en-
semble des moutons, D ’ensemble des pattes de mouton, et ¢ I'application
qui a une patte associe le mouton auquel elle appartient.

A.4 Quelques résultats incontournables

A.4.1 Nombre d’applications de D dans A

Il existe exactement |A|lP! applications de D dans A, ce qui peut s’écrire

|AP] = 1A,
On pose |A| = n et |D| = p. Un cas particulier important est celui ou
l'ona D = {1,...,p}. Or, un p-uplet (z1,23,...,2,) dont les composantes

sont des éléments de A peut étre considéré comme la donnée d’une appli-
cation de {1,...,p} dans A. Le nombre de p-uplets (z1,22,...,z,) dont les
composantes sont des éléments de A est donc n?.

Exemple : Un professeur note chaque étudiant d’une classe de 30 étudiants
par une note entiere de 0 a 20. Le nombre de résultats possibles est le nombre
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de fonctions de 'ensemble D des étudiants dans 'ensemble A = {0,...,20}
des notes possibles. Comme |A| = 21 et |D| = 30, il y a donc 2130 résultats
possibles.

Remarque : : au lycée, vous avez vu ce résultat sous la dénomination

“choix indépendant (avec remise) de p objets dans un ensemble de cardinal
|A| =n.”

A.4.2 Nombre de permutations de )

On pose 2| = n. Le nombre de permutations de € est
nn—1)...1.

On note n! =n(n—1)...1

Remarque : n! se lit ” factorielle n” .

Exemple : Un professeur doit faire passer dans la journée 5 étudiants a
Ioral de controle. Il a 5!=120 manieres de choisir 'ordre dans lequel il va les
interroger.

A.4.3 Nombre d’injections de D dans A

On pose |A| = n et |D| = p. En vertu de la remarque faite en[A.2] il existe
une injection de D si et seulement si p < n. Alors, le nombre d’injections de
A est

nn—1)...(n—p+1).

Démonstration. Soit n un entier. On pose A = {1,...,n} et on note Z,

I'ensemble des injections de {1, ..., p} dans A. On va montrer par récurrence
n!

sur p € {1,...,n} que |Z,| = (n’_‘—'p), Il est évident que |Z;] = 1 = Ve
Considérons 'application
Rp . _’Z-p+1 — Ip

qui a chaque injection de {1,...,p + 1} dans A associe sa restriction a
{1,...,p}. Un peu de réflexion montre que

Vi€Z, Hg€lpi;Rplg)=fH=n—p
D’apres le lemme des bergers, on a donc
Zpt1| = (n — p)|Zy|.
Cette identité permet d’achever la preuve par récurrence. l

Remarques :
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— Comme on I’a vu dans la preuve, ce nombre peut s’écrire aussi (n’_‘—'p),

— Lorsque n = p, on trouve n!. En fait, une injection entre deux ensembles

de méme cardinaux est une bijection.

Exemple : 3500 personnes se présentent au concours de I’Agrégation
de Mathématiques. 300 places sont mises aux concours. Combien y a-t-il de
palmares possibles, en supposant qu’il n’y ait pas d’ex-sequos ?

Réponse : 3500 x 3499 x - - - x 3202 x 3201. Ici D est ’ensemble des rangs, on
adonc D = {1,...,300} et A 'ensemble des candidats (donc |A| = 300). On
compte bien le nombre d’applications injectives puisqu’une méme personne

ne peut avoir deux rangs différents.

A.4.4 Nombre de parties de () possédant p éléments

On pose || = n. Par définition, on note (;) le nombre de parties a p
éléments d’un ensemble de n éléments. Il s’agit donc de calculer |B,(€2)]. On
va montrer que

(n)_n(n—l)...(n—p+1)_ n!
p pp—1)...1 pl(n —p)!’
Démonstration. 11 suffit d’appliquer le lemme des bergers a

— D : ensemble des injections de {1,...,p} dans Q

- A=B,(Q)

— @ définie par o(f) = {f(k);k €{1,...,p}}
On a vu précédemment que |A| = n(n—1)...(n—p+1). Il n’est pas difficile de
voir que ¢ est surjective. Une partie {ey, ..., e,} de  étant donnée, combien
existe-t-il d’injections (en fait de bijections) de {1,...,p} dans  telles que
{f(),....f(p)} ={e1,...,e,} 7 Clest évidemment le nombre d’injections de
{1,...,n} dans {ey,...,e,}, c’est a dire p! . Le lemme des bergers s’applique
donc avec a = p!, d’ou le résultat. Il

Exemple : 3500 personnes se présentent au concours de I’Agrégation
de Mathématiques. 300 places sont mises aux concours. Combien y a-t-il de
listes alphabétiques des recus possibles 7 Réponse : (3350%0). Ici Q2 est I’ensemble
des candidats et p = 300 le nombre de recus.

A.4.5 Nombre total de parties de {2
Le nombre total de parties de Q est |P(Q)| = 2!,

Démonstration. 11 suffit de remarquer que 'application
P(Q) — {0:1}°
A — ]lA
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est une bijection. On rappelle que pour A C €2, l'application 14 (appelée
indicatrice de A) est définie sur 2 par

lsize A

L‘(x):{oaw/x
0

Exemple : 200 étudiants se présentent a un examen. Combien y a-t-il de
listes alphabétique des recus possibles ? Réponse : 229, Ici Q est 1'ensemble
des candidats. La grande différence avec I’ exemple précédent est qu’ici, le
nombre de regus n’est pas fixé a ’avance.

A.5 Equations et inéquations en entiers

Lemme 12. Soit n,p entiers. Sin > p, il existe exactement (g) applications
strictement croissantes de {1,...,p} dans {1,...,n}. Sinon, il n'en existe
aucune.

Démonstration. Une application strictement croissante étant injective, il est
nécessaire que n > p. Mais se donner une suite strictement croissantes de
p éléments pris dans {1,...,n} revient a choisir une partie de {1,...,n}
possédant p éléments, puis a les ordonner dans l'ordre naturel. Or (Z) est,
par définition, le nombre de parties de {1,...,n} possédant p éléments, d’on
le résultat. O

Exemple : Un enseignant devrait faire un cours de 70 pages en 7 séances.

Combien y a-t-il de progressions possibles, en admettant qu’a chaque séance,
I’enseignant progresse d’ un nombre entier strictement positif de pages, mais
sans étre astreint a terminer le programme ?
Réponse : une progression correspond donc a une fonction strictement crois-
sante de {1,...,7} dans {1,...,70} qui au numéro de chaque cours associe le
numéro de la derniere page étudiée a ce cours : il y a donc (770) progressions
possibles.

Théoreme 115. Pour n,p entiers vérifiant n > p, il existe exactement (;)
p-uplets (z1,...,z,) € (N\{0})? solutions a l'inéquation :

Démonstration. 11 suffit de remarquer que I'application

(Il"">$p) = (1’1,371‘l‘l’g,l’l—{—ﬂfg—‘—l‘g,...,l’l—|—.f)§'2—|—---—|—xp)
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réalise une bijection entre les solutions recherchées de l'inéquation et l'en-
semble des suites croissantes de p éléments a valeurs dans {1,...,n}. ]

Théoreme 116. Pourn,p entiers vérifiant n > p, il existe exactement (gj)
p-uplets (x1,...,x,) € (N\{0})? solutions a l’équation :

T+ Tt ta, =0 (A.2)

Démonstration. 11 suffit de remarquer que les solutions (z1, ..., z,) € (N\{0})?
de I'équation ([A.2)) sont exactement les solutions de I'inéquation ([A.2)) qui
ne sont pas solutions de I'inéquation

1+ 22+ +x,<n-—1 (A.3)
n n—1 n—1
Il y en a donc (p) — ( » ) = (p—1)'
O
Théoreme 117. Pour n,p entiers positifs, il existe exactement (”;:f;l) -
uplets (z1,...,x,) € NP solutions a l"équation :
Démonstration. 11 suffit de remarquer que 'application
(T1,...,2p) — (r1+1,...,2,+1)
réalise une bijection entre les solutions (z1,...,z,) € NP de I'équation (A.4])
et les solutions (z1,...,x,) € (N\{0})? de I'équation
T1+To+--+xp=n+p (A.5)
O

Exemple : 4 listes se présentent aux élections syndicales étudiantes o 9
sieges sont a pourvoir. Combien y a-t-il de répartitions des sieges possibles.
Réponse : il s’agit de compter les solutions en entiers positifs ou nuls a
I’équation

T1+ 29+ T3+ 24 :9,

x), représente le nombre d’élus de la liste k. Il y a donc (9+4_1) = (12) =

4-1 3
12x11x10 — 99() répartitions possibles.

1x2x3
Théoreme 118. Pourn, p entiers positifs, il existe exactement (";p) p-uplets
(x1,...,xp) € NP solutions a l'inéquation :
x1+x2+~--+xp§n (AG)

Démonstration. La preuve, analogue a celle du théoreme précédent, est laissée
en exercice. 0
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A.6 Formule de Poincaré (aussi appelée for-
mule du crible)

Cette formule est tres utile en combinatoire, son application la plus clas-
sique étant le calcul du nombre de permutations sans point fixe (nombre de
dérangements).

Pour tous ensembles A;, As, ..., A,, on a

VAl = Y (DO nge 4 (A7)
- BeP({1,...n})\@

= D> JAl— ) AN Ayl + - (A.8)
i=1 1<iy <ig<n
..+(_1)k+1 Z |A;, N N A+ (A9)

1<) <ig<...<ip<n

(=D)AL NN A (A.10)
Exemple : Pour n = 3, on a
|A UAJUA;| = |Ar|+| Az 4| As| —|A1NAg|—|AsNAs|— | A NAs|+] A1 N AN As.

Démonstration. On pourrait prouver la formule par récurrence sur n, mais
c’est plutot lourd. On préférera une preuve probabiliste (voir plus loin). [

A.7 Exercices

1. Combien existe-t-il de mots de n lettres construits avec ’alphabet {a; b}
et ne comportant pas deux "a” consécutifs ?
Indication : montrer que si u,, est le nombre de tels mots se terminant

7 a7

par "a” et v, est le nombre de tels mots se terminant par ”b”, on a la

récurrence
Up+1 o 0 1 Up
Un+1 B 11 Un

2. On donne un ensemble ) de 15 entiers compris entre 1000 et 2000.
Montrer que I'on peut en extraire deux sous-ensembles disjoints non-
vides A et B tels que la somme des éléments de A soit égale a la somme
des éléments de B.
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Indication : montrer que ’application

P(Q) —N

A Z x
€A
n’est pas injective.
Raffiner le raisonnement pour montrer que si 'on remplace 15 par 14,

le résultat est encore vrai. .
Indication : remplacer P(£2) par 'U5 Bi(2).
1=

. Au tapis vert, il faut choisir 4 cartes (as,roi, dame, valet, dix, neuf, huit

ou sept) par couleur (pique, coeur, carreau ou trefle). On appelle grille
I'un des résultats possibles.

exemple de grille : as de pique, dame de cceur, 7 de carreau, 7 de trefle.
Dénombrer les grilles contenant :

(a) la dame de coeur
(b) une dame et une seulement

deux dames et deux seulement

)
)

(d) aucune dame
) au moins une dame

(f) l'as de pique et une dame seulement

5 prévenus sont amenés a choisir un avocat dans une liste de 10 avocats
commis d’office.

(a) Combien y a-t-il de choix possibles ?
(b) Combien y a-t-il de choix tels que les 5 prévenus choisissent le
meéme avocats ?

(c) Combien y a-t-il de choix tels que 2 avocats soient appelés ?

De combien de manieres peut-on disposer n personnes autour d’une
table ronde? Précision : seule la position relative a la maitresse de
maison importe, une rotation ne change donc rien.

Sin = 2k, avec kK hommes et k femmes, combien de dispositions per-
mettent une alternance des sexes ?

Dans une assemblée de n personnes, on note la date d’anniversaire de
chacun.

(a) Donner le cardinal de toutes les répartitions possibles.

(b) Calculer le cardinal des ensembles suivants :
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i. tous les participants ont la meme date d’anniversaire.
ii. Pierre et Paul ont la meme date d’anniversaire.
iii. deux personnes ont la meme date d’anniversaire.
iv. toutes les personnes ont des dates d’anniversaires différentes.

7. On considere 'ensemble 2 des suites de n chiffres (les chiffres sont
pris dans 0,1,...,9). Combien vaut |2]? Combien y-a-il de chiffres
comportant un nombre pair de zéros ?

8. Combien y a-t-il de nombres a trois chiffres (les chiffres sont pris dans
0,1,...,9) dont la somme des chiffres est égale a 227

Indication : noter
QQ? = {(1:17'7:27 x3) € Ng;xl + T+ T3 = 22},

B = {(x1,79,23) €{0,...,9}% 21 + 2o + 23 = 22},
M, = {x € Qgo; 21 > 10},
My = {x € Qgo; 29 > 10},
M; = {x € Q99;x3 > 10}.

Remarquer que Q\B = M; U My U M3. Ensuite, si I'on définit Q5 et
25 de maniere analogue a ()55, on pourra exhiber une bijection entre
ng et M1 et entre QQ et M1 N MQ.
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Annexe B

Indications

B.1 Exercices de théorie de la mesure

1. Pour la deuxieme question, on pourra d’abord observer que certaines
des conditions des axiomes sont vérifiées sans hypothese supplémentaire
sur f.

2. On procedera par double inclusion. On rappelle que si C C D, o(C) C
(D).

3. Q est dense dans R, ainsi chaque réel est limite d’une suite croissante
et d’une suite décroissante.

4. (a) Exprimer C' en fonction de Ay et As.

(b) Exprimer B en fonction des (A4,)pep-

5. Pour F' fermé de E, on pourra considérer la fonction dp(z) = inf{d(z,y);y €

6. Traiter le cas ou g est une indicatrice, puis une fonction étagée, puis
une fonction positive,. . .

B.2 Premiers exercices de probabilité

1. Remarquer qu’'une union dénombrable d’événements est de probabilité
nulle si et seulement si chacun est de probabilité nulle.
2. (a) Remarquer qu’aucun entier n’a une infinité de diviseurs premiers.
(b) On pourra remarquer que

1 N

1-=)"'= ¥ ph

Di k=0

ot N est choisi tel que p > p,,.

189
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(c) Utiliser la continuité séquentielle décroissante.

(d) Utiliser le résultat de I'exercice précédent.

w

. Utiliser la formule de Bayes.

(a) On numérote les mathématiciens, et a chaque mathématicien, on
asocie le numéro du propriétaire du chapeau qu’il prend

(b) On pourra utiliser le principe de partition.
(¢) Quel est 'endomorphisme réciproque ?
(d) Relire les résultats précédents
(e) On pourra remarquer que la série est alternée.
5. (a) Ag=dNNQQ,.
(b) On déterminera un entier d tel que N;_; Ag, = Aq.
(c) On remarquera que deux nombres sont premiers entre eux si et

seulement si ils n’ont pas de diviseur premier commun.
(d) Utiliser la formule de Poincaré.
6. Commencer par choisir clairement 1’espace €2.

7. On pourra conditionner par la valeur prise par 1’ensemble des trois
nombres tirés au sort.

(a) Q={(z1,. .., Tarp) €{i; j}*" a1+ +aop=ai +bj}est
un choix possible.

@

(b) Sil’on note I = { le graphe coupe la diagonale.}, on pourra mon-
trer que

P(IN{A gagne le premier échange}) = P(IN{B gagne le premier échange}).

9. Faire en sorte que le résultat soit nul.

B.3 Premiers exercices d’intégration

1. (a) Pour tout ¢t dans R, on pourra montrer que I’événement {Y < ¢}

est mesurable.
(b) Utiliser le fait que T" préserve la mesure p.
(¢) On pourra montra que Y (z) = Z(x) pour u presque tout x.
2. (a) Vérifier les axiomes.
(b) Commencer par le cas ol f est étagée.

3. Utiliser le théoreme de convergence monotone.
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4. Utiliser le théoreme de convergence dominée.
5. (a) Utiliser une partition de I'espace R?.
(b) On pourra montrer qu'il existe des constantes positives C' et D

telles que pour tout x avec ||z||s > 1, on ait

C < 1 < D
lzlls — Ent([lzlso) ~ llzll5

(c) Le plus simple ici est de montrer que f est C' par des théoremes
généraux, puis de calculer la différentielle dans une direction donnée.

(d) On pourra utiliser le théoréme de C'*'-difféomorphisme. Pour le cal-
cul de la différentielle, il pourra étre intéressant d’écrire la matrice
de Df, dans une base orthogonale bien choisie.

6. On pourra prendre A = {f > 0}.

7. (a) On pourra démontrer que pour n > 1,0 < log(?n) <1+zx.
(b) 1+z)" > ...
(¢) Pour n > 3, (ﬁ;‘;”n < (lfz)Q.

8. (a) Procéder par récurrence.

(b) Faire un développement en série.
9. Fubini est ton ami.

10. Tonelli aussi.

B.4 Exercices sur les lois

1. (a) Pensez a discuter suivant les positions relatives de n et k.
(b) Q est dense dans R.

(c) Utiliser le principe de partition

(d) Ecrire P(D) = 1, avec D bien choisi.

(e) Trivialiser la question!

2. Prendre X et Y deux variables indépendantes suivant chacune une loi
de Bernoulli de parametre 1/2 et poser Z = | X — Y.

3. Onprend 2 = {0,1}x{0,1}, F = P(w) C = {(0,0),(0,1)},{(0,0),(1,0)}}.
P = %(50 +01) ® %(50 +01), Q= %(5(070) +01.1)

4. Traduire les événements considérés en fonction de Y

5. Poser x = AM et résoudre I'inéquation.
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6. Dire que le maximum de n nombres ne dépasse pas x, c’est dire que
chacun ne dépasse pas .

7. Remarquer que 1 —m,, = max(l — X;,...,1— X,,).
8. Ak fixé, il faut déterminer les valeurs de X qui sont telles que Y = k.
9. Représenter graphiquement les domaines considérés.

10. (a) On pourra montrer que X est 7-mesurable, puis que les A, sont
o(X)-mesurables.

(b) On montrera que ’ensemble cherché est {w € N; X (w) = 2 x 3 x
5 x 11.

(c) Le sens direct est le plus simple. Pour la réciproque, remarquer que
si A,, est T-mesurable, il doit contenir {w € N*; X (w) = X(n)}.

(d) On montrera que A, N A, = Aypn-
2

(e) Remarquer que pour p assez grand 1 — pés > e %,

11. (a) On pourra montrer que Q est la tribu de queue associée a la famille
(An)nZI .

(b) Un ensemble d’entiers est infini si et seulement si il contient au
moins un entier plus grand que n’importe quel entier fixé a I’avance.

Ainsi, on pourra montrer que pour tout ng, A= N U A
n>ng k>n

12. Pour la premiere formule, faire une intégration par parties; pour la
deuxieme, procéder par récurrence.

. _2? _2? . N o :
13. On pourra écrire e~z = 2 (ze” 2 ) afin de procéder & une intégration
par parties.

B.5 Exercice sur les espérances

1. Si X désigne le nombre de fois ou 'on a obtenu le nombre choisi, le
gain est X —Ilx—g.

2. Une probabilité est 'indicatrice d'une espérance.

3. Interpréter le membre de gauche comme la valeur absolue d’une cova-
riance.

4. Effectuer une transformation d’Abel.

5. Appliquer le théoreme de transfert, et penser a la forme canonique des
polynomes du second degré.

6. Appliquer le théoreme de transfert.
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On pourra commencer par supposer que la loi est centrée (c’est a dire
que a + b = 0) et faire une majoration simple). On s’y ramenera dans
le cas général.

8. Fonction de répartition, ou transformation : vous avez le choix!

9. On peut raisonner en termes de loi.

10.
11.
12.
13.

14.

15.

16.

S’inspirer de l'exercice précédent et utiliser une transformation.
Appliquer I'exercice précédent.
Bien observer que X et Y sont indépendantes.

T

On pourra observer que l'application (z,y) — ( o y) réalise un C'-
y/n

difféomorphisme de R* x R* dans lui méme.

Remarquer que tout se passe comme si (X,Y) suivait la loi uniforme
sur T ={(z,y) e R} 0 <y <z <1}
Si z et y sont solutions réelles de 2 — Sz + P = 0, alors |z — y| =
V82 — 4P

(a) Identifier la loi de S,, et appliquer le théoreme de transfert.

(b) i. Remarquer que [0, 1] est compact.

ii. Remarquer que

B, (2)— f(x) = / FOm)~ f(e) Pt / Fm—fa) ap

|2 —al<e T |5 —al>e

En déduire que la suite des polynomes B, converge vers f uni-
formément sur [0, 1].

Si on note C, '’ensemble des cases controlées par la dame z, et C' =
7

1
a) On prendra Q = B,({1,...,n}).
)

Utiliser les relations entre 1'espérance et la queue de distribution,
puis utiliser la relation de récurrence du triangle de Pascal.

(a) On pourra remarquer qu’une rotation est une application linéaire
isométrique.

(b) Remarquer que | X — Y| = /2U.

B.6 Exercices sur les espaces L?

1.

(a) Cherchez un peu plus. ..
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(b) Découper R en intervalles de longeur 27.
(c) Utiliser des équivalents.
Etudier d’abord la convergence ponctuelle.
On pourra raisonner par l'absurde
On pourra utiliser des sous-suites.
Retrousser ses manches (ou équivalents).
Majorer \/W par une fonction intégrable.
Passer a l'intégrale de Riemann.

(a) Prendre X = [0,1] et pour p la mesure de Lebesgue sur [0, 1],
choisir ensuite f,, telle que f,(z) — 0 pour tout x € [0,1] et que
Pon ait [ f, = 1.

(b) Pour p entier s’écrivant p = 2" + k, avec 0 < k < 2", poser
u, = 2. Ensuite, poser ¢,(z) = max(1 — 2|z|,0) et finalement
fn(@) = on(2 — un).

(c¢) Symétriser I'exemple trouvé a la premiere question.

. Utiliser 'inégalité de Cauchy-Schwartz.
. Utiliser 'inégalité de Holder.
(a) Utiliser 'inégalité de Holder.

(b) i. Considérer I'intégrale f}o o fdX comme intégrale de Riemann.

ii. Remarquer que T'(f)(z) est bornée et décroit suffisamment
vite a l'infini.

iii. Remarquer que f(z) = T(f)(x)+zT(f) (x) et faire une intégration
par parties.

iv. Cherchez un peu plus. ..
v. f=fr=f"
(c) 1. Pour le premier point, on pourra utiliser I'inégalité de Holder.

ii. Utiliser la densité des fonctions continues a support compact
dans LP.

q
. Considérer la suite (g,) définie par g, = %H{Iflén} sur {|f| > 0} et

gn =0sur {f =0}) .
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B.7 Exercices sur la convolution et la trans-
formée de Fourier

1. Sia=0o0ub=0, alors ab = 0.

2. (a) Pleins de calculs en perspective. On conseille de commencer par
exprimer [ exp(—p(z)) dz en fonction de A, B, C, lorsque p(z) =
Ar> + Bz +C et A> 0.

(b) Commencer par identifier les points ou la convolée est nulle
3. () 1—a2*>1—zpour 0 <z <1,

(b) On pourra montrer que pour tout ¢ €]0, 1],
4(1 — 6"

n

[ kn(a) — f(2) < £ lloo 4wy (0).

(c) On pourra montrer que

L [
[ *kn(x) = _/ (1= (z—1)%)" f(t) dt.
an J_1/2
(d) On pourra commencer par le cas ot a = —1/4 et b= 1/4.

4. (a) Pour éviter d’oublier des cas, se souvenir que le support de la
convolée est inclus dans la “somme” des supports; la parité peut
également permettre de simplifier des choses. ..

Remarquer que f*)™ est positive.
Procéder par récurrence.

Sil’on pose g = lg*ll _g, on peut remarquer que g(x) = fE TAgdpu.

)
)
)
b) Remarquer que si g(z) #0,x € E — E.
) Ah bah non! Vous I'avez déja eue, I'indication.
) Réduire A dans une base orthonormale.
)

On pourra remarquer que la transformée de Fourier est injective

dans L1(R™))

(b) Utiliser la transformation de Fourier et une fonction bien choisie.

oo

. On pourra utiliser la formule d’inversion.

Ne)

. On pourra utiliser la formule d’inversion.
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B.8 Exercices sur les fonctions génératrices
et les fonctions caractéristiques

1. (a) Remarquer que tZ =Tt~ +1actY.

(b) Remarquer que le score est une variable aléatoire fabriquée suivant
le principe de la premiere question.
2. (a) Remarquer que

+o00
Vs €[0,1] s° = > lp_,s™.
n=1

(b) Utiliser les liens entre la fonction génératrice et 'espérance.

w

. Utiliser la premiere question de I'exercice précédent.

4. (a) Commencer par déterminer la fonction génératrice de K;L;. On
pourra s’inspirer de ’exercice [I]

(b)

(c) Relire le cours.

5. (a) On trouvera f"o f, ou f(z) = (1+ z2)/2.
(b) Remarquer que f"o f = (fo f)"

6. Penser a la fonction caractéristique.

S’inspirer de I'exercice 2

7. Regarder la liste des fonctions caractéristiques connues, ou/et chercher
I’équation fonctionnelle que doit vérifier py.

8. Utiliser les liens entre fonction caractéristique et moments.
9. Utiliser les liens entre fonction caractéristique et moments.

10. (a) Pour tout borélien A, on a Py(A) = Px(ANJ0, +oo[) + Px(AN] —
00, 0]).

(b) Appliquer le théoreme de transfert.

11. (a) On pourra utiliser le théoreme de Fubini et se servir de la valeur
de la fonction caractéristique d'une loi gaussienne.

(b) On pourra remarquer que (U, V) a méme loi que (U, V).
12. (a) Passer en coordonnées sphériques.
(b)

Montrer que ¢, (t) ne dépend que de ||t]|, puis écrire ¢, () sous la
t
forme ¢, (t) = W fOH I f(x) de.
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B.9 Exercices sur la convergence presque siire

1.
2.

10.

11.

12.

Appliquer la loi des grands nombres

Pour tout € > 0, appliquer le lemme de Borel-Cantelli aux événements
(Ko > el

(Inn)2

. Discuter en fonction de A la nature de la série de terme général P (frf—*;l >

A).

. S’inspirer de l'exercice précédent en utilisant un équivalent pour la

queue de la gaussienne.

. Pour une suite a veleurs entieres, les valeurs d’adhérences sont les va-

leurs qui sont prises une infinité de fois.

n z
On a T, = >, oy, <pyau.<p}- On pourra découper 7, en deux
sommes de variables aléatoires indépendantes.

(a) Passer au logarithme.

(b) Ecrire M, sous la forme M, = PD,P~! et introduire la norme
s = 1P~ |-

On pourra remarquer que pour tout entier n, I'’événement “(Y,,),>1 est
nulle & partir d’un certain rang” contient I’événement {X, = 0}.

. On pourra montrer que X,, € {0, 1} a partir d’'un certain rang.

On pourra montrer que P(Y,, # 0) <exp(— >, exp(—Ax)).
k=

On pourra montrer que (X,,),>2 ne prend la valeur 1 qu'un nombre fini
de fois. Enfin, on montrera que

1 +oo . 1
—p= nl;IQ( —ﬁ)-

(a) Utiliser le lemme de Borel-Cantelli et le lien série-intégrale.

X
(b) On pourra commencer par montrer que Sup |T" = 400 p.S.
n>1

B.10 Exercices sur les vecteurs gaussiens

1.

2.
3.

Remarquer que %V a méme loi que U.

On rappelle que si X suit A(0,1), EX* = 3.

Trouver une matrice orthogonale O tel que la matrice de covariance de
OX soit diagonale.



198 ANNEXE B. INDICATIONS

4. (a) Déterminer le spectre de C.

(b) On pourra commencer par trouver une constante K telle que
Va € R® E|(X,a)| = (E[(X,a)[3)".

5. On pourra montrer qu’il existe un vecteur gaussien dont la matrice de
covariance est

3 1 1
1 31
113
6. (a) Relire le cours!
(b) Se souvenir qu'une matrice de covariance est symétrique positive.
(c) Si(Z,T) est gaussien (%,T) aussi.
(d) Utiliser la question précédente.
(e)

E|X| =E( > X})"

7. Trouver une matrice orthogonale O tel que la matrice de covariance de
OX soit diagonale.

8. (a) Revoir I'image d'un vecteur gaussien par une transformation af-
fine.

(b) On pourra utiliser un changement de variables.

9. On pourra diagonaliser A dans une base orthogonale.

B.11 Exercices sur la convergence en loi

1. Utiliser le premier théoreme de Levy.
2. (a) Commencer par déterminer la loi de X,.

(b) Pour montrer la croissance, on pourra remarquer que f(z) =
lim,, 4o Eu o X7, Pour déterminer la limite, il est commode de
se ramener au cas ou (uy,),>o est a valeurs positives et remarquer
qu’alors, pour tout n, il existe un polynéme P, tel que

30

ea:

Ve>0 f(z)>(1— )y,

I

3. On pourra commencer par déterminer R tel que u(B(0,R)) > 1 —
puis utiliser le théoréeme du porte-manteau.

N
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4. On pourra considérer la loi du triplet (a,, b,, X,).

5. On pourra considérer une suite (X, ),en+ de variables aléatoires indépendantes
n

de méme loi de Poisson de parametre 1, poser S,, = > X} et regarder
=1

la quantité P(S”_—\/%S” <0).

6. Notons m,, = 1 si la piece en (z,y) est face, —1 sinon. Si on note
C, = Zk;ﬁX My, x et Lj, = Zk;ﬁX Mx ., on a

D, = Z myg +mx,x + |C), — Ly|.
(kDe{lmI\{X}

7. (a) On pourra utiliser le théoreme de la limite centrale et le résultat
de lexercice [l

S

—~
(oW
~— ~— ~— ' ~—

Se souvenir qu’une loi exponentielle est une loi Gamma.

Utiliser le théoreme de la limite centrale.

—
(@)

Remarquer que ¥ est bornée.

Intégrer.

an

Cela revient a montrer que (a,) tend vers 1.
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Annexe C

Problemes

C.1 Densité naturelle des couples premiers
entre eux

Notations et résultats admis

— Si E est un ensemble fini, P(E) désigne I'ensemble des parties de E et
|E| le cardinal de E. Si E est non-vide, alors il existe une unique mesure
Psur (E,P(E)) vérifiant Vo € B P({z}) = ﬁ Cette mesure est une
mesure de probabilité, appelée (mesure de) probabilité uniforme sur F.
Elle vérifie la propriété suivante :

VAEP(E) P(A) ==,

— Pour x € R, on appelle partie entiére de x et on note Ent(z) 'unique

entier n vérifiant n < x <n + 1.
+oo 1 7_"2

n? 6
n=1
— Lorsque n et k sont des entiers, 1’écriture k|n signifie “k divise n”.
Si les séries de terme général (u,) et (v,) sont absolument convergentes,

alors on a l'identité

ou l'on a posé
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Par exemple
(u*v)g = U1V + UV3 + UgVe + UgV7 .

— Formule de Poincaré (aussi appelée formule du crible) Pour tous événemements
Ay, Ay, ..., A, sous la probabilité P

P( 0 4) = Y (-pHemBp( 04y

i=1 JjEB
BeP({1,..n})\@

= zn:P(Ai)— > P(ANA,)+ -

1<ii<ia<n

1<i1<12<...<1p.<n

A (=DMP(AIN - N AY).

Question préliminaire

Soit donnée une famille de nombres réels a(k,n) pour k > 1,n > 1 entiers.
On suppose qu'il existe une suite de nombres réels positifs (¢x)r>1 avec les

propriétés :
“+o0o
V(n,k) € N* x N* Ja(k,n)| <cx, D o < +oo.
=1
On suppose que pour tout k£ > 1, la limite suivante existe :

lim a(k,n) = a(k, o).

n—+00
+o0 +oo
Montrer que les deux séries s, = > a(k,n)et s= > a(k,o0) convergent
=1 =1

absolument et que 'on a lim s, = s, soit

n—+o00
+oo +oo
lilJTrl Za(k’,n) = Z a(k, 00)
k=1 k=1

I
Soit k € N*. On pose Ej, = {0, 1}*.
k k
Soit Ay = {x € Ey; > x; est pair} et By = {x € Ey; > x; est impair}.
= =
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1. Montrer que 'application

\I/ZEk — Ek

(Z'l,ill'g,...,l'k) — (1—$1,$2,...,$k)

réalise une bijection de A, dans Bj.

2. Montrer que pour tout entier naturel £ non nul
|Ay| = | By =251

3. k étudiants assistent a un cours de mathématiques. Quelle est la proba-
bilité pour que le nombre d’étudiants qui s’ennuyent soit pair ? Préciser
les hypotheses simplificatrices que vous choisirez de prendre.
Indication : Repérer I’état de lassitude des étudiants en associant a
chaque étudiant un élément de {0, 1} suivant l'intérét qu’il porte au
cours.

I1

Soit n € N,n > 2. On décompose n en produits de facteurs premiers :

k
_ a
n=][n"
i=1

ou pour tout ¢ dans {1,...,k}, p; est un nombre premier et «; un entier
strictement positif, les p; étant deux a deux distincts. On pose

0 si il existe ¢ tel que a; > 1,
p(n) = L
(—1)* sinon.

On pose également p(1) = 1.
On a ainsi défini une fonction p: N* — {—1,0,1}.
Cette fonction est appelée fonction de Moébius.
On pose
Q,=10,..., 00} x{0,...; 0} x - x{0,..., a4}

et on note €, 'ensemble des diviseurs positifs de n. On note @) la mesure de
probabilité uniforme sur 2,, et Q' la mesure de probabilité uniforme sur €2),.

k

1. Montrer que |Q2,| = [ (a; +1).
i=1
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2. Soit f I'application :
Q, — N

k
(V1;~~-7Vk) — 1_[1]);/1
1=

Montrer que @' est la mesure image de @) par f.

3. On pose Zy = Q,\Er. Montrer que pour toute fonction g de 2, dans
R, on a

/Qn g(w) dQ(w) = /Akg(w) dQ(wH/Bk g(w) dQ(w) /Zk g(w) dQ(w)

4. Montrer Vv = (vq,...,1) € Q,

(o flv) =4 (-1) ! si v € Ey,
0 sinon.

5. En utilisant le théoreme d’intégration par rapport a une mesure image
— appelé aussi théoreme de transfert — , montrer que

[ nle) Q@) = Q) - QLB

n

6. Montrer Vn € N*

1 sin=1,

Sua-{,
0 sinon.

din

7. On choisit au hasard - avec équiprobabilité - un diviseur de 2000.

Quelle est la probabilité pour que ce nombre soit divisible par un carré
autre que 17

II1
2

Pour n fixé, soit 2 I'ensemble des couples d’entiers (u,v) € {1,...,n}".
On suppose que tous les couples sont équiprobables. On note donc P, la
probabilité définie sur P(§2) par

1
Pa(A) = |4,

On note p, la probabilité pour que deux entiers pris “au hasard” entre 1 et n
soient premiers entre eux.
Pour k € N*, on pose Fj, = {(u,v) € Q; k|u et k|v}.
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1. Montrer P,(Fy) = (Ent(n/k))?/n?.
2. Montrer que si k et [ sont premiers entre eux, alors
Po(Fx N F) = Po(F).
Généraliser au cas de m entiers deux a deux premiers entre eux.
3. Soient f31, ..., B les nombres premiers compris entre 2 et n.
On pose F = Zle Fg,.
Montrer p, = 1 — P,(F).

4. En utilisant la formule de Poincaré, montrer

Zu — (Ent( ))

Indication : il pourra étre utile de remarquer que pour tout entier d
compris entre 1 et n, p(d) est non-nul si et seulement si d peut s’écrire
comme produit d’éléments deux a deux distincts pris dans ’ensemble

{Br, ..., B}
5. (a) On pose

a(k,n) =

0 sinon.

{u(k)%(Ent(%)) sil<k<n,

Montrer

1
V(n,k) € (N')* a(k,n)] < 5
ainsi que
VkEN lim a(kn) = “g).

(b) Etablir que la suite (py)ns2 converge vers

6. Calculer p.
Indication : on pourra appliquer le résultat sur les séries absolument
convergentes admis en introduction avec u, = % et v, = #, puis

utiliser 11.6.

7. Que pensez vous de I'affirmation suivante :
« La probabilité pour que deux entiers pris au hasard soient premiers
entre eux est 6/72. »?
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C.2 Preuve de la loi forte des grands nombres

Soit (X, )n>1 une suite de variables aléatoires positives de méme loi deux
a deux indépendantes, admettant un moment d’ordre un. On pose

S, = zn:Xi et Qn = -5,

- n
=1

On considere également les variables aléatoires tronquées : X = X/lx,<; et
les sommes et quotients associés : Si = Y"1 | X; et QF = S} /n.
1. Montrer
n
Var S < ) "E(X])%
i=1
En déduire
Var S:; S nIEXf]lXISn.

2. Soit # > 1. On note u, 'entier le plus proche de 3". Montrer u,, ~ 3".
En déduire

+00

1 1
> =06
N 7 N

3. Montrer qu’il existe une constante C' > 0 telle que

=1 1
VN > 1 Z —<Cc—.
Up Un
n=N
4. Montrer
—+oc0 +o00 1
> vos, <2 (X3 Lae )
n=1 n=1
puis

+oo
ZVaern§E<Xf 3 ui>
n=1

niun>X1 n

5. En déduire que

+oo
Z Var (), < +o0.
n=1

6. Montrer que
Q. —EQ, —0p.s.
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Montrer que
lim EY, = EX;.

n—-+o00

Montrer que lim EQ! = EX;. (Indication : on pourra utiliser le théoreme
de Césaro)

. En déduire que

Q,, — EX; ps.

Montrer que la série de terme général P(X,, # X¥) converge.

A Taide du lemme de Borel-Cantelli, montrer que pour presque tout
w, il existe un ng(w) tel que les suites (X, (w)) et (X} (w)) coincident a
partir du rang ng(w).

Montrer que
Qu, — EXj ps.

Si u, <k < u,,1, montrer que

u Un+1
E Q’un S Qk S - Q’U,n+1 .
un—i—l Up

En déduire que

1 _
BEXl <lim;_, Qr <limy_Qr < FEX ps.
On note
1 . —
Qs ={w e -EX) <lim,_,,  Qr(w) < limy_ o Qr(w) < FEX, }.

B

Montrer que
+o0
P( an Ql+1/n) = 1

Montrer que

lim @, =EX; ps..
k——+o0

Montrer que le résultat de la derniere question demeure vrai si 'on ne
suppose plus que les (X,,) sont des variables positives.
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