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Exercice I

1. Notons θ(x, y) = (y, x) et montrons que

A = {A ∈ F ;A = θ−1(A)}.

Notons
A′ = {A ∈ F ;A = θ−1(A)}.

et soit A ∈ A′. On veut montrer que (x, y) ∈ A ⇐⇒ (y, x) ∈ A.
Soit (x, y) ∈ A. θ−1({(x, y)}) = {(y, x)} ⊂ θ−1(A) Mais comme A ∈ A′,
θ−1(A) = A, donc (y, x) ∈ A. Comme les rôles de x et y sont interchan-
geables, on a bien (x, y) ∈ A ⇐⇒ (y, x) ∈ A, donc A ∈ A, et finalement
A′ ⊂ A. Réciproquement, soit A ∈ A. θ est une involution, donc une
bijection, avec en particulier θ−1(A) = θ(A). Ainsi, pour montrer que
θ−1(A) = A, il suffit de montrer que θ(A) ⊂ A, ce qui est évident d’après
la définition de A
A l’aide de cette caractérisation, il nous reste maintenant à faire les vérifications
habituelles.
– ∅ ∈ A car θ−1(∅) = ∅.
– Soit A ∈ A : θ−1(Ac) = (θ−1(A))c = Ac, donc A ∈ A.
– Soit (An)n≥1 une suite d’éléments deA. On a θ−1(∪n≥1An) = ∪n≥1θ

−1(An) =
∪n≥1An, donc ∪n≥1An ∈ A.

2. Soit B un borélien de R. Soit (x, y) ∈ R2. Comme S est continue de R2

dans R, elle est borélienne, donc S−1(B) ∈ F . Comme S(x, y) = x+ y =
y + x = S(y, x), on a

(x, y) ∈ S−1(B) ⇐⇒ S(x, y) ∈ B ⇐⇒ S(y, x) ∈ B ⇐⇒ (y, x) ∈ S−1(B),

ce qui montre que S−1(B) ∈ A. Comme B est un borélien quelconque, il
s’ensuit que S est (Ω,A)− (R,B(R)) mesurable.
Comme P (x, y) = xy = yx = P (y, x) et que P est continue, le même
raisonnement vaut aussi pour P .

3. A l’évidence, S est (Ω, σ(S)) − (R,B(R)) mesurable. Comme σ(S) est
une sous-tribu de G, S est (Ω,G) − (R,B(R)) mesurable. De la même
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manière, P est (Ω,G)− (R,B(R)) mesurable. Maintenant, comme chacune
des composantes de V est (Ω,G) − (R,B(R)) mesurable, V est (Ω,G) −
(R2,B(R2)) mesurable.

4. Définissons F de R2 dans R2 par

F (s, p) =

{
(−s+

√
s2−4p

2 ,
−s−
√
s2−4p

2 ) si s2 > 4p
(− s2 ,− s2 ) sinon.

F est une application continue de R2 dans lui-même ; en particulier, elle
est donc (R2,B(R2))− (R2,B(R2)) mesurable. Il est facile de voir que

∀(x, y) ∈ R2 F (V (x, y)) = (max(x, y),min(x, y)).

Ainsi, F (V (x, y)) ∈ {(x, y), (y, x)}. Ainsi, pour A ∈ A, on a (x, y) ∈
A ⇐⇒ F (V (x, y)) ∈ A, ce qui signifie que 11A(x, y) = 11A(F (V (x, y))),
autrement dit que 11A = 11A ◦F ◦V . Ainsi, 11A, est la composée de V , qui est
(Ω,G) − (R2,B(R2)) mesurable, de F qui est (R2,B(R2)) − (R2,B(R2)),
et de 11A, qui est (R2,B(R2))− (R,B(R)) mesurable (car A est un borélier
de R2) : finalement, 11A est (Ω,G) − (R2,B(R2)) mesurable, et donc A =
11−1
A ({1}) ∈ G, ce qui montre que A ⊂ G.
Inversement, comme S et P sont (Ω,A) − (R,B(R)) mesurables, on a
G = σ(S, P ) = S−1(B(R)) ∧ S−1(B(R)) ⊂ A ∧A = A.

Exercice II

Y est intégrable si et seulement si E|Y | = E exp(αX) est fini. D’après le
théorème de transfert, on a

E|Y | =
+∞∑

k=1

eαkP (X = k) =
+∞∑

k=1

eαkp(1− p)k−1

=
+∞∑

k=0

eα(k+1)p(1− p)k = eαp

+∞∑

k=0

(eα(1− p))k

On reconnait une série géométrique : elle est convergente si et seulement si
|eα(1− p)| < 1, on de manière équivalente α < − log(1− p). Dans ce cas, on a,
toujours d’après le théorème de transfert

EY =
+∞∑

k=1

(−1)keαkP (X = k) =
+∞∑

k=1

(−1)keαkp(1− p)k−1

=
+∞∑

k=0

(−1)k+1eα(k+1)p(1− p)k = −eαp
+∞∑

k=0

(−eα(1− p))k

= −eαp 1
1 + eα(1− p) = − p

1− p+ e−α
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Problème

Partie I

1. Soient i, j deux entiers naturels. Si i = j, il n’y a rien à montrer. Sinon,
pour fixer les idées, on suppose que i < j.

f(j)− f(i) =
j−1∑

k=i

f(k + 1)− f(k)

=
j−1∑

k=i

(∆f)(k)

D’où

|f(j)− f(i)| ≤
j−1∑

k=i

|(∆f)(k)|

=
j−1∑

k=i

‖∆f‖∞ = |i− j|‖∆f‖∞

2. Le système (1) peut se réécrire sous la forme équivalente
{
g(0) = 0
∀i ∈ N g(i+ 1) = ig(i)+f(i)−Pλ(f)

λ

qui, à l’évidence, définit de manière unique par récurrence la solution du
problème posé.

Partie II

1. On a
n∑

k=1

(pkEh(W + 1)− EYkh(W )) = (
n∑

k=1

pk)Eh(W + 1)− E(
n∑

k=1

Yk)h(W )

= λEh(W + 1)− EWh(W )
= Eλh(W + 1)−Wh(W )

2. Ykh(W ) est integrable car |Ykh(W )| ≤ 1.‖h‖∞. Notons Ωi = {W = i}.
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Les (Ωi)i≥0 forment une partition de Ω, donc

EYkh(W ) =
∫

Ω

Ykh(W ) dP =
+∞∑

i=0

∫

Ωi

Ykh(W ) dP

=
+∞∑

i=0

∫

Ωi

Ykh(i) dP =
+∞∑

i=0

∫

Ω

11{W=i}Ykh(i) dP

=
+∞∑

i=0

∫

Ω

11{W=i}∩{Yk=1}h(i) dP

=
+∞∑

i=0

h(i)P ({W = i} ∩ {Yk = 1})

=
+∞∑

i=0

h(i)P (W = i|Yk = 1)P (Yk = 1)

=
+∞∑

i=0

h(i)P (Vk + 1 = i)pk

= Eh(Vk + 1)pk,

où la dernière ligne provient du théorème de transfert pour les fonctions
d’une variable aléatoires discrètes (Vk+1 est une variable aléatoire discrète
et h(Vk + 1) est intégrable car |h(Vk + 1)| ≤ ‖h‖∞).

3.

Eλh(W + 1)−Wh(W ) =
n∑

k=1

(pkEh(W + 1)− EYkh(W ))

Soit k entre 1 et n : comme W et Uk ont même loi, le théorème de transfert
nous dit que Eh(W + 1) = Eh(Uk + 1). On joignant ceci à la question
précédente, on a

pkEh(W+1)−EYkh(W ) = pkEh(Uk+1)−pkh(Vk+1) = pk(h(Uk+1)−h(Vk+1))

Finalement, on a

Eλh(W + 1)−Wh(W ) =
n∑

k=1

pk(h(Uk + 1)− h(Vk + 1))

4. D’après la question I.1, on a

|Eλh(W + 1)−Wh(W )| ≤
n∑

k=1

pk|h(Uk + 1)− h(Vk + 1)|

≤
n∑

k=1

pk|‖h‖∞|Uk − Vk|

≤ ‖h‖∞
n∑

k=1

pkE|Uk − Vk|
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5. Soit h = Sλ11A. Par définition de Sλ, on a

∀i ∈ N λh(i+ 1)− ih(i) = 11A(i)− Pλ(11A).

On en déduit que

λh(W + 1)−Wh(W ) = 11A(W )− Pλ(11A).

Ainsi, d’après la question précédente, on a

|E11A(W )− Pλ(11A)| = |Eλh(W + 1)−Wh(W )|

≤ ‖h‖∞
n∑

k=1

pkE|Uk − Vk|

= ‖Sλ11A‖∞
n∑

k=1

pkE|Uk − Vk|

≤ 1
max(1, λ)

‖11A‖∞
n∑

k=1

pkE|Uk − Vk|

≤ 1
max(1, λ)

n∑

k=1

pkE|Uk − Vk|.

Comme E11A(W )−Pλ(11A) = P (W ∈ A)− Pλ(A), on a bien finalement

|P (W ∈ A)−Pλ(A)| ≤ 1
max(1, λ)

n∑

k=1

pkE|Uk − Vk|.

Partie III

1. Soit k ∈ {1, . . . , n}. Comme Uk = W , on a évidemment PUk = PW .

P({W = i}∩{Yk = 1}) = P({Vk+Yk = i}∩{Yk = 1}) = P({Vk+1 = i}∩{Yk = 1}).

Vk =
∑
i 6=k Yi est mesurable par rapport à la tribu engendrée par les

(Yi)1≤i≤n;i 6=k. Comme les (Yi)1≤i≤n sont indépendantes, le théorème d’as-
sociativité de l’indépendance nous dit que Vk est indépendant de Yk : on
a donc

P({W = i}∩{Yk = 1}) = P({Vk+1 = i}∩{Yk = 1}) = P (Vk+1 = i)P (Yk = 1),

d’où P (W = i|Yk = 1) = P (Vk + 1 = i).

2. On peut donc appliquer le résultat de la partie II. Ici, E|Uk−Vk| = EYk =
pk, d’où

|P (W ∈ A)−Pλ(A)| ≤ 1
max(1, λ)

n∑

k=1

p2
k
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Ensuite, on a

1
max(1, λ)

n∑

k=1

p2
k ≤

1
λ

n∑

k=1

p2
k ≤

1
λ

n∑

k=1

pk‖p‖∞ = ‖p‖∞.

3. Soit A ⊂ N. On a

0 = 1− 1 =
∑

n∈N
µ(n)−

∑

n∈N
ν(n) =

∑

n∈N
(µ(n)− ν(n)).

Donc ∑

n∈A
(µ(n)− ν(n)) +

∑

n∈Ac
(µ(n)− ν(n)) = 0,

soit ∑

n∈A
(µ(n)− ν(n)) = −

∑

n∈Ac
(µ(n)− ν(n)),

d’où

µ(A)−ν(A) =
∑

n∈A
(µ(n)−ν(n)) =

1
2

(∑

n∈A
(µ(n)− ν(n)) +

∑

n∈Ac
(ν(n)− µ(n))

)
.

On en déduit

|µ(A)−ν(A)| ≤ 1
2

(∑

n∈A
|µ(n)− ν(n)|+

∑

n∈Ac
|ν(n)− µ(n)|

)
=

1
2

∑

n∈N
|µ(n)−ν(n)| = d(µ, ν)/2.

En prenant le sup, on en déduit d(µ, ν) ≥ 2 sup{|µ(A) − ν(A)|;A ⊂ N}.
Mais en réalité l’égalité est atteinte :
si l’on prend A = {n ∈ N;µ(n)− ν(n) ≥ 0}, on a

µ(A)− ν(A) =
1
2

(∑

n∈A
(µ(n)− ν(n)) +

∑

n∈Ac
(ν(n)− µ(n))

)

=
1
2

(∑

n∈A
|µ(n)− ν(n)|+

∑

n∈Ac
|µ(n)− ν(n)|

)

= d(µ, ν)/2,

ce qui démontre le résultat voulu.

4. Il suffit de prendre Y1, . . . , Yn i.i.d. de loi de Bernoulli de paramètre λ/n.
A ce moment là, W suit une loi binomiale B(n, λ/n). On applique alors la
question précédente et le théorème de Le Cam pour conclure.

FIN
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