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Exercice I
1. Notons 0(x,y) = (y,x) et montrons que
A={Ac F;A=0"1(A)}.

Notons
A ={AecFA= 9’1(A)}.

et soit A € A’. On veut montrer que (z,y) € A <<— (y,z) € A.
Soit (z,y) € A. 07 1({(z,9)}) = {(y,2)} € 67(A) Mais comme A € A,
0~1(A) = A, donc (y,z) € A. Comme les roles de x et y sont interchan-
geables, on a bien (z,y) € A < (y,z) € A, donc A € A, et finalement
A’ C A. Réciproquement, soit A € A. 6 est une involution, donc une
bijection, avec en particulier §=1(A) = 6(A). Ainsi, pour montrer que
6=1(A) = A, il suffit de montrer que §(A) C A, ce qui est évident d’apres
la définition de A
A Taide de cette caractérisation, il nous reste maintenant & faire les vérifications
habituelles.
-~ geAcar (o) =0.
— Soit A€ A:071(A°) = (671(A))¢ = A, donc A € A.
— Soit (A,)n>1 une suite d’éléments de A. On a 0~ (Up>14,) = Up>1071(A,) =
UnzlAn, donc UnzlAn € A.

2. Soit B un borélien de R. Soit (z,y) € R?. Comme S est continue de R?
dans R, elle est borélienne, donc S~*(B) € F. Comme S(z,y) =z +y =
y+ax=S5(y,z), ona

(x,y) € STY(B) <= S(x,y) € B <= S(y,x) € B < (y,x) € S"(B),

ce qui montre que S~(B) € A. Comme B est un borélien quelconque, il
s’ensuit que S est (©,.4) — (R, B(R)) mesurable.

Comme P(z,y) = zy = yx = P(y,x) et que P est continue, le méme
raisonnement vaut aussi pour P.

3. A Dévidence, S est (Q,0(5)) — (R, B(R)) mesurable. Comme o (S) est
une sous-tribu de G, S est (©,G) — (R, B(R)) mesurable. De la méme



maniere, P est (Q,G) — (R, B(R)) mesurable. Maintenant, comme chacune
des composantes de V est (2,G) — (R, B(R)) mesurable, V est (Q,G) —
(R%, B(R?)) mesurable.

4. Définissons F' de R? dans R? par
(—‘9—5-\/232—41;7 —S—\/282—4p) 682> 4p

(=5,—3) sinon.

F(S,p) = {

F est une application continue de R? dans lui-méme ; en particulier, elle
est donc (R% B(R?)) — (R?, B(R?)) mesurable. 1l est facile de voir que

V(z,y) €eR? F(V(z,y)) = (max(z,y), min(z, y)).

Ainsi, F(V(z,y)) € {(z,y),(y,z)}. Ainsi, pour A € A, on a (z,y) €
A = F(V(r.y)) € A, ce qui signifie que I(z,y) = Ia(F(V(z,9)).
autrement dit quelly =14 o F o V. Ainsi, 14, est la composée de V', qui est
(2,G) — (R%, B(R?)) mesurable, de F qui est (R?, B(R?)) — (R?, B(R?)),
et delly, qui est (R?, B(R?)) — (R, B(R)) mesurable (car A est un borélier
de R?) : finalement, 1l est (Q,G) — (R?, B(R?)) mesurable, et donc A =
1,* ({1}) € G, ce qui montre que A C G.

Inversement, comme S et P sont (£2,.4) — (R, B(R)) mesurables, on a

G=0(S,P) =S (BR)AS(BR)CAANA=A.

Exercice 11

Y est intégrable si et seulement si E|Y| = Eexp(aX) est fini. D’apres le
théoreme de transfert, on a

+o0 foo
EY| = > eP(X=k = Y e¥p(l—pr!
k=1 k=1
+oo —+o0
= > etHpl—pk = ep) (e(1-p))*
k=0 k=0

On reconnait une série géométrique : elle est convergente si et seulement si
le*(1 — p)| < 1, on de maniere équivalente ov < —log(1 — p). Dans ce cas, on a,
toujours d’apres le théoreme de transfert

+oo —+oo
EY = ) (-1)fe™P(X =k) =Y (-1)*e*p(1 - p)*!
k=1 k=1
+oo +o00o
— Z(_l)kJrlea(kJrl)p(l _ p)k _ _eapZ(_ea(l _p))k
k=0 k=0
a 1 _ P

e -
p1+ea(1—p) l—p+e@



Probleme

Partie I

1. Soient 4, j deux entiers naturels. Si ¢ = 7, il n’y a rien a montrer. Sinon,
pour fixer les idées, on suppose que i < j.

FO =16 = S fk+1) - FR)
k=1
— Y @anm
k=1
D’ou
FO =10 < SIAH®)
o
N A e = Ji— 1A
k=1

2. Le systeme (1) peut se réécrire sous la forme équivalente

{ (0)=0
. . _ig()+f (@) =Pa(f)
VieN g(i+1)= 2002 )) ()\) A(

qui, a I’évidence, définit de maniere unique par récurrence la solution du
probleme posé.

Partie 11
1. On a
> (REAW +1) — EYih(W)) = Zpk JER(W + 1) = E()_ Yi)h(
k=1 k=1 k=1

= AER(W +1) — EWh(W)
EA(W + 1) — Wh(W)

2. Y h(W) est integrable car |Yph(W)| < 1.]|A||c. Notons Q; = {W = i}.



Les (€;);>0 forment une partition de €2, donc

+oo
EYih(W) = /QYkh(W) dP:Z/Q Y h(W) dP
i=0 7%
+oo +oo
= ;/Q Yih(i) d]P:ZZ:;/Q]J{Wi}Ykh(i) dP
+o00 .
= ;/Qll{w—i}ﬂm—l}h(l) dP
+oo
= Y hHPEW =i} n{Y, =1})
=0
+oo
= Y h(i)P(W =i[Yy = 1)P(Y}, = 1)
=0

+oo
= Z h(i)P(Vi + 1 = i)ps

= Eh(Vi + 1)ps,

ou la derniere ligne provient du théoreme de transfert pour les fonctions
d’une variable aléatoires discrétes (Vi +1 est une variable aléatoire discréte
et h(Vi + 1) est intégrable car |h(Vi + 1)| < ||h||oo)-

EM(W +1) = Wh(W) = > (pER(W + 1) — EY,h(W))
k=1
Soit k entre 1 et n : comme W et Uy, ont méme loi, le théoréme de transfert
nous dit que EA(W 4 1) = Eh(U; + 1). On joignant ceci & la question
précédente, on a

PeEA(W+1)—EY, . h(W) = prER(Up+1)—prh(Viy1) = pr(h(Ur+1)—=h(Vi+1))

Finalement, on a
EM(W +1) = Wh(W) = > pr(h(Uyx + 1) = h(Vi + 1))
k=1
4. D’apres la question 1.1, on a

> pelh(Uk +1) = h(Vi + 1))

[EA(W +1) = Wh(W)| <
k=1
< Y palllhlloo| U — Vi
k=1
< bl > PrEIUR — Vil
k=1



5. Soit b = Sylly. Par définition de Sy, on a
Vi€ N An(i+1) —ih(i) =14 (i) — Pa(la).
On en déduit que
MW 4 1) = Wh(W) =Ty (W) — Pa(lly).

Ainsi, d’apres la question précédente, on a

[EL(W) = Palla)| = [EAR(W +1) = Wh(W)|
< lhlloe Y pEIU — Vil
h=1
= [|S:lalloc > PREIUS — Vi
h=1
1 n
< . E|U, —
< max(L/\)mA” ;Pk Uk — Vil
1 n
< E — .
S max) kzlpk U — Vil

Comme Flly (W) — Py(ly) = P(W € A) — PA(A), on a bien finalement

1
— P —
|P(W e A) — Pr(4)| < Y k§ lkaElUk Vil

Partie 111

1. Soit k € {1,...,n}. Comme Uy = W, on a évidemment Py, = Py .
PHEW =i}n{Yy = 1}) = P{Vi+Yr = i}n{Yr = 1}) = P{Vie+1 = i}n{Y;, = 1}).

Vie = > ;.1 Yi est mesurable par rapport a la tribu engendrée par les
(Yi)1<i<nsizk- Comme les (Y;)1<i<n sont indépendantes, le théoreme d’as-
sociativité de I'indépendance nous dit que Vj est indépendant de Y : on
a donc

PUW = i)0{Y; = 1}) = P((Vit1 = i}0{Vi = 1}) = P(Vet1 =) P(Yz = 1),

dou PW =ilYy =1)=P(Vi +1=1).
2. On peut donc appliquer le résultat de la partie II. Ici, E|Uy — Vi| = EY) =
i, d’oll

[PW € 4) =Pa(d)] < sy Zpk



Ensuite, on a

1 L 1 &
m Zpk X/; X};pkllp\lm = |[p[lco-

. Soit ACN. On a

neN neN
Donc
D (wn) —v(n) + Y (u(n) —v(n) =0,
neA neAe
soit
D (uln) —v(n) == > (u(n) —v(n),
ncA neAe
d’on
p(A)—v(A) = > (u(n)—v(n)) = % (Z(u(n) —v(n)+ Y (v(n) - pu(n))
neA neA neAe

On en déduit
(A (A)] < 5 <Z 1)~ vim)| + 3 Ivln) - ) 53 It
neA neAe nEN

En prenant le sup, on en déduit d(u,v) > 2sup{|u(A) — v(A4)|; A C N}.
Mais en réalité 1’égalité est atteinte :
si l'on prend A = {n € N; u(n) —v(n) >0}, on a

p(A) —v(A) = % <Z(u(n) —v(n) + Y (v(n) —u(n))>

neA neAe

= % (Z |e(n) —v(n)| + Z lu(n) — V("))
neA neAe

= d(p,v)/2,

ce qui démontre le résultat voulu.

. 1l suffit de prendre Y7, ...,Y,, ii.d. de loi de Bernoulli de parameétre \/n.
A ce moment 14, W suit une loi binomiale B(n, A/n). On applique alors la
question précédente et le théoreme de Le Cam pour conclure.

FIN

n)| = d(, v)/2.



