Sujet : Probabilités et Statistiques

Préambule

Ce sujet est consacré a I’étude de la marche persistante, qui est une chaine de Markov
(X, Vi )nen sur Z x {—1,1} définie comme suit. On consideére U : Z — R telle que

Z = Ze‘U(k) < +00.

keZ

On cherche, par méthode de Monte-Carlo, a calculer des moyennes par rapport a la loi de
probabilité 7 sur Z définie par

1
k)= —=eV®  viez.
(k) Z€
Pour cela, on considere Xy € Z et Vy € {—1, 1} des conditions initiales et une suite (A4, )nen de
variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées (ce qu’on note dans la suite :
i.i.d.) de loi U(]0, 1]) (uniforme sur [0, 1]), indépendante de (X, Vp), et on pose pour n € N

(X4 Vi, V) si A, < min (1, eV &)UV
B, Vora) = { (Xn, =V0) sinon.

On appelle X, et V,, respectivement la position et la vitesse de la marche persistante au temps
n. SiV, = =V, _1, on dit qu’il y a une collision au temps n.

On rappelle que la loi géométrique de parametre p € (0,1), notée G(p), est la loi de
probabilité sur N de fonction de répartition F'(k) =1 — (1 — p)* pour k € N.

Les 4 sections sont indépendantes. On pourra admettre le résultat d’une ques-
tion pour l’'utiliser par la suite.

1 Simulation de la chaine

L’objectif de cette section est de proposer une méthode efficace pour simuler une trajectoire
de la chaine de Markov. Par “efficace”, on entend une méthode qui ne nécessite pas de calculer
U(X,) a chaque temps n € N, ce qui peut s’avérer couteux en pratique. On part du principe
qu’'un ordinateur peut générer des variables indépendantes de loi U([0, 1]).

1. Soit A de loi U(]0,1]) et o < 0. Montrer que [aln A] est une variable aléatoire de loi
géométrique dont on précisera le parametre (on rappelle que, pour = € R, [x] désigne
la partie supérieure de z, c’est-a-dire le plus petit entier supérieur ou égal a x).

2. On note Ty = inf{n € N,, V,, = —V,,_1} le premier temps de collision. Pour tout k£ € N,
k < Ty, exprimer (X, V%) en fonction de (Xo, Vp) et k, et de méme exprimer (Xr,, Vr,)
en fonction de (Xo, Vp) et T7.

L’objectif revient donc a simuler 77 efficacement. Dans les questions suivantes, on suppose que
U est Lipschitz, c’est-a-dire que |U(x + 1) — U(x)| < L pour tout = € Z, avec une constante
L connue. On pose Sy = 0 et pour tout £ € N,

Spe1 = inf{n > Sy, A, > e F}.
3. Pour tout k& € N, quelle est la loi de Si11 — Sk 7
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4. Montrer que, pour ¢,j € N avec @ # j, Sip1 — S; est indépendant de S, — 5.
5. Montrer que, pour k € N,, la loi de Sy est donnée par

P(Sy = s) = (Z - 1) e LR e bk s>k

(on pourra raisonner par récurrence; ou bien remarquer qu’il y a autant de n-uplets
d’entiers non nuls dont la somme vaut m € N que de fagons de mettre n — 1 barrieres
entre m boules alignées, les entiers du n-uplet étant alors donnés par le nombre de boules
entre deux barrieres successives).

On considere une suite i.i.d. (By)nen de loi U([0,1]) indépendante de (A, )nen et de (Xo, Vo)
et on pose

Ty =inflkeN, Ay >e et By <
1—e L

1 _ eU(X()+(k:—1)V())—U(X0+kV()) }
6. Montrer que Tl a la méme loi que T7.

7. Proposer une fagon de simuler (X, V,),en & partir de deux suites i.i.d. de variables
aléatoires de loi uniformes sur [0, 1], de telle sorte que U (X},) ne soit pas systématiquement
calculé pour tout k € N.

2 Invariance de la mesure de Gibbs

Soit € un ensemble discret, et (Z,),en une chaine de Markov & valeurs dans &, qui est
homogene, c’est-a-dire telle que pour tout n € N,

P(Zpp1=2|Zy=2)=P(Z1=2|Zy=2).
On rappelle qu’a une telle chaine est associé un noyau de transition ¢ : £2 — [0, 1] défini par
q(2,2)=P(Z1=7%"| Zy=2) Vz,2' € €.

Remarquons que, a z € & fixé, ¢(z, ) est une loi de probabilité sur €.
Un noyau de transition est dit symétrique si g (z, 2') = ¢ (2/, z) pour tous z, 2’ € €. Pour v
une loi de probabilité sur &, ¢ est dit v-réversible si

v(2)q(z,2") =v(Z)q (7, 2) Vz,2' € £.
D’autre part, v est dite invariante pour (Z,),en (ou, de fagon équivalente, pour ¢) si le fait

que Z; soit distribué selon v entraine que Z; est distribué selon v.

1. Montrer que, si g est le noyau de transition associé a (7, ),en, alors v est invariante pour
(Zn)nen si et seulement si

v(z) = Z v(zq(z',2)  Vzec&.

Z'e€

2. Montrer que, si v est invariante pour (Z,),en et si Zy est distribué selon v, alors Z,, est
distribué selon v pour tout n € N.

3. Montrer que si g est v-réversible, alors v est invariante pour gq.



Etant donnés deux noyaux de transition g; et gz sur £, on définit une chaine de Markov de
la fagon suivante. Pour tout n € N, étant donné Y,, € £, on tire aléatoirement Y;, selon la loi
¢1(Yy, ), puis Y,11 selon la loi ¢2(Y;, -). On note g3 le noyau de transition de (Yy,)nen-

4. Exprimer ¢3 en fonction de ¢; et gs.
5. Montrer que, si v est invariante pour ¢; et go, alors v est invariante pour gs.

Etant donné un noyau de transition ¢ et une loi de probabilité v sur &£, I'algorithme de
Metropolis-Hastings définit une chaine de Markov de la fagon suivante. Pour tout n € N,
étant donné Y,, € € on tire aléatoirement Y, selon la loi ¢ (Y,,) et B, ~U([0,1]), et on pose

ot . . v(Yy)
Y. = { Y, si B, < min <1, V(Yn)>

Y, sinon.

On note ¢, le noyau de transition de (Y},),en-
6. Exprimer g, en fonction de ¢ et v.
7. Montrer que, si g est symétrique, alors g, est v-réversible.

Dans la suite de cette section, &€ = Z x {—1,1}. On considére une chaine de Markov
(Y, W )nen sur € donnée pour tout n € N par

(Yn+17 Wn—i—l) = (Yn + Wna _Wn) .

8. Donner le noyau de transition de (Y, W, ),en.
9. Montrer que ce dernier est symétrique.

On considere la loi de probabilité v sur Z x {—1,1} donnée par
1
v(z,v) = 571'(%) Ve eZ, ve{-1,1},

et une chaine de Markov (Y,/, W) ),en sur € donnée pour tout n € N par

(Yri-i—la r/z—f—l) = (Yéa _W;L) .

10. Montrer que le noyau de transition de (Y,!, W/ ),cn est v-réversible.

11. Déduire de toutes les questions précédentes que v est invariante pour la marche persis-
tante (X,,, Vi, )nen définie dans le préambule du sujet.

12. Montrer que, si (Xo, Vp) est distribué selon la loi v, alors X, est distribué selon la loi 7
pour tout n € N.

13. Le noyau de transition de la marche persistante est-il réversible 7

3 Ergodicité dans un cas unimodal

Dans toute cette partie, on suppose que U est paire (U(k) = U(—k) pour tout k € Z) et
qu’il existe r > 0 tel que U(k+1)—U(k) > r pour tout k > 0. En particulier, U est strictement
décroissante sur | — oo, 0] et strictement croissante sur [0, +oco. On considere également une
fonction f : Z — R qu’on suppose paire et bornée. L’objectif est d’étudier la limite quand n
tend vers 'infini de la moyenne empirique

S>X).

3



On suppose que (Xo, Vy) = (0,1) et I'on pose Ry = 0 et, pour n € N,

T, = inf{k > R,, Viyr1=-Vi} — R,
R.y1 = inf{k > R,, X, =0}.
1. Supposons que, pour un certain n € N, X,,V,, < 0. Montrer qu’alors, presque stirement,
Xpik = X, + £V, pour tout k < | X,
2. Montrer que pour tout n € N, R,,.1 — R, = 2T,, + 1.
3. Calculer Vg, pour tout k£ € N.
4. Montrer que pour tout k € N,

P (T > k) =V O-U®)

5. En déduire que R; est d’espérance et de variance finie.

Pour tout n € N on pose

On admettra que, du fait de la parité de U et f et de la propriété de Markov forte, les
{Z,, n € N} sont indépendants et identiquement distribués.

6. Montrer que Z; est d’espérance et de variance finie.

7. Montrer que
E(Z) =AY _ f(k)m(k)  avec A=) /OVH,

keZ keZ
8. En déduire que E(R, 11 — R,) = A pour tout n € N.

9. On note A, 'événement {|R,/(n\) — 1| < n~i}. Montrer quil existe une constante
C > 0 telle que pour tout n € N,, P(A,) > 1—C/y/n.
> 5} .

10. Pour € > 0 et n € N on note B;, ’événement
Montrer que pour tout € > 0, P (A[n/ﬂ N BZ) tend vers 0 quand n tend vers 4o0.

{

L3 ) = 3 f(h

keZ

11. En déduire que n=' "7 | f(X;) converge en probabilité quand n tend vers l'infini vers
une limite que 1’on précisera.

4 Limite d’échelle

Dans cette partie, on considere H € C*(R) avec |H”||«c < oo et qui tend vers linfini
a linfini, et z € R, v € {—1,1} fixés. Pour tout 4 > 0, on considere z5 € Z et on note
Us : Z — R la fonction définie par Us(k) = H(dk) pour k € Z. On considere la marche
persistante (X2, V9),cn associée a Us et avec conditions initiales (z5,v) telle que définie dans

le préambule, c’est-a-dire qu’on pose (Xg,V{) = (xs,v) et, pour tout n € N,

n’'n

(X0, V0, = { (X2 + V8 V) si A, < min (1,6U6<X2>—U6<X2+v€>)
" (X2, —-V9) sinon,
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avec (A,)nen une suite i.i.d. de variables aléatoires de loi U([0,1]). Le but est d’étudier le
comportement de la chaine lorsque § tend vers 0. On pose T¢ = 0 et, pour tout k € N,,

TP =inf{n > Tp_y, VO = -V° |}.
On s’intéresse d’abord au premier temps de collision T7.
1. Montrer que, pour v € {—1,1}, f(f (vH'(vs)), ds tend vers +oo quand ¢ tend vers +o0
(o, pour y € R, (y)+ := max(0,y) désigne la partie positive de y).
2. Montrer que la fonction de répartition F5 de T? est donnée par

k—1
Fs(k) =1 — exp (- 3 (U5<x5 +(j + 1)) — Us(zs +jv)>+> Vk € N.

§=0

3. En déduire que, si dxs tend vers  quand & tend vers 0, alors §T? converge en loi quand

0 tend vers 0 vers une variable 77 dont on précisera la fonction de répartition F, sur R.

4. En déduire que, si dxs tend vers xz quand ¢ tend vers 0, alors (6X%5, Vj‘ftg) converge en
1 1

loi quand ¢ tend vers 0 vers une variable aléatoire que 'on précisera (en I'exprimant en
fonction de T7).

5. Soit Y une variable aléatoire de fonction de répartition F. On rappelle que 'inverse
généralisée F~! de F est définie par F~!(u) = inf{t € R, F(t) > u} pour u € [0, 1]. Soit
A une variable aléatoire de loi U([0,1]). Montrer que F'~*(A) a la méme loi que Y.

6. Construire une variable aléatoire S} de méme loi que 77 et, pour tout 6 > 0, une variable
aléatoire S9 de méme loi que 77, de telle sorte que, si dxs tend vers z quand J tend vers
0, alors §5¢ converge presque siirement vers S; quand § tend vers 0.

A partir de maintenant on suppose que z5 = [2/8]. Pour § > 0, z € Z et v € {—1,1} on note
F;s ., la fonction de répartition sur N définie par

k

Fs..(k) =1—exp (— Z <U5(Z + (j+ 1)v) — Us(z +jv))+> Vk eN.

=0
On pose (YP, W¢) = (xs,v) puis, pour tout n € N,

Sn = Fyys s (An) YO =Y+ (S0 -1) W) et Wi, =-w?.

7. Montrer que pour tout k € N, (Y2, W2, S9) a la méme loi que (X%?, Vj‘fg, 0., —TP).
8. Montrer que pour tout N € N,, (6Y;%, W2, 3559) ke[o,N] converge presque sirement quand 9
tend vers 0 vers un vecteur aléatoire (Y,*, Wy, S;)refo,n] dont on précisera la construction.
Pour tout § > 0, on définit RS = 0 et, pour tout n > 1, R? = Z;(l) S2—1/2. Pour tout n € Net
tout ¢ € [RS, RS [, on pose V;’ = (—1)™v. Enfin, pour tout ¢ > 0, on pose X? = x5+ fot Vids.
9. Montrer que (X2, V?),en a la méme loi que (X2, V) ,en.

*

On pose R} = Z;(l) Sy pour tout n € N. Pour tout n € N et tout ¢t € [R}, Ry, [, on pose
V¥ = (—1)"v. Enfin, pour tout ¢ > 0, on pose X; = = + fg Vids.
10. Montrer que pour tout N € N, et pour tout (t1,...,ty) € RY,

((5)2?1/67‘%?/5)77(5)2?]\1/57‘77&?\;/6)) Q ((levﬁj)u?()z:]v?f/tz>>

6—0

11. En déduire que pour tout N € N, et pour tout (¢,...,ty) € RY,
5 5 5 5
((OXF 51 Vit 1) - (0X G 51 Vi)

converge en loi, quand ¢ tend vers 0, vers une limite qu’on précisera.
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