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’Les différentes parties du probléeme ne sont pas indépendantes

Notations

On note N(0,1) la loi normale de moyenne 0 et de variance 1. Si X est une
variable aléatoire, on note E(X) son espérance et Var(X) sa variance. On rappelle
que X est une variable aléatoire de Poisson de parametre \ lorsque

n

P(X =n) = e’A—' pour tout n € N.
n!

On dit que X suit la loi de Bernoulli de parametre p € [0, 1] lorsque
p=PX=1)=1-P(X =0).

Toutes les variables aléatoires sont définies sur un espace de probabilité commun
(Q, A, P). Si p est une loi de probabilité sur N, alors pour tout k£ € N, on note pu(k)
la probabilité affectée par p au singleton {k}. On note enfin E(X |Y') lespérance
conditionnelle de X sachant Y.

Si E est un ensemble fini, on note |E| son cardinal. Pour tout n € N*, on note
B,, 'ensemble des partitions de {1,...,n}. Pour tout B € B, et tout b C {1,...,n}
non vide, on note b € B lorsque b fait partie de la partition B, et on dit que b est
un bloc de B. La partition B est constituée de |B| blocs. Pour tous b,0 € B avec
b#UV,onabnt =g. On a également |b| > 0 pour tout b € B et

{1,....n} =0

beB

On note enfin B** Iélément de B, obtenu & partir de B en remplacant le bloc
b € B par bU {n + 1}. Notons que |B*"| = |B].

Un modéle de croissance

Le but de ce sujet est d’étudier I’évolution au cours du temps d’une population
répartie en groupes. A l'instant n € N*, la population comporte n individus, nu-
mérotés de 1 a n, et les groupes qu’ils constituent sont modélisés par une variable
aléatoire B,, a valeurs dans B,,. Chaque bloc correspond a un groupe.

On pose By = {{1}}. A V'instant n+1, un nouvel individu rejoint la population et
décide soit de rejoindre I'un des | B,,| groupes déja constitués avec une probabilité
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proportionnelle au nombre de membres du groupe (grégarisme), soit de créer un
nouveau groupe (individualisme).

On modélise par 6/(n+60) la probabilité qu’a I'individu n+1 de créer un nouveau
groupe, ot # > 0 est un parametre réel fixé et inconnu (identique pour tous). La
population ne fait que croitre, et comporte n individus au temps n. Le numéro
d’un individu correspond exactement a son temps d’arrivée dans la population. Les
individus ne meurent pas et ne quittent pas leur groupe. La suite (Byi1)ken est une
chaine de Markov d’espace d’états U, B,,.

Rappels

On dit qu’un suite de variables aléatoires (Xj)gen & valeurs dans un ensemble
au plus dénombrable E est une chaine de Markov lorsque pour tout k € N et tous
Xg, ..., Tk, Tpr1 dans E, on a

P(Xps1 = g1 | Xo = w0, ..., Xp = 1) = P(Xpq1 = Tpy1 | Xi = 7).
La loi de Xy est appelée loi initiale et I'ensemble E espace d’états. On dit que

la chaine est homogéne lorsque pour tout k£ € N et tous x,y dans F, la quantité
P(Xyy1 = y| Xk = x) ne dépend pas de k.

Partie 1

Cette partie est consacrée a une premiére étude de la chaine de Markov (B 1)gen-

1. Montrer que pour tout n € N* et tout B € B,

> bl =n

beB

2. Montrer que pour tout n € N* et tout B € B,, et B’ € B,,,1,

b
1 si B' = B pour un b € B
0+n
o By 0
P(Bni1 = B'| B, = B) = T si B'=BU{{n+1}}
0 sinon

3. La chaine de Markov (Byi1)ken est-elle homogene ? Préciser sa loi initiale
4. Préciser I’évolution de la population dans le cas extréme ou 6§ = 0

5. Préciser ’évolution de la population dans le cas extréme ou 6 = 400



Partie 11

Cette partie est consacrée a la loi de la partition aléatoire B,, ainsi qu’a ses blocs.
1. Etablir par récurrence que pour tout n > 1 et tout B € B,

o T(bl - 1)
O@+0)@+1)---(@+n—1) '

beB

P(B, = B) =

2. Soit B une partition de {1,...,n} en blocs by, ..., bp. Pour tout 1 <i < n,
soit a; le nombre de blocs de taille + de B. Montrer que

a1+2a2—|—~-+nan:n
3. Avec les notations de la question précédente, établir que le nombre de partitions
B € B, a nombres a4, ...,a, prescrits vaut
n!
?:1(2'!)‘”@-!

4. Pour tout n > 1 et tout 1 <1 < n, soit C,; le nombre de blocs de taille ¢ de B,
de sorte que n = Cy 1 +2C, 2+ - - - + nC,, ,,. Déduire des questions précédentes
que pour tous entiers 0 < aq,...,a, < n tels que a1 + 2as + - - - + na, = n,

n! A
P(le—al,...,C’n,n—an)_(Q_i_o)(g_i_l)...(e_}_n—l)i:]‘_[lai!(i)

5. Pour tout n > 1, on pose C,, = (Cp1,...,Cphpn) ot Cp; est comme précédem-
ment. Montrer que la suite de vecteurs aléatoires (Ci1)ren est une chaine de
Markov non homogene dont on précisera ’espace d’états.

Partie 111

Cette partie est consacrée a ’étude du nombre de blocs |B,,| de B,,.
1. Montrer que la suite (| Bg+1])ken est une chaine de Markov non homogene

2. Montrer que pour tout n > 1, |B,| = &+ - -+&, ou &y, ..., &, sont des variables
aléatoires indépendantes de lois de Bernoulli vérifiant pour tout 1 < k <n

0
P& =1)=1—-P&.=0)=——
(€ =1) (& =0) =5 Ny
3. Montrer que pour tout n > 1, on a
n—1 6 _
E(|B,|) = —— et Var(|B,
(| |) — 9+k§ € ar | | Z 9+k.

k=
La suite (| Bgr1|)ren constitue-t-elle une martingale ?
4. Montrer que E(|B,|) ~ 6#1n(n) et Var(|B,|) ~ 61n(n) quand n — 400

5. Etablir que
|B.| P
o

1n<n) n—oo

. P, _
ol — désigne la convergence en probabilité.



Partie IV

On étudie dans cette partie le nombre de blocs de taille n de B,,, noté C,,,.

1. Montrer que C,,,, vaut 0 ou 1 et que C,,,, = 1 si et seulement si |B,| =1

2. Etablir que
—1

k

=1

3

o

3. En déduire que lim,,_,oo P(C,,,, =1) =0

4. En déduire que presque-siirement, C,, ,, = 0 a partir d’un certain rang sur n.

Partie V

Dans cette partie, on étudie le nombre de blocs de taille 1 de B,,, noté C,, ;.

1. Montrer que (Cki11)ken est une chaine de Markov d’espace d’état N et que
pour tout n > 1, tout 0 <a<nettout 0 <a' <n-+1,ona

0
sia =a+1
0+n
a sia =a—1
. 0-+n
0 a .,
— — sia =a
04+n 6O+n
0 sinon

2. En déduire que pour tout n > 1,

al@+n—-1)+0
0+n

E(Cn+l,l ’ Cn,l = (1) =

3. En déduire que pour tout n > 1,

nb

MO =0

4. Si X et Y sont des variables aléatoires & valeurs dans N avec X de carré inté-
grable, on définit Var(X | Y) = E(X?]Y)—E(X]|Y)? Montrer que Var(X |Y) >
0 et que
Var(X) = E(Var(X |Y)) + Var(E(X | Y))
5. En déduire que pour tout n > 1,

n(n—1)(n — 2+ 20)0

Var(C,, 1) = (n+6—2)(n+6—1)2




Partie VI

Cette partie est consacrée a l’étude d’'une distance sur l'ensemble des lois de
probabilités sur N. Si p et v sont des lois de probabilité sur N, on définit

dv (p,v) = sup [1(A) —v(A)].

Si X et Y sont des variables aléatoires sur N de lois respectives u et v, on pose par
commodité dy (X,Y) = dy(u, v).

1.
2.

Montrer que dy est une distance sur I’ensemble des lois de probabilité sur N

Etablir que si p et v sont des lois de probabilité sur N alors

2dy (p,v) = Y |u(k

keN

. Etablir que si p et v sont des lois de probabilité sur N alors

2dV(M7V):§1€1£_‘/fd,U_/de

ou F désigne 'ensemble des fonctions définies sur N et a valeurs dans [—1, 1]

Soit (X, )nen une suite de variables aléatoires sur N et p une loi de probabilité
sur N. Pour tout n € N, on note u, la loi de X,,. Montrer que les propriétés
suivantes sont équivalentes :

(a) X, converge en loi vers p
(b) lim,, o0 ptn (k) = p(k) pour tout k € N
(¢) limy oo dv (ptn, 1) =0

. Montrer que si £ est une variable aléatoire de Bernoulli de parametre p € [0, 1]

et P une variable aléatoire de Poisson de méme moyenne alors

dV(ga P) S p2

. Montrer que si (Xg)i1<k<n €t (Yi)i1<k<n sont des suites de variables aléatoires

indépendantes a valeurs dans N alors

dy(X1+- 4+ Xn, Y1+ Z (Xk, Y2)
En déduire que si &;,...,&, sont des variables aléatoires indépendantes de
loi de Bernoulli de parametres respectifs pi,...,p, et si P, est une variable

aléatoire de Poisson de moyenne p; + - - - + p,, alors

n

dV(&"""""men)Szpz (**)

k=1



Partie VII

Cette partie est consacrée a I’étude des fluctuations asymptotiques pour la conver-
gence en probabilité de |B,|/In(n) vers § obtenue en (x). Elle met en ceuvre la dis-
tance dy étudiée précédemment. On admettra qu’on peut remplacer, dans le membre
de droite de (x*), la quantité S-7_, pi par la quantité plus petite

Pit- 4+

1 —exp(—p1—"—pn .
( p(=p1 p))p1+---+pn

D’autre part, afin d’alléger les notations, on pose
A\ =E(|B,|) et o2 = Var(|B,|)

et on note P, une variable aléatoire de Poisson de parametre A,,.

1. Etablir que
nh_{godv(’BnLPn) =0

2. Etablir que pour toute fonction f: R — R continue et bornée,

(2252

3. En utilisant lim,, ., A\,/02 = 1, établir que

< 2(sup f1) dv(|Bal, o)

Pn - )\n oi
tn e o aAf(0,1)
Un n—oo
4. Etablir que
Bn - )\n oi
Bal = 101, (0,1)
O-TL n—oo

5. Etablir que si (X,,),en est une suite de variables aléatoires convergeant en loi
vers une loi de probabilité u et si (ay)nen et (b, )nen sont deux suites de réels
convergeant vers a et b respectivement alors (a, X, + b,)nen converge en loi
vers la loi de aX 4+ b ou X suit la loi p

6. En déduire que

|Bn| - Hln(n) IOHI N(O, 1)
Oln(n) "7

7. Soit a €]0,1[. Déduire de la question précédente un intervalle de confiance

asymptotique pour ¢ au niveau de confiance 1 — «, en fonction d'un quantile
de la loi N(0,1).

— Fin de I’épreuve —



