Les différentes parties du sujet sont indépendantes.

Soient m, n € N* et f: O C R” — R™ une fonction de classe C'! définie sur un ouvert O de

R™. On note Vf(z) = (gf (:L'))
J 1<i<m,1<j<n

Lorsque m = n, on peut déterminer numériquement les zéros de f a l'aide de la méthode de
Newton. Cette méthode est fondée sur ’étude de la suite

€ R™*™ gon gradient au point z € O.

Tyl = Tk — Vf(a:k)*lf(xk), pour tout k € N
ol g € R™ est donné. Ici Vf(zi)~t € R représente, s’il existe, I'inverse de la matrice
p 9 M

Vf(zg).

Partie I

On suppose ici que m = n = 1 et que f est analytique sur un intervalle ouvert I C R. Pour
tout = € I tel que f'(x) # 0, on pose

_1_
k—1

1 fW()
fi(z) k!

a(z) = sup
k>2

2
1. Soient x, y dans I tels que f'(x) #0, f'(y) #0et v =|y —z|a(z) <1 - \2f

(a) Montrer que

‘f’(y

) - ok
HO) 1’ < kg(kﬂ) .

1

En déduire que

f'@)]| _ (1 —wv)?
7w = s
avec p(v) = 1 — 4v + 202
(b) Montrer que
a(z)
R )
e )| 1 @
Y —Y —v ° —x|).
T3l = e (-0 +1o-)

2. Soit Z € I tel que f'(Z) # 0. On définit » > 0 et 0 < ap < 1 et on suppose que

VR @
vo =ra(z) <1-— > et @)

a(z) < ap.




(a) Montrer que, pour tout y €]z —r, & + 7|

/(W) < A

(1 — Uo)O&o + vo
p(vo)?

ou =2 et ¢ : I — R est définie par

I
YTy

(b) On suppose que A < 1 et que ag + A\vg < vg. Montrer que dans ce cas ¢ admet un
unique point fixe z, dans |z —r,Z + r].

(y) = Vy €I tel que f'(y) # 0.

Partie 11

On chercher a utiliser la méthode de Newton pour déterminer les racines d’un polynéme.
Soit P € C[X] un polynéme de degré n :

P(z) = 2" —a12" ' +agz™ 24+ (=1 a; a4+ (=) ay.

On suppose que P admet n racines que 'on note rj, 1 < j < n. On peut écrire P sous la

forme suivante : Vx € C,
n

P(x) = [[(x ).
j=1
On note r = (15)1<j<n € C", A = (aj)i<j<n € C" et S(r) = (5;(r))1<j<n € C" avec les
fonctions symétriques s; définies par

so(r) =1

si(r) = Z iy -7y pour 1 < j <m.
1<iy<<ij<n

On note aussi s;j(7) la fonction symétrique relative au vecteur r privé de sa k-ieme com-
posante :
8§ (k) = 8i(r, = Th—1, Tkt 1,7+ 5 Tn)-

Déterminer les racines de P revient a résoudre le systeme non linéaire :
sj(r)=a;,1<j<n & S(r)=A.

On peut appliquer la méthode de Newton a ce systeme et considérer la suite définie par
r? € C" puis, pour tout m € N, r™+1 = ¥(r™) ot ¥(r) est défini pour tout r € C" tel que
VS(r) est inversible par :

U(r) =r—VS(r) HS(r) — A). (1)



1. Montrer que VS est donné par :

80(?1) So(fz) e 50(7in)
VS(r) = 51(71) s1(f2) -+ 51(7n)
Sp—1(71) Sn—1(f2) -+ Sp_1(7n)

2. On définit A(n,r) = det(VS(r)).

(a) Montrer que

A(n,r) =Cyp H i —Tj),

1<i<j<n
ou (), est un réel qui ne dépend que de n.

(b) Montrer par récurrence que C,, = 1 pour tout n € N*.

3. Soit r un élément de C™ dont les coordonnées sont distinctes deux & deux. On définit
le polynéme de degré n — 1 : Vx € C,

n
Z Sk 1 ) n—k

M;(z) = =L
H(T’] — Tk)
k#j

(a) Montrer que, pour tout 1 <1i,j <n, M;(r;) = d;; ou
s {1 sii=j
Y1 0 sinon.

VVS(r)D = I,

(b) Montrer que

ot V est la matrice n x n définie par V;; = (—1)j_17“?_j, pour tout 1 < 4,57 <n
et D est une matrice diagonale a déterminer. En déduire que l'inverse de V.S est
donné par

()t

[T =)

ki

(VS(r) ™)y =

4. Montrer que la fonction ¥ définie par (1) est donnée par :
P(ri)

H(Ti_rk),

ki

\I/Z(T) =T; —

pour tout r € C™ dont les coordonnées sont distinctes deux a deux.



Partie II1

Dans le cas ou le gradient de la fonction f : O C R™ — R™ pour laquelle on cherche des
zéros ne peut pas étre calculé, on considere ici une variante de la méthode de Newton. Cette
méthode, appelée méthode de Broyden, consiste a se donner zy € R™ et une approximation
Ap € R™"™ du gradient de f en xg et a introduire pour tout k& € N,

U = _Alzlf(xk%
Tht1 = Tk + Uk,
Uk = f(@rg1) — fon),

(yx — Apug)ul,

Apy1 = Ap +
+ ul up,

On définit la norme matricielle ||| - ||| par : VA = (Aij)1<ij<n € R™"

[JA[]] = tr(A"4)'/2,
n

ou tr représente la trace et est défini par tr(M) = Z M, VM = (M;j)1<i j<n € R™*".

On définit de plus la norme vectorielle || - ||2 par :
1
n 2
lylle = (Z %2) , Vy = (yi)i<i<n €R"
i=1
et la norme matricielle ||| - |||2 induite par || - ||2 c’est-a-dire :
[ Az]l2
HAlll2 = sup

zern |jzllazo 1Zll2

1. On définit lespace Q(y,u) = {B € R"*"/Bu = y}. On suppose qu’on est a 1’étape k
et que Ag, yr et up sont connus. Montrer que Ay11 est I'unique solution du probleme :
trouver B, € Q(yg, ux) tel que

11Bs = Agll[|* = min  [|[B — A[[]*.

2. On suppose que f est de classe C' sur @ C R™ un ouvert convexe et qu’il existe o > 0
tel que

IVf(x) = Vil <ollz —yllz, Yz, y € O.

Dans cette question et dans la suite de la Partie III, on se donne un élément z, € O et
on note ey = Ty — I, pour tout k € N,

(a) Montrer que pour tout z, y € O,

— Tull2 £ [l2 — il

||f(93)_f(y)—Vf(x*)(g;_y)HZSUHZ/ s

Pour cela, on pourra utiliser la fonction ¢(t) = f(y + t(z —y)), pour 0 <t < 1.

ly = ll2-



(b) Montrer que pour tout A, B dans R™*",

HABII] < ([Nl [[B][l2-

(¢) Montrer que, pour tout k € N,

t
o
e = 7 < 1A = TF) (1 = 22 ) 11+ Glensall + el
En déduire que, pour tout k € N,
o
1Akt = V@Il < 114k = V@)l + 5 (lewll2 + ller]2)-

3. En plus des hypotheses de la question 2, on suppose que =, € O satisfait les propriétés
suivantes pour un certain g > 0 :

f(xs) =0, V() est inversible et |||V f(x) || < 5.

Soit 7 > 0 tel que B(x,7) C O. On considere 6 > 0 et € > 0 tels que 6465 < 1, e <7 et
30e < 26 et on suppose que

[[Ag = Vf(z)|l] <6 et [[xo —zsll2 <€

(a) Soit i > 1. On suppose que pour tout k =0,1...,7i— 1, 23 € O, Ay, est inversible
et :

1 ek
e = Vsl < (2 55 )0 et ewaall < 512, @)

(i) Montrer que
1
114s = V)l < (2—21.) 5

En déduire que A; est inversible et donner une borne sur |[|A;|].

(ii) Montrer que
Aieipr = (= f (@) + f(22) + Vf(z)ei) + (A = Vf(2))es.

En déduire que
[[€3]]2

leitall2 < 5

Conclure que (2) est vraie pour tout k € N.

Dans la suite, nous allons améliorer ces résultats et montrer que :

lim leksillz (3)
k—4o00 H6kH2



(b) On suppose que

iy (AR = V(@) |2

=0. 4
k—4o00 Hung ()

Montrer que
o I rle

=0.
k—+o00 HUkHQ

Montrer qu’il existe m > 0 tel que, pour tout k € N

If(zrs1)ll2 = mllegsall2-

Conclure que (3) est vérifiée.

(¢) Il reste donc & montrer que 'hypothese (4) est satisfaite. Soit By, = Ar — V f(z4).
Montrer que

1 | Brugll2\? 30
Byl < 1| Brll| — ( + —llexl|2-
2[|Belll '\ [lukll2 4

|| Brur |3

5 est convergente et conclure.
[[url|3

En déduire que la série >

Partie IV

On considére maintenant une fonction f de classe C! définie de © C R" dans R™ avec n < m.
Nous allons proposer une généralisation de la méthode de Newton dans ce cadre. On dit que
LT € R™™ est linverse généralisé d’une matrice L € R™*" si

LL'L =L, L'LL' = LT, (LLY = LLT, (L'L)! = L'L.
Soit E un sous-espace vectoriel de R™, on note Ilg la projection othogonale sur E.

1. Soit L € R™*™ une matrice donnée. On suppose qu’il existe une matrice M € R™*™
telle que LML = L et (LM)! = LM. Montrer que LM = Iy, 1.
Soit b € R™. Montrer que
inf ||Lz — b||2
reR™
est atteint pour x = Mb.

2. Soit L € R™*™ une matrice telle que Ker L = {0}. Dans ce cas, l'inverse généralisé de
L est donné par la formule suivante :

Lt = (Ltn)~'rt.
On vérifie facilement que L'L =1, et LLT = Iy, ;. Montrer que, pour tout A € R™*™,

DLY(A) = —LTAL" + (L'L) " A"y, 1 -



3. On définit la méthode de Newton de la facon suivante : zg € O étant donné, on pose,
VEkeN, xpi1 = ®(x) on @ est donné par

®(z) = o — (Vf(2)'f(2),

pour tout z € O tel que V f(x) est injectif. On définit F': O +— R par :

F(z) = @)}

ou || - ||2 est la norme euclidienne sur R™.

(a)

Montrer que
®(x) =2 < VF(x) =0.

On suppose & partir de maintenant que f est de classe C? sur O. Pour tout € O,

O*F
calculer D?F(z) € R™ " défini par D*F(x);; = W($)
i0%;j

Soit z € O tel que V f(x) est injectif.

Calculer V®(z). On note Ogn le vecteur nul de R™. Montrer que si VF(z) = Ogn,
alors

Vo(z) = ( f@)'V () D f(2)' f (=)
ot (D*f(a kz 83:] fr(@).

Soit z, € O tel que Vf(z,) est injectif et tel que VF(x,) = Ogn. Montrer que si
le spectre de V®(x,) est inclus dans | — 1, 1] alors z, est un minimum local strict
de F.

Fin de I’épreuve



