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I Théoréme ergodique en moyenne de Von Neumann
1. On va montrer que quels que soient A, B,C € M(), on a
p(AAC) < u(AAB) + p(BAC).
En effet, d’apres I'inégalité triangulaire,
My | < Il —Tlg| + s —Tc|,

soit
Iaanc <laap +Hlgac.

Il suffit alors d’intégrer par rapport a u pour conclure.

(T2 (A)AA) < p(T-2(A)AT(A)) + u(T (A)AA).

Cependant T~ ( AT (A ) =T YT~Y(A)AA)). Comme T préserve p,
(T2(A)AT™H(A)) = u(T7H(A)AA)). Ainsi

T2 (A)AA) < 2u(T~H(A)AA) =
don p(T72(A)AA) =
3. L’égalité est établie pour n = 0,1. Maintenant
(T~ D (A)AA) < p(T=HD(A)AT(A)) + p(T"(A)AA).

OnaT~"tD(A)AT(A) = T~"(T~'(A)AA). Comme T préserve ji, ses
itérées aussi, d’ott u(T~ "+t (A)AT"(A)) = w(T~(A)AA) = 0. Ainsi,
(T~ (A)AA) < u(T~"(A)AA) et la récurrence est alors évidente.

4. Remarquons que quelque soient les ensembles A, (B;);en, on a U'inclusion
AA(UieNBi) C Ul'eNAABi.

Cela se voit aisément en passant au complémentaire: si pour tout entier
i, Iy (w) =1p,(w), alors 4 (w) = max;en(ls, (w)) =1, 4, (w). Par sous-

additivité, on aura donc

WAA(UienB:)) <> p(AAB).

ieN



En particulier, avec B; = T~ ("++1)(A), cela donne

HAAUns it T (A) < 3 p(AAT"(4)) = 0.
n>k+1

Remarquons encore que quelque soient les ensembles A, (B;);en, on a
AA(NienB;) C UienAAB;.

La encore, cela se voit aisément en passant au complémentaire: si pour
i, Iy (w) =1, (w), alors Iy (w) = infenllp, (w)) = Ih,4,(w). Par sous-

additivité, on aura donc

WAA(NienB:)) <> p(AAB).

€N
+oo
Cela donne le résultat voulu en prenant B; = _LJ+2 T-"(A).
5.
B = N1 s

= 0 T U TT(B))
+oo “+o0o

= N (U TrHr™r
BT rh )
“+o00 +oo

= N U —(n+k)
o U T (B))
+oo

= N U —i
k=1 ( i>k+1 T (B))

Ainsi B apparait comme 'intersection d’une famille décroissante d’ensembles:
on peut sans dommage enlever le premier terme de 'intersection:

N +oo +oo i
B = kg2 ( iz%—&-l T(B)
N AR 0: %)
k=2 n=1
+ o0 400
= N T U T (B))
+oo +oo
= 0 TN U TB)

+oo +o00
= (0 TR0 T (B)

k=1

- T77'(B)

6. D’apreés la question précédente A est invariant par T et on a montré au
début de cette méme question que
—+oo

i= n U T7(A)).
4 k=1 ( i>k+1 (4))



Vu cette écriture, u(AAA) = 0 est exactement le résultat de L.4.

. Soit f un point fixe de Ur et fi; un représentant de la classe de f. On a
f1 = f1oT, u-presque partout, d’ou

]](—oo,a) © fl :]](—oo,a) © fl oT HnPp-p-
soit
Wyt (—o0,a)) =Wr-1(571 ((~o0,a))) K P-P-

ce qui veut dire que]]fl—l((fooﬂ))AT,l(fl_l((fooﬂ))) est p presque stirement

nulle, soit u(fi ! ((—00,a)) AT (f ! ((=00,a)))) = 0: p(fi*((—o0,a))
est presque invariant pour 7.

Remarquons enfin que si fo est un autre représentant de la classe de f,
(fr (=00, a))A(f5 H((—00,a))) C {f1 # f2}, donc est de mesure nulle:
la classe de f; *((—o0,a)) modulo x ne dépend pas du représentant choisi,
ce qui légitime 'écriture f~1((—o0,a)).

. Remarque préliminaire: quels que soient A et B mesurables, on a

ln(A) — pu(B)]

[t
[ 1t a

- / Wap di = p(AAB)

IN

En particulier si p(AAB) =0, u(A) = u(B).

Soit f un point fixe de Ur et fi un représentant de la classe de f. Soit
a un réel queconque. Comme ju(f; *((—o0,a)) est presque invariant pour
T, il existe B, invariant par T, avec u(f; *((—o0,a)AB,) = 0. D’apres
la remarque ci-dessus p(f; ' ((—o00,a)) = p(B,); comme B, est invariant
par T et T ergodique, on a donc u(f;'((—=co,a)) € {0;1}. La fonc-
tion a — u(f; *((—o0,a)) est croissante. D’apres le théoréme de conver-
gence monotone, sa limite en —oo est 0, sa limite en 400 est 1. Soit
ap la borne inférieure des a tels u(f; '((—o00,a)) > 0. Pour tout n, on
a u(fit((=o0,a + 1/n)) > 0, donc u(f;*((—o0,a0 + 1/n)) > 0, donc
w(fi (=o0,a0 +1/n)) =1, et u(f; ((—00,a0 — 1/n)) = 0. Finalement,
pour tout n, u(f; *(Jag — 1/n,a0 + 1/n)) = 1, d’on, d’apres le théoreme
de continuité séquentielle décroissante, u(f; *({ao})) = 1, ce qui signifie
que f1 est pu-presque strement égale a ag: la fonction constante égale a
ap est bien un représentant de la classe de f. Réciproquement, il est bien
évident que les classes de fonctions constantes sont invariantes par Up.



10.

11.

12.

13.

Soient f € R, g € K: il existe h € L? avec f = h — Urh et on sait que
g = Urg. 11 vient donc

(f,9) (h = Urh, g)
= (h,g) —(Urh,g)
= (h,9) — (Urh,Urg)
= (h,g) —(h,9)
=0

En effet, comme noté dans 1’énoncé, Ur étant unitaire préserve le produit
scalaire. R et K sont donc bien orthogonaux.

Soit f € R*.

If =Urfll3 = 17+ U fIIP = 2(f,Urf)
= 1P+ 117 =20, Uz f)
= 2(,/) = 2(,,Urf)
= 2(/,f=Urf)
= 0

car f —Urf € Ret f € R+, Ainsi, f —Urf =0, soit f € K.

(ROK)* ¢ R*NK+ c KNK* d’aprés la question précédente. Mais un
élément de K N K est orthogonal & lui méme, donc nul, d’'out (RS K)* C
{0}, soit (R @ K)* = {0}. On en déduit que ((R® K)*+)+ = {0}*+ = L2
Mais on sait que dans un espace de Hilbert, le double orthogonal d’un
espace vectoriel est son adhérence: ainsi R @ K = L2

n—1
Suf = (- S URF
k=0

Ainsi si f € K, on a par une récurrence évidente UXf = f pour tout
k>1,dou S, f = f pour tout n: la convergence est alors évidente.

Soit f € R: écrivons f = (I — Ur)g avec g € L?.

n—1 n—1
1 1 1
Snf=—> Ui =Ur)g=—> (Ufg—Ur"'g) = ~(f = Upg).
k=0 k=0

Ur préserve la norme donc ses itérées aussi:

1 N 2
150 fllz < —(llgllz + 1U7gll2) = gl

ce qui entraine clairement que S, (f) tend vers 0 dans L2.



14. Pour f € K, Px(f) = f, donc avec 1.12, S,,(f) tend vers Pk (f). Pour
f € R, Pk(f) =0 d’apres 1.9, donc avec 1.13, S,,(f) tend vers 0 = P (f).
Sif =g+h € ROK, alors, S, (f) = Sn(g)+Sn(h) tend vers g+0 = P (f).

Soit maintenant f quelconque et € > 0: par densité, on peut trouver f,
avec f. € ROK et || f—fe]l2 < e. Un projecteur orthogonal est contractant
(au sens large), donc

1P (f = f)ll2 < IIf = fell2 <e.

Pour g quelconque, on a

1 n—1 . 1 n—1
15a(9)ll2 < — > Uzglle = - > gl = llgll2-
k=0 k=0

Comme

Su(f) = Px(f) = Sn(f) = Sn(fe) + Sn(fe) — Px(fe) + Px(fe) — Pr(f)

[Sn(f = f)ll2 + 1Sn(fe) = Pre(fo)llz + | Px (f — fe)ll2
1f = fellz + 1Sn(fs) = P (f)ll2 + || f — fell2
2e +[|Sn(fe) — P (fo)ll2

150 (f) = Prc(f)ll2

IN A IA

Comme S,,(f.) tend vers Pk (f:), on en déduit que

limsup [15.(f) — Pic(f) < 2.

n—-+o0o

Comme ¢ est quelconque, limsup ||S,(f) — Px(f)||2 <0, ce qui montre
n—-+4oo
que S, (f) tend dans L? vers Pg(f).

15. Vu la question précédente, il suffit de montrer que si T est ergodique
Pr(f) = (fX f du)l. Or Pk est le projecteur orthogonal sur K, espace
vectoriel des fonctions invariantes. Mais nous avons vu au 1.6 que si T
est ergodique, les seules fonctions invariantes sont les constantes, donc
Py est le projecteur orthogonal sur I’espace des fonctions constantes: cet
espace est de dimension 1, la fonction constante égale & 1 en forme une
base orthonormée et l’'on a donc

Pr(f) = (f,1)1 = (/Xf dpo)1.

16. Supposons T ergodique. f =14 € L2 donc S,(lly) tend dans L? vers
(/s dp)1 = p(A)1. Par continuité du produit scalaire, (S, (l4).1l) tend



vers (u(A)11lg) = p(A)u(B). 1l reste donc & remarquer que

(Sn(lla),113)

[ Sutuns d
X
1 n—1
*Z/ W o TNy dp
n X
k=0
1 n—1
= EZ/]]T*’C(A)HB dp
k=0"X

— LS uarans)
k=0

Inversement, supposons que la relation est réalisée pour tous A et B
mesurables. Soit A invariant par T et posons B = A: T"F(A)N B =
ANB=ANA= A, donc

n—1

LS wTHA) N B) = p(4),

k=0

qui converge vers pu(A)u(B) = p(A)%: on a donc u(A) = u(A)?, soit
w(A)(1 = p(A)) =0: u(A) € {0,1} et donc T est ergodique.

IT Théoréme d’équirépartition de Weyl

1.
1 n—1
Sn(ej) = — Z ejoT*
™ =0
1 n—1
Snles)) = — > e(Thx)
k=0

n—1
= % Z ej(z + ko)
k=0
1 n—1
= - exp(2imj(x + ka))
k=0

n—1

1
= exp(2imj(x)) - Z exp(2imja)*
k=0

= anej(x)
Avec o, = 1 si exp(2imja) =1 et

11— exp(2imjna)

T 0T — exp(Zinja)



sinon. Ainsi, e; est une fonction propre pour S, avec Spe; = ane;. En
particulier S,,eqg = €eg.

”SnejHoo = ”anejHoo = |an|||ejHoo = |an .

Si « est irrationnel et j # 0, ija ne peut étre entier, donc exp(2imja) # 1
et on a la majoration

1 2

ol < - ——
ol < n |1 — exp(2imja)]

qui donne la convergence uniforme de Sye; vers 0.

1
/ ej du = —/ exp(2imjx) dx = oo j
T1 2 0

par un calcul classique. Si f est dans le sous espace vectoriel engendré
par les e;, il existe un entier NV et des complexes a_y,...,an, avec f =

N
D i N €
Pour j # 0, Spe; tend en norme infinie vers 0 = dg ; = le e; dp. Pour
Jj =0, Spe; = Speg tend en norme infinie vers eg =1 = dg ; = le ej dp.

Par linéarité,
N

Snf: Z aanej

j=-N

converge donc en norme infinie vers
N N
E ozj/lejdu:/1 E ajejd,u:/lfdu
Je—N T T ;2N T

. Puisque C(T!, C), muni de la norme infinie, est un espace complet, la série
>_jez Cj€j, qui est normalement convergente (au sens ou ;7 [lcje;llc =
> jezlcj| < +00) est également convergente dans C(T,C).

. C’est essentiellement la méme preuve qu’au 1.14. Soit € > 0 on peut
trouver N tel que Z|j|>N lcj| < e, ce qui entraine que si on pose f. =
ZIjISN cjej, on a

1= felloo =1 D ceillon < D Hlejesllon = D el < e

l71>N l71>N l7|>N

Par ailleurs, on a pour tout h et tout n: [[Sphllco < [|A|lco-

Sn(f) = (freo) = Su(f) = Sn(fe) + Su(fe) — (fe,e0) + (fe — f,e0)
= Sn(f_f6)+5n(f€)_<f6a60>+<fa_f760>



Cela nous donne

[Sn(f) = {f,e0)lloo [Sn(f = f)lloo + 1Sn(fe) = (fereo)lloo + I fe = flloo
Hf - fs“oo + Hsn(fs) - <f€760>||00 + ”fs - f”oo

26 + HSn(fs) - <f€760>||00

D’apres la question IL1.5, S, (f) tend uniformément vers (f,eq), donc

INIACIA

limsup [|Sn (f) = (f €0)lloo < 2¢.

n—-+o0o

Comme € est quelconque,

limsup [[Sy,(f) = (f, €0)llec <0

n—-+00
et S, (f) converge uniformément vers (f, eq) le fdu.

. Soit f une fonction de classe C*, 1 périodique. Une intégration par parties
donne

1 .y 1 . 1 [ o
T r@etmede = Lip0erm e L [ pinge e do
27r 27 2
1 27 o
= 5 fz )2i7rje_2”” dx

ce qui entraine que pour tout f € Cl(Tl, C),on a
<f/a €j> = 2.7<f’ ej>7

d’ott pour j # 0 |¢j| = [{f,e;)] = %( e;j). D’aprés l'inégalité de Cauchy-
Schwarz, on a donc

> el < Z WO IS es)] 1/2<7Hf||2,
i70 70! 70

avec I'inégalité de Parseval-Bessel. Comme la famille (e;) est une base
orthonormée de L?, on a bien lidentité f = > ._,cje; au sens de la
convergence dans L2.

JEZL

Par ailleurs, d’apres la question I1.4, la série ZjeZ cjej converge pour
la norme uniforme vers une fonction h. La convergence pour la norme
infinie entrainant la convergence en moyenne quadratique et 1'unicité de
la limite en moyenne quadratique donne ||f — k|l = 0. Comme f et h
sont continues, on a f = h.

.Sib—a=1,alorsll,;) = 1 = eg et on peut prendre f, = fr = eo.
Sinon, quitte & composer par une translation, on peut supposer que 0 <
a < b < 1. Posons P(z) = 62° — 152% + 1023, 1l est facile de voir que
P(0) = P'(0) = P"(0) = P'(1) = P"(1) =0 et que P(1) = 1. On a



P'(x) = 302%*(z — 1)> > 0 donc pour z € [0,1], 0 = P(0) < P(z) <
P(1) = 1. En conséquence, la fonction ¥ définie sur R par ¥(z) = 0 pour
x <0, ¥(z) =1pour z > 1et U(x) = P(x) pour z € [0,1] est une
fonction de classe C? & valeurs dans [0, 1]. Soit n tel que 2/n < e. Posons
fu(z) = ¥(n(z — (a—1/n)) pour z € [0, %] et fi(z) =1 — ¥(n(z — b))
pour z € (2£2,1]. Pour z € [a, “E2], on a n(n(z — (a — 1/n)) > 1 et donc
fn(z) = 1. Pour z € (22, b], on an(z—b) <0, et donc fy(z) =1-0=1.
Ainsi f;, est constante égale & 1 entre a et b et donc f;, est C2 sur [0, 1].
Pour z € [0,a — 1/n], on a n(z — (a — 1/n) < 0 et donc fr(x) = 0 Pour
x€[b+1/n,1],onan(zx—>)>1,etdonc fr(zx) =1—1=0. Ainsi, f, se
prolonge en une fonction continue 1-périodique, C? sur [0,1]. Comme fj,
est nulle sur un voisinage de 0, elle est en fait C? sur R. En passant au
quotient, on obtient donc une fonction f;, € C*(T!,C). Par construction
fr est & valeurs dans [0,1]. On a les inégalités

Thap) < fr <Tha_1/nb41/n]

De la deuxieme inégalité, on déduit que

2
/ fnodp < / o 1/npgiym di = (b—a)+ = < / T ) + 6,
T1 T1 n T1

ce qui montre que la fonction f; vérifie bien les propriétés voulues.

Comme 11k, ;; périodisée est aussi I'indicatrice d’un segment, on peut lui
appliquer les mémes techniques, ce qui permet de construire de maniere
analogue la fonction fj.

. Soit € > 0. Choisissons f, et f, comme dans la question précédente. Il
existe N tel que n > N entraine ||S,fy — [ fo dplle < € €t [|Snfn —

J fn dplleo <. fr— S, f est linéaire et envoie toute fonction positive sur
une fonction positive. Les inégalités f, <1k, < fj entrainent donc

Snfo < Sl ) < S fn
ce qui fait que pour tout z € T', on a
[ =2 < 8uhl0) < Slhon(a) < Sufulo) < [ h 42,
ce qui, vus les controles pour les intégrales de f, et f, entraine
(b—a) —2e < Sk, py(z) < (b—a) + 2.
Ainsi n > N entralne

[Slky s — (b — )] < 26

Comme ¢ est arbitraire, cela montre bien que Syll, ;) converge uniformément
vers b — a. Comme

Sn]][a,b] (ZE) = % iﬂ[a,b] (Tk(x))v
k=0



10.

on obtient bien le résultat souhaité.

D’apres 1.14, pour tout f € L2, S, f tend dans L? vers Px(f). D’apres
la question précédente, pour f =1l,s), Snf tend en norme infinie vers
le f du = (f,eo). Comme la convergence en norme infinie entraine la
convergence dans L?, on en déduit que pour f =y, Px(f) = le fdu=
(fieo). f— Px(f) et f— (f er) sont deux formes linéaires continues
sur L2 qui coincident sur I'espace vectoriel engendré par les indicatrices
d’intervalles. Comme cet espace vectoriel est dense dans L2, elles sont
égales, ce qui fait que pour tout f dans L2, d’apres 1.14, S, f tend dans
L? vers P (f) = (f,e0) = [ [ dp.

Soit A un événement invariant. Posons f =1l4. On a, pour tout entier
naturel k,Ily oT* =1l , donc pour tout n on a S, f =14. Comme S, f tend
dans L? vers [, f dp, on a donclly = [, f du. Commelly est presque
stirement égale & une constante, 1(A) = 0 ou 1 suivant que cette constante
est 0 ou 1 (ga ne peut pas étre autre chose). Ainsi, T est ergodique pour

.

IIT Existence et singularité mutuelle des mesures invariantes

1.

On a

1 n—1
ditzgn = — Aok,
[ o P> [ o dsr
1 n—1
2 [ o)
k=0

En appliquant cette identité a la fonction ¢ o T', on obtient

n—1

. 1 e
[ 60T du n};}/aﬁ(T 7o)

Ainsi, en faisant la différence, les termes se télescopent et on obtient

i \
/ngdum,n—/xqsoT Qi = - (0(2) = 9(T")).

d’ol1, avec 'inégalité triangulaire
2
| ¢ dpiggn — ¢oT dzgn| < — B oo
X X n
En particulier, pour tout k,

2
|/ ¢ dpgy,ny _/ poT d#xo,nk| < — ¢ oo-
X X Nk

10



On fait 'hypotheése supplémentaire que T est continue. Alors ¢ o T est
continue, donc, par définition de la convergence faible, on obtient

[ ¢ duspe= [ 00T du..
X X

quelque soit la fonction continue ¢: comme tester sur les fonctions con-
tinues suffit & caractériser la loi, on peut dire que pg, . est invariante par
T.

. D’apres le théoreme ergodique, S,ll4 tend dans L2(,u1) vers fX]]A dpy =
p1(A). On peut donc en extraire une sous-suite ¢1(n) telle que Sy, ()
converge pi-presque partout vers pi(A), donc partout sur un ensemble
Bl tel que ,U,l(Bl) =1

. D’apres le théoréme ergodique, Syl tend dans L?(ug) vers [\ 1ly dpg =
p2(A). La suite extraite Sy, (ol tend aussi dans L?(uz) vers [ I dus =
p2(A). On peut donc en extraire une sous-suite ¢ (¢2(n)) telle que Sy, (4, (n))
converge ja-presque partout vers ps(A), done partout sur un ensemble By
tel que ps(Bs) = 1.

. Sur By, Sg, (¢,(n)) vers p1(A) (suite extraite d'une suite qui converge vers
p1(A)). Sur Ba, Sy, (¢y(n)) vers pz(A). Comme pg(A) # pa(A), aucun
point ne peut étre dans les deux a la fois.

. Comme p;(B;) = 1, p;(Bf) = 0, donc on a pour tout A mesurable et
tout i: pi(A) = pi (AN 1) + pi(ANBE) = ui(ANB;) + 0= (AN By).
pi(B1) =1, pa(B1) = p2(B1 N Bz) = p2(@) = 0. pa(Bs) =1, pa(B2) =
w1 (BN Bg) = 11(2) = 0. Ainsi p; et g sont mutuellement singuliéres.

. Il est bien connu que ’ensemble des mesures positives est un coéne. On va
donc se contenter de montrer qu'une combinaison convexe de mesures de
probabilités sur B invariantes par T est de masse totale 1 et est invariante
par T'. Soient p1,...u, de telles mesures, et aq,...,qa, des réels positifs
de somme 1. On pose = > | a;p;. Pour tout A mesurable

A) = aipi(A
=1

StA=X, u(X)=>37"a;u;(X) =31, =1 Donc u est une mesure
de probabilités. De méme

= aipi(T7(A)).
=1

Comme p; est préservée par T, on a pour tout i: p;(A) = u;(T~1(A)),
d’ott en faisant la somme p(A) = u(T1(A)).

11



8. Si pu n’est pas ergodique alors il existe A invariant par T avec 0 < u(A) < 1.
A° est aussi invariant par T car T-1(A¢) = (T1(A))°. Posons a; =
w(A), g = u(A°). On définit p; et po par p1(X) = w(X N A)/u(A) et
2 (X) = (X N A°)/u(A°). 11 est facile de voir que py et pz sont des
mesures de probabilité. On a la combinaison convexe p = a1 + Qofia.
i (T1(X)) = p(T~H(X N A)/p(A) = p(T=1(X) 0 T-1(A))/u(A) —
w(X NA)/u(A) = p1(A). Ainsi g1 € C. De méme ps € C: p est une
combinaison convexe stricte de deux éléments de C: ce n’est pas un point
extrémal. On a donc montré que les points extrémaux de C sont des
probabilités ergodiques.

Réciproquement, montrons que tout élément de C ergodique est extrémal.
Soit 4 un élément de C, combinaison convexe de p = Apg + (1 — A)pa.
On suppose que p est ergodique et que 0 < A < 1. Montrons que pg et
g sont ergodiques. Soit A invariant par translation. p(A4) € {0,1}. Si
1(A) =0, comme p(A) > Apg(A), on a pg(A) = 0. Si p(A) =1, comme
0 = u(A°) > Aug(A°), on a py(A¢) =0, d'ott yy(A) = 1. Dans les deux
cas pg(A) € {0,1} Ainsi g est ergodique. On fait de méme pour pq.

On va maintenant montrer que uq = pg. Soit A mesurable quelconque.
D’apres le théoréme ergodique de Von Neumann, S,ll4 tend dans L?(u)
vers p(A)l. Par continuité de la norme ||Syllall2 tend vers u(A), soit
S S2 du — pu(A)?%. De méme, en appliquant le théoréme ergodique dans
L 1ua) et L2(ny), [y 82 dja — pa(A)? et [y S dpty — pg(AY. En

faisant une combinaison affine des deux dernieres égalités, on a

8% A0+ (1= Nna) = N (A + (1= N4

soit
[ 82 = Mg () + (1= Al

X
Par unicité de la limite, on en déduit que

p(A)? = Mg (A)? + (1 = N pa(A)?,
soit

(Mg (A) + (1 = Npa(A))* = Mg (A)* + (1 = N)pa(A)*.
Comme la fonction z — 22 est strictement convexe, on en déduit que
ta(A) = pg(A). Ainsi pg = pg, ce qui montre que p est extrémal.
IV Ergodicité du décalage de Bernoulli
L T7HA) =T A)N[0,1/2)uT 1 (A)N[1/2,1)

T71(A)N[0,1/2) {x €10,1/2);T(z) € A}
{x €]0,1/2);2z € A}
= [0,1/2)n{x € T2z € A}

= {reThH2ze A}
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Car 2z € [0,1) entraine z € [0,1/2). De méme,
i A)N[/2) = {re[1l/2,):T(x) € A}
{r €10,1/2);22z — 1 € A}
= [1/2,)Nn{r € T2z € A}
= {reThH2r—-1¢c A}
Car 2z € [0,1) entraine x € [1/2,1). Ainsi
T A) ={zeTh2rc Alu{z e T ;20— 1€ A}

Les deux ensembles considérés sont mesurables (images réciproques de A
mesurable par une application continue, donc mesurable), donc T—1(A)
est mesurable. Ainsi T' est mesurable.

T 1 (A)=A/2U(A+1)/2.

On sait que les applications affines envoient un ensemble mesurable sur
un ensemble dont la mesure est celle de I’ensemble de départ multiplié par
le coefficient de Daffinité:
w(T7HA) = MNA/2n[0,1) +A(A+1)/2n][0,1))
= AMA/2) + A((A+1)/2n)
= AMA)/24+ AA)/2 = A(A)

donc T préserve pu.

. On vient de faire la preuve pour £ = 1. On va montrer la propriété par
récurrence. Supposons la propriété acquise jusqu’au rang k. Soit j entre 0
et 28 — 1. Posons B = T7F(A) N[, L5). D’apres la propriété au rang 1
W(T~H(B)N[0,1/2)) = W(T~1(B) N [1/2,1)) = u(B)/2,
soit
w(TH(B)N[0,1/2)) = w(T~H(B) N [1/2,1)) = 27V p(A)

d’apres 'hypothese de récurrence. Or

j J+1
ok 9k
i+ 1

_ p—(k+1 JjoJ+
- T( )(A)m[2k+172k+1)

T-YB)N[0,1/2) = T~ * VA NT7Y(

))N[0,1/2)

et

j J+1
Qika 2k ))Q[I/Qal)
2k 45 2k 4541

2k+1 7 2k+1 )

T-YB)N[1/2,1) = T~ VUA)nT7Y(

— T_(k"’l)(A) all
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Tout entier entre 0 et 21 — 1 est soit entre 0 et 2% — 1, soit la fomme
de 2% est d’un entier entre 0 et 2¥ — 1: on a ainsi couvert tous les entiers
entre 0 et 2811 — 1, ce qui montre bien que la proposition est héréditaire.

. Supposons d’abord que les extrémités de intervalles soient des nombres
dyadiques: il existe z,y,n entiers avec a = 5 < 5% = b Alors

y—1 .

WAND = Y uAN[

j=u

Jj+1
on

)

= joj+1
_ —k J
= LT AN T

= Yot

(y — ©)/2°u(A)
= u(D)p(4)

Les intervalles & extrémités dyadiques forment un 7-systéme qui engendre
la tribu borélienne de [0,1). Les mesures I — u(ANI) et I — pu(A)u(I)
coincident sur un 7-systéme qui engendre la tribu borélienne de [0, 1): elles
sont donc égales sur toute la tribu borélienne de [0,1), donc en particulier
sur les intervalles.

. On a montré que pour A invariant et I borélien u(ANI) = p(A)u(l). En
prenant I = A, avec A invariant, on a u(A) = u(A)?, donc u(A) € {0,1}:
T est ergodique pour pu.

. Traitons d’abord le cas 0 < p < 1. On va montrer que pour tout n, il existe
au moins 2" réels ayant la propriété cherchée. Cela donnera le résultat
voulu.

Soit (a;);>1 une suite de variables aléatoires indépendantes suivant la loi
de Bernoulli de parametre 1 — p sur lespace (2, F,P). La loi forte des
grands nombres dit que P presque stirement

| =

k—1
Z(l —a;) = E[l —aq] = p,
§=0
c’est & dire que P(F) = 1, avec

=

F= {E Z]J{m:o} —p}
j=0

Soit y € {0,1}"™. On pose A, =N_;{a; = y;}. Comme P(F) =1,

P(FNAy) =PN{a =y}) = HP(%‘ =yi) > 0;
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Soit P(FNAy) > 0 donc FNA, # @. Soit we FN A, Posons z(y) =
Z;:g a;j(w)27U*+Y | Les 2(y) sont tous distincts (les combinaisons des n
premiers chiffres sont différentes et les développements sont tous propres
puisqu’ils ont une infinité de 0) et ont la propriété voulue: on a donc
trouvé 2™ nombres avec la propriété voulue.

p = 0: prenons les n premiers chiffres comme on veut, puis pour k > n,
ar = 0 si k est un carré parfait, 1 sinon. On fabrique ainsi autant de
nombre qu’il y a de suites finies de 0 et de 1, donc une infinité. Pour
p =1, il suffit de considérer 1 — z, pour tous les = trouvés pour p = 0.

. Prenons wuy, v; quelconques, puis Up41 = 2(v1 + v+ -+ vn), Unt1 =
2(ug +ug + -+ up). On alterne uy “17, vy 7 “07, ug “17, vy ” “07”, etc.
A la fin d’un bloc de 0 la proportion de 0 dépasse 2/3, a la fin d’un bloc
de 1 la proportion de 1 dépasse 2/3, ce qui montre qu’il ne peut y avoir
de limite pour la proportion.

FIN
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