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Le but de ce probleme est d’aborder la question de la diffusion pour le probléme & deux corps
de la mécanique classique : on considere les solutions des équations de Newton,

Ofx(t,y,q) = VV(z(t,y,q), Vt=>0,

ou V : R — R est un potentiel donné, pour des conditions initiales données par (y,q) €
R™ x R"™ :
'1:(07 Y, C.I) =Y, 8t$(0) Y, Q) =4q.

L’application t — xz(t,y,q), de R4 dans R", sera aussi vue comme une famille (z(¢,y, q))t>0
de points de R”, appelée trajectoire.
On cherche une asymptotique pour cette trajectoire, lorsque le temps ¢ tend vers +oo :
typiquement, on cherchera & montrer qu’il existe p* (y, q), 2% (y,q) € R" tels que

z(t,y,q) — 0" (y.9) — 2" (y,9) — 0,

t—+00

l'application t — z7(y,q) + tp™ (y,q) correspondant & une trajectoire pour la dynamique
“libre” (V = 0).

Notations et rappels

Dans tout ’énoncé, on notera
R4 = [0, +o0], Rj— =10, 4-o0l.

L’espace vectoriel réel R™ est muni du produit scalaire usuel :
m
Vo = (mlv R 7wm) €R™,Vy = (yla - aym) ER™, z-y= Zl'iyi,
i=1

et on note | - | la norme associée.



Pour tous réels T, T» tels que Ty < T%, on munit espace C°([T7,T2],R™) des applications
continues de [17, T3] dans R™ de la norme || - || :

Vg € C°([T1, To],R™), lgllo = sup |g(#)].
te[Th,Tz]

On rappelle que CO([Tt, T3], R™), muni de cette norme, est un espace de Banach.

Lorsque V est une application de R™ dans R, on note, pour tout z € R™, VV (z) son gradient
au point x, c’est-a-dire le vecteur dans R™ dont la j-éme coordonnée est la dérivée partielle
de V par rapport a z; au point x € R™ :

Ve e R™, Vi€ {l,...m}, (VV(2)); =5—(2).

Lorsque f est une application de Ry x R™ dans R™, on note 8;f(t,z) (respectivement,
02 f(t,x)) sa dérivée partielle (respectivement, sa dérivée partielle seconde) par rapport & ¢ au
point (t,z) € Ry xR™ et V, f(t, ) sa matrice jacobienne (“en ) au point (t,z) € Ry xR™ :

V(t,z) e Ry x R™, Vi, j € {1,...m}, (Vuf(t,z))i;= %(t,x),
J

ou f; est la ¢-éme composante de f :

V(t,iﬁ) € ]R-i- X Rmu f(tv JI) = (fl(tv IL’), vy fm(t7x>)
De méme, si g : (z,p) — g(z,p) est une application de R™ x R™ dans R, on note, pour tout
(x,p) ER™ X R™ :

9 B .
Vo) = (e (o)) € R,

g 9y
Vyg(x,p) = (— TyP),y e, —— m,p) c R™.
pg( ) 8]71 ( ) ap'm ( )
On rappelle le théoreme de point fixe suivant :

Théoréme 0. Soit (E1, || - ||1) un espace de Banach, (Ea, || - ||2) un espace vectoriel normé,
et T une application de Eo x Fy dans E; telle que :
(i) pour tout x dans Er, Uapplication y — T (y,x) est continue de Eo dans E; ;
(ii) il existe C' €]0, 1] tel que :
vy € EQ,V.T,JJ/ € El‘) ”T(y7$) - T(y,lfl)”l < CH:C - xllll‘
Alors, pour tout y dans Es, il existe un unique x(y) dans E; tel que
T(y,z(y)) = x(y), et Uapplication y — x(y) est continue de Eo dans Ej.

On dira qu’une application f: R, x R™ — R™ vérifie 'hypothése (H) si :
feCH Ry x R™R™), et

Papplication (¢, z) — Vf(t,z) est bornée sur Ry x R™

(H) (& valeurs dans Pespace des matrices réelles carrées de taille m,

identifié¢ & R™”, muni de la norme | - |).



On rappelle qu’on note f € CH(R; x R™ R™) lorsque f est continue sur R, x R™, de classe C*

sur R} xR™, et lorsque ses dérivées partielles 0; f et Do (pour j € {1,...,m}) se prolongent
g

par continuité & Ry x R™.

De méme, pour k > 1 entier, une application X de R, dans R™ est dite de classe C” si elle

est continue sur Ry, dérivable sur R}, et si ses dérivées jusqu’a I'ordre %k se prolongent par

continuité a Ry .

1l sera tenu compte du soin apporté a la rédaction.

Préliminaires

(1) Soit F : Ry x RY — R¥ vérifant ’hypothese (H) pour m = N. On montre ici que
pour tout ¥ € RY il existe une unique application ¢ — X (¢,Y), de classe C! de R,
dans RY, telle que

X(t,Y)=F(t,X(t,Y)) pourtouttec Ry,
X(0,Y)=Y,

et que pour tout ¢ € Ry, application Y — X (t,Y) est continue de RY dans R¥.
Pour tout 7" > 0, on considére I'application 77, de R xC°([0, T, R") dans C°([0, T], RY),
définie par :

vY € RN vZ € ¢°([0,7],RY), vt € [0,T],
(Ir(Y,2)(t) =Y + /t F(,Z({))dt.
0

(a) Montrer que pour tous 7> 0, Y € RV, Z € €°([0,T],RY), on a bien 77 (Y, Z) €
([0, 7], RY).

(b) Montrer qu’il existe Ty > 0 tel que, pour tout T € [0, Tp], I'application 77 vérifie
les hypotheéses du théoreme 0, pour les espaces (E1, ||-|[1) = (C°([0, 7], R™M), ||[loo)
et (BEa,| - [2) = RY,]|-|), avec par exemple la constante C' €]0, 1] :

C = Tsup{|VxF(t X)|, (t, X) € Ry x RV},

(c) En déduire qu'’il existe Ty > 0 tel que, pour tout 7' € [0, Tp), et pour tout ¥ € RY,
il existe une unique application t — Zr(t,Y), de classe C' de [0,7] dans RV,
telle que

WZp(t,Y)=F(t,Zp(t,Y)) pour tout t € [0,T],
ZT(OJ Y) = K

et que pour tout ¢ € [0, T, Papplication Y +— Z7(t,Y) est continue de RY dans
RY.
(d) En déduire, pour tout Y € RY, I'existence de I’application ¢ — X (t,Y") cherchée.
(e) Montrer, pour tout Y € RY, I'unicité de cette application (on pourra procéder
par restriction & de petits intervalles pour t).



(2) Soit f: R4 x R™ — R"™ vérifant 'hypothese (H) pour m = n. Déduire de la question
précédente (en considérant le systéme différentiel satisfait par (x, d:x)) que pour tout
(y,q) € R® x R™, il existe une unique application t — xz(t,y,q), de classe C? de R,
dans R"™, telle que

F O7x(t,y,q) = f(t,z(t,y,q)) pour tout t € Ry,
Jf(O, Y, q) =Y, th(O, Y, q) =4q,
et que pour tout ¢t € Ry, lapplication (y,q) — (z(¢,v, q), d:x(t,y,q)) est continue de
R?” dans R?".

(3) Soit V une application de classe C? de R™ dans R, bornée ainsi que ses dérivées d’ordre
un et deux. Déduire de la question précédente que pour tout (y,¢) € R" xR", il existe
une unique application ¢ — z(t,y, q), de classe C? de R dans R", telle que

) Ofx(t,y,q) = —VV(x(t,y,q)) pour tout t € Ry,
(,U(O, Y, Q) =Y 8t$<07 Y, Q) =q,
et que pour tout ¢t € Ry, application (y,q) — (x(¢,y,q), Orx(t,y,q)) est continue de
R?" dans R??.

(4) Montrer que, si V' est une application continue de R™ dans R, alors I'application
7+ inf|, . V() est continue de Ry dans R.

Premiere partie

Soit une application f : Ry X R™ — R™ vérifant 'hypothése (H) pour m = n. Ainsi, pour
tout (y,q) € R™ x R", il existe une unique trajectoire ¢ — x(t,, q), de classe C? de R dans
R™, solution du systéme (F), d’apreés la partie “préliminaires”, question (2). On note alors

p(ty,q) = O (t, y, q)-
On dira que f vérifie 'hypothese (H;p) si on a :

(Hy) /000 sup |f(t,z)|dt < oo.

r€eR™

On dira que f vérifie 'hypothese (Hs) si on a :

(Ho) /Ooot sup |f(¢t,z)|dt < oo.

reR™

(1) Moment asymptotique. On suppose que f vérifie (Hy).
(a) En écrivant par exemple

t
p(t,y,q) =q+ /0 At y, q)dt’,

montrer que pour tout (y,q) € R™ x R™, il existe p*(y, q) € R™ tel que :
p(t,y,q) M pT(y,q), uniformément en (y,q) € R” x R™.
—T 00

b) Montrer que I'application (y,q) — p*(y, q) est continue de R” x R” dans R™.
a



(¢) Montrer qu’il existe C' > 0 tel que :
V(y,9) ER" xR", |p*(y,q) —ql < C.

(d) En écrivant par exemple

t
z(t,y,q) = y+f Owx(t',y, q)dt’,
0

montrer que :

x<tay7Q) N p—|—(y Q)-

n n
Y(y,q) € R* x R, ; e

(2) Position asymptotique. On suppose que f vérifie (H;) et (Hp).
(a) Montrer pour tout (y,q) € R” x R”, il existe 27 (y,q) € R" tel que :
v(t,,0) ~ 19" (4,0),— = (y,0), uniformément en (y, ) € B x "
—T 00

Indication : on pourra montrer qu’on a

t e}
w(t,y,Q)—tf(y,Q):y—/o / fw,z(v,y,q))dvdu

et utiliser une intégration par parties.
(b) Montrer que 'application (y,q) — =7 (y, q) est continue de R™ x R dans R™.
(c) Montrer qu’il existe C' > 0 tel que :

Y(y,q) € R" xR", |z¥(y,q) —y| < C.
(d) Montrer que
z(t,y,q) —tp(t.y,9) 2¥(y,q), uniformément en (y,¢) € R" x R".
—T 00

Deuxiéme partie

Soit une application V : R” — R de classe C2, bornée, ainsi que ses dérivées partielles d’ordre
un et deux. Alors, pour tout (y, ¢) € R™ xR™, il existe une unique trajectoire t — z(¢,y, q), de
classe C? de R, dans R", solution du systeme (P), d’aprés la partie “préliminaires”, question

(3)-
Dans toute cette partie, pour alléger les notations, lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité sur le
couple (y,q) € R” x R™, on note

x(t) = 2(t,y,q) et p(t) = S (t,y,q)-
On supposera de plus que V tend vers zéro a Uinfini :
Ve >0, 3r >0,Vz e R", (Jz| > r = |V(z)| < e).
On dira que V vérifie I’hypotheése (H3) sion a :
(Hs3) x - VV{(z) tend vers zéro a Uinfini.



On dira que V vérifie 'hypothese (Hy) si on a :
o0
(Hy) / sup |VV(z)|dr < oo.
0 |z|>r

(1) Conservation de I’énergie. Soit H I'application de R?” dans R définie par :
1
V(z,p) ER" xR",  H(z,p) = 5pI" + V(z).

Montrer que, pour tout (y,q) € R™ x R™, Papplication ¢t — H(z(t),p(t)), de Ry dans
R, est constante.
(2) En déduire que (p(t))s>0 est bornée.
(3) Energie négative. En déduire également (compte-tenu du fait que V' tend vers zéro
a Vinfini) que, si H(y, q) <0, alors (z(t))s>0 est bornée.
(4) On suppose a présent que V vérifie (Hs).
(a) On rappelle que I'application qui & r € R associe e V" sir>0et0sir<O0est
de classe C* sur R. Montrer qu'’il existe y € C*°(R, R) telle que :
v r€]1/2,1[= x(r) > 0,
eR,
r ¢]1/2,1[= x(r) = 0.
En déduire qu'il existe 6 € C*(R,R) telle que :
r<1/2=0(r)=0,

R, 6'(r) >
VreR, 0'(r) >0, et {rzl:e(r)zl.

(b) Pour tout R > 0, on définit, au moyen de la fonction 6 ci-dessus, la fonction
ap € C°(R*™,R) par :
V(z,p) € R" xR", ag(z,p) = (z-p)8(|z[*/R?).
Montrer que, pour tout R > 0 et pour tout (z,p) € R" x R",
{H, ar}(z,p) =(2H (z,p) — - VV(z) - 2V (z)) §(|z[*/ R?)

+ =5l )0 (o),

otl, lorsque f et g sont deux applications de classe C' de R?"® dans R, on note { f, g}
leur crochet de Poisson, application de R?" dans R définie par : V(z,p) € R*xR",

{£,9}(z.p) = Vpf(z,p) - Vag(z,p) — Vo f(z,p) - Vpg(z,p).
En déduire que pour tout x > 0, il existe R > 0 tel que, pour tout (z,p) €
R™ x R™:
(1)siH(z,p) > k, alors {H, ar}(z,p) > 0;
(13)si|x| > R, alors{H, ar}(z,p) > 2H(z,p) — k.
(5) Energie positive. On suppose toujours que V vérifie (Hs).
Soit k > 0. On fixe R > 0 donné par la question (4b). On se donne également
o €]0,1[, € > 0, et on va montrer qu’il existe cg,to > 0 tels que :

VE>0, |z(t)] > colt —to),



uniformément par rapport a (y,q) dans l'ensemble
F={(y,9) €R"xR" | H(y,q) > &, y-q>olyllg|, ly| > R, || > ¢}.

Utilisant & nouveau la fonction 6 de la question (4a) ci-dessus, on pose, pour tout
r>0:

O(r)=1+ /TG(s)ds,

et on définit, pour tout R > 0, la fonction Bz € C*°(R"™,R) par :

2
Vz€R", Bale) = =O(af’/R).
Noter que :
(|lz| > R) équivaut & (Br(x) > R?*/2), et équivaut a (Br(z) = |z|>/2)

(il est recommandé de faire des dessins pour visualiser ces fonctions).
(a) Soit (y,q) € F, et (x(t),p(t))s>0 la trajectoire associée. On pose, pour tout
t>0:

a(t) = ar(xz(t),p(t)), b(t) = Br(z(t)).
Montrer que, pour tout ¢t > 0,
V(t)=a(t) et o' (t)={H ar}(z(t),p(t))

En déduire que, pour tout ¢ > 0,

b(t) > a(0)t 4 b(0).

(b) En déduire que, pour tous (y,q) € F et ¢t > 0,

b(t) > ocRt + R*/2,

puis que, pour tous (y,q) € F et t > 0,

b(t) = 5lo(0)”

(on rappelle que (|z| > R) équivaut & (Br(x) > R?/2), et équivaut a (Br(z) =

|z[*/2)).
(c) En déduire que, pour tous (y,q) € F et ¢t > 0,

lz(t)|? > 2(ceRt + R?/2),
puis qu’il existe un temps ¢; > 0 tel que, pour tout (y,q) € F,
t>t = d(t) > k.
(d) Conclure : montrer qu’il existe cg,tg > 0 tels que :
V(y,q) € F, vt =0, |z(t)] = colt —to)

(on rappelle que 8”(t) = oa/(t) pour tout ¢ > 0).
(6) Montrer que 'hypothese (Hy) implique I'hypotheése (Hgz) (on pourra commencer par
r

comparer / sup |[VV(z)|ds et sup |[VV ()|, pour tout r > 0).
r/2 |z|>s |z|=r



(7) On suppose a présent que V vérifie (Hy). On se donne également les constantes x > 0,
R >0, 0 €]0,1] et € > 0, ainsi que Pensemble F et les constantes cg,to > 0, comme
dans la question (5). On va montrer qu’alors, sur tout ensemble F, on a :

N +
et MRS e i

(a) Pour tous t > 0, z € R"™, on pose :
2
'ﬂ))vva

feo(t,z) = —0 (m

Montrer que pour tout (y,q) € F, on a :
£> 20+ 1= fo(t,z(t)) = —VV (2(¢)).

(b) Montrer que f, vérifie (Hy).
(c) Déduire de la premiére partie qu’il existe une application p™ : F — R™ continue

telle que :
p(t) N p+, uniformément en (y,Q) € F,
t——+o0
x(t) +
et V(y,q) € ‘7:’ t t—Toop ’

(8) Energie nulle. Pour finir, on consideére une trajectoire (z(t))s>o associée a (y,q) €
R™ x R™ tel que H(y,q) = 0. On ne suppose plus que V vérifie (H3) ou (Hy), mais
toujours que V tend vers zéro & U'infini. On pose, pour tout r > 0 :

G(r) = inf V(z).

||=r

(a) Montrer que, s'il existe une suite (ry)gen de réels positifs tendant vers +oco tels
que G(ry) > 0 pour tout k € N, alors la trajectoire (x(t))s>0 est bornée.
(b) On suppose donc dans la suite qu'’il existe r; > 0 tel que : pour tout r > ry,
G(r) < 0. On pose
ro =inf{R>0|Vr >R, G(r) <0}.

Montrer que, s’il existe ¢ > 0 tel que |z(t)| > ro (respectivement, < r¢), alors
pour tout ¢ > 0, on a |z(t)| > ro (respectivement, < rp).
(c) Soit R > rg. On définit K :|rg, +oo[— R par :

r ds
Vr>re, K(r)= [ —e
r>ro, Kir) /R|2G<s>|1/2

Montrer que K est une bijection de classe C! de |ro, +oo[ sur K(]ro,+oo[) =
K (ro), +o0[. On note K ! P’application réciproque.
(d) Montrer que, si |y| > 7o, alors pour tout ¢ > 0,

0(lz(8)]) < |9(t)] = |2V ((2))["/?.
Dans ce cas, en déduire que :

vt>0, [z(t) <K't - K(ly)).



K(r) z(t)

— +00, et en déduire que 5 o 0

(e) Montrer que

Fin de I’épreuve

10
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