C 33122 ‘ J. 4813-B

PROBABILITES ET STATISTIQUES

Les parties II &4 V du probléme sont indépendantes. Le but est d’étudier divers
aspects de l'espérance d’une suite (X,,n > 1) arrétée par des temps d’arrét 7 :
détermination de temps d’arrét optimaux, c¢’'est & dire maximisant P’espérance de la
suite arrétée sur la base de 'information dont on dispose quand on prend la décision et
"inégalités du prophéte” comparant 'espérance de gain optimal obtenue par un joueur
qui s’arréte & Vinstant n sur la base des observations antérieures & n et Pespérance de
gain du prophéte qui, connaissant toutes les observations (v compris celles du futur)
s’arréte au maximum de la suite des observations.

Notations

On rappelle que par convention inf ) = +o0o. Dans tout le probléme, P désigne une
probabilité définie sur un espace mesurable (2, ). Si X : t — R désigne une variable
aléatoire, on note o{X) la tribu engendrée par X et pour tout ensemble borélien 4 C R,
onnote {X € A} = {we Q: X(w) € A}.

Sur l'ensemble §2 on fixe une filtration, c’est 4 dire une suite croissante (F,,n > 1)
de sous-tribus de F (telles que F, C F,41 pour tout n > 1) et on note F, la tribu
engendrée par Up>1Fn.

Tournez la page S.V.P.




—_— =

On note N* ’ensemble des nombres entiers n > 1 et N* = N* U {+00}. Un temps
d’arrét est une application 7 : @ — N* telle que pour tout entier n > 1, {r = n} € F,.
On note T (respectivement T') 'ensemble des temps d’arrét bornés (respectivement de
tous les temps d’arrét). Pour tout temps d’arrét 7, on note

F,={A€eF:¥n2>1, An{r=n} e F}

Si a et b sont des nombres réels, on note @ V b (respectivement a A b) le maximum
(respectivement le minimum) de a et . Si X : @ — R est une variable aléatoire, on
note X = X Vv 0, X~ = (—X)VO0 et si X est intégrable, on note E(X) I’espérance
de X. Pour tout ensemble A € F, on note A° le complémentaire de A, 14 la fonction
indicatrice de A. Si G désigne une sous-tribu de F et si X est une variable aléatoire
intégrable, on note E(X|G) 'espérance conditionnelle de X sachant G et pour toute
variable aléatoire Y, on note E(X|Y) = E(X|o(Y)).

Soit (X,,n > 1) une suite de variables aléatoires intégrables. On dit que cette
suite est adapiée st pour tout entier n > 1 la variable aléatoire X,, est mesurable par
rapport & la tribu F,. Si (X,,n > 1) est une suite adaptée de variables aléatoires
intégrables et si 7 est un temps d’arrét, on note X, la variable aléatoire définie par
Xr =30 Xn 1{r=n}, Cest & dire :

X, (w) = Xn(w) sur Vensemble {r =n}, 1 <n < 400,
771 0 sur ensemble {7 = +oo}.

On note

X*=supX,

n>1
et pour tout entier V > 1, on note

Xy = sup X,
1<n<N

On rappelle enfin qu’une suite adaptée (X,,n > 1) est une surmartingale si pour
tout entier n > 1, E(X, | F,) < X,.

I - Premiéres propriétés

1. Montrer que 7 est un temps d’arrét si et seulement si pour tout entier n > 1,
{r < n} € F, et qu'alors pour tout entiern > 1, {7 > n+ 1} € F,.

2. Montrer que si ¢ et 7 sont des temps d’arrét, o V7 et o AT sont des temps d’arrét
et que si ¢ < T, alors F, C F,.

3. Montrer que si 7 est un temps d’arrét et si X est une variable aléatoire, X est
mesurable par rapport & la tribu F; si et seulement si pour tout entiern > 1, X
restreinte & {r = n} est mesurable par rapport & F,.
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4. Soit (X, , n > 1) une suite adaptée de variables aléatoires et 7 un temps d’arrét.
Montrer que X, est mesurable par rapport a F,.

5. Montrer que si 7 est un temps d’arrét et si X est une variable aléatoire intégrable,
E(X|F,) = E(X|F,) sur 'ensemble {r = n}.

6. Soit (X,,n > 1) une suite adaptée de variables aléatoires, A un ensemble borélien

de R et o : @ — N* I'application définie par o(w) = inf{n > 1: X,(w) € A}
Montrer que pour tout entier N > 1, 0 et 7 = 0 A N sont des temps d’arrét.

II - Temps d’arrét optimal pour une suite finie

On fixe un entier N, une suite adaptée (X,,1 < n < N) de variables aléatoires
intégrables et on cherche & maximiser E(X,) pour r € T, 7 < N.

Pour tout entier n € {1,--- N}, on note T} 'ensemble des temps d’arrét 7 tels que
n <7< NetTy=Ty. On définit par récurrence décroissante la suite de variables
aléatoires S,,1 < n < N en posant

Sy = Xy puis pour tout n € {N —1,---,1}, 8, = max(X,;, E(Sy+1|F)) .
Pour tout n € {1,---, N}, on note
T =inf{i >n: X;=5}.

1. Montrer que 7, € TR et que (Sp,1 < n < N} est la plus petite surmartingale
supérieure ou égale 4 (X,,,1 <n < N).

2. Montrer que pour tout n € {1,---,N — 1} et tout temps d’arrét o € Tf,
E(X,[F.) € Sp.

3. Montrer par récurrence décroissante sur n que pour tout entier n € {1,--- , N},
E (X, |Fa) = Sa-
En déduire un temps d’arrét optimal dans Ty, c’est & dire un élément 7* de Ty

tel que E(X,») = sup{E(X,) : 7 € Tn}.

III - Inégalité du prophéte par seuillage
Dans cette partie on suppose que les variables aléatoires (X,,1 < n < N) sont
positives, intégrables et indépendantes. On note m une médiane de X}, c’est & dire
un nombre réel défini par les inégalités

[N

P(Xj<m)=q<: e P(Xy>m)=p<

D | =

Pour toute constante ¢ > 0, on note

(c) =inf{n < N: X, >c} AN, o(c)=inf{n < N:X,>c}AN,
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E' X =E (Xr(c)l{xf(c)zc}) , E' Xy =E (Xa(c)l{x,<c)>c}) :

Soit T§ 'ensemble des temps d’arrét de la forme 7(c) et o(¢) pour les constantes ¢ > 0.
On note enfin § = 38 E[(X; — m)*].
1. Montrer que E(X}) <m+ 5.

2. Montrer que
EY (Xotm) = mp + S E [(Xi = m)T Yopmy»i-1y] = mp+ (1 —p)
et que

E* (Xrem)) 2 m(1 —g) + Bq.

3. En déduire que si 8 > m, E(X}) < 2EN(X;im)) < 2E(X,(m)) et que si 8 < m,
E(Xy) < 2E* (X;(m) < 2E(Xe(m))

4. En déduire les inégalités du prophéte :

E(Xy) < 2sup{E(X.):7 €Ty} (1)
< 2sup{E(X,): 7€ In}. (2)

5. Montrer que dans l'inégalité (2) la constante 2 est optimale. (On pourra con-
sidérer X; = 1, X, = M 1,4, avec P(Ay) = % et X; = 0 pour tout ¥ > 3.) On
admettra que cette constante 2 cesse d’étre optimale si on demande en outre que
les variables aléatoires (X,,,1 < n < N) soient de méme loi.

6. Dans cette question, on suppose que pour chaque entier N > 2, les variables
aléatoires XnN),l < 1 < N sont indépendantes de méme loi : étant donnés des
réels a €]0,1[, b> 0 ¢ > 0 tels que b+ ¢ < N, on suppose que

b
PxM=0=1- —bj\"rc, P(x{M =a) = % et P(XM=1)= T

{a) Montrer que

E= limIEI( sup X;.(N)> =1l—eb4qg (e—b _ e—(b+c)) '
N 1<i<N

(b) Montrer que

_ o (bto)
I (MY _ (1—e )(b + ac)
W(a) = h}{'_nE(XT(G)) = b e ,

w(1) = mE(X{) =1-¢.
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) . cl—et)—bet(l-e)
;;- (¢) Montrer que sia =a* = {1 = 0
: 0<a” <1

,ona W(l) = W(a*) et

(d) Montrer que si

T T e

—b_ —{b+c) ble=? — —{b+e)y2
Q(b, C) =1+ 61 i(b+c) el (e —(b-t-ce) 1 ) b
g —e (1 — e=(t+9)(1 —e™?)

I" on a
1 vy, <<

lﬁ lim]E(sup{Xn :1<n< N} _

b,c).
N sup{E( ﬁN)) T €TE} Qb9

En déduire que la constante 2 ne peut pas étre améliorée dans 1'inégalité (1)

méme lorsqu’on impose en outre aux variables aléatoires d’avoir la méme
loi.

IV - Inégalité du prophéte pour des moyennes

Soit (Y,,n > 1) une suite adaptée de variables aléatoires positives intégrables telle
que pour tout entier n > 1, Y, ., est indépendante de F,,. Pour tout entier n > 1, on

pose X, = %Z?ﬂ Y; et on suppose que V = sup{E(X,) : 7 € T} < +oo. Pour tout
t > 1, on pose

nw) =inf{n > 1: X,(w) > tV}
et pour tout entier k > 1,
Ve (W) = inf{n > vp(w) : Xp(w) 2tV + X, (W)}

1. Montrer que P(r; < +o0) < %,_ puis que pour tout entier m > 1,

o0 1 r
P(ypy < +00) < ZP (Vm:k,sup— Z Y; ZtV) .

.
E—m r>k i=k-+1

En déduire que P(vy, < +o0) < t™™ pour tout entier m > 1.

2. Pour tout w € {11 < n}, soit
gw)y=sup{j > 1:Fr > L, r(w)=j <n}
et soit
An={n <n}, Bp={w:3k >2, n{w) =n}et D, ={¥, <nitV}.

(a) Montrer que By C An, DS NAS C {vn=n+1} et P(A,) <t
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(b) Montrer que X, — X, < tV.

(c) En utilisant la partition Dnyy et D7), montrer que

1
I, =E (IB,.-H(XR-H - Xan)) < 2tVP(Bﬂ+1) + mE (lAnnDﬁ+1Yn+1) ’

(Ou pourra montrer que I, < tVP(Bn1) + E (1p,,,(Xne1 =~ Xn) )-)
{d) En déduire que

Y,
-1 -1y-1 n+1
I, < QtVP(Bn.H)'Ft (1 —t ) E(ID§+IHA$1”+1)

< 2VP(Bpy) + (¢ — 1)7'E (Ypy=niy Xnti) -

3. Montrer que

oo
E 1Bn+1 n+1 ‘—Xa-“ E : - VI: 1 ]'{”k<‘3°}
n=1 k=2

et

X* < le 1{V1<+oo} + Z(Xvk - XVk—l)l{Vk<°°} +iV
k=2
4. Montrer que
oQ oo
ZP(B,,+1) = ZP(I/k <oo) <t Ht-1)!
n=1 k=2
5. Montrer que E(X*) < [1+t+ 2]V,
6. En déduire que E(X*) < 2(v3+1)V

V - Inégalité de type prophéte pour des transformées de suites

Dans cette partie, on suppose que (X,,1 < n < N) est une famille de variables

aléatoires positives intégrables et que X, est une variable aléatoire intégrable telle que
E(Xo) = 0. On pose

pN = {Ui+120Si<N,OSUiSI},
Jv = {Ui4 est mesurable par rapport 3 o(X;},0<i< N,0<U; <1}
Ily = {Uiy est mesurable par rapport & o(Xy,---,X;), 0<i< N, 0<U; <1}

et pour tout entier n tel que 1 < n < N, Z, = ¥ ... Uia(Xiy1 — X;) ; on note
Z=UxX. Pour tout i € {1,---, N}, on note

= IE(X,), a; = ]E[(X, - 6.,')+], b,‘ = E[(Xz - €i+1)+]




.

et on suppose que E{X;|X;_;) = ;. Pour toute variable aléatoire X, on pose

u(X) = E(X) — JE(X - B(X))).

Dans la suite, on note

G = sup{E(U * X)n,U € JIn}

l’espérance maximale obtenue 3 I'instant NV en transformant (X,) par une suite (Uy,)
adaptée au présent et

P = sup{E(U * X)n,U € Py}

I'espérance maximale obtenue & l'instant NV en transformant (X,) par une suite (Uy,)
sans restriction d’adaptation.

1. Montrer que u(Xy) <0< pu{Xy).

2. Montrer que pour toute variable aléatoire X, u(X) = E(X) — E[(X - E(X))*].
3. Montrer que si 7 € Ty, X ~ Xo = Zy pour U; = 1(;55 € [Iy.

4. Montrer que G = E E[(e; — X;-1)*]

5. Montrer que P =N B[(X; — X;_)*] < N, E[(X; — &)} +G.

6. Montrer que G = SN VE[(X; — ei1)t] + en-

7. Montrer que pour tout couple de nombre réels a < b,

(b—a)P(X 2 b) < E{(X — a)*] ~E[(X —)*] < (b - 0)P(X > a).

8. Soit X une variable aléatoire d’espérance e ; montrer que pour toute constante

I
E[(X-e)" | <E{(X-N't+P(X <e)] +f—e
et que si e < f,
E(X -] <E[(X-f)]+f-e.
9. En déduire que ST, a; < 2G — [u(Xn) — p(Xo)].
10. En déduire que

P < 3G. (3)
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11. On suppose de plus que 0 5 €1 < -+ < ey- Montrer qu'alors P < 2G + ey.

12. On suppose dans cette question que M = 2N ; on pose X = Xy, et pour ¢ > 1,
Xyi1=¢€eh | =e;, Xy, =X, €5, =¢;. On note

G = sup{E(U * X)on, U € Jon} et P =sup{E(U * X')on,U € Pan}.

(a) Montrer que G' =G.

(b) Montrer que P' = G + YN E[(X; — e)7].

(c) On suppose que Xg = Xy =0, X; = net pourtout 1 < i < N
€yl = Epi oiun >0et 0 < p<1sont des constantes. Pour 2 <z < N -2,
soit P(X,; =eq1)=p, P(X;i=0)=1-p

. Montrer que pour 2 < i< N -2, b; =0et a; = p(ei41 — €;)-

ii. Montrer que si 7 est assez petit et p est assez proche de 1, El =1 @
peut étre rendu arbitrairement proche de ey_;, puis que pour N assez
grand, ey.q > 1.

iii. Pour « €]0, 1], on définit enfin P(Xy_; = &) = aet P(Xy_; =0) =
1 — «. Montrer que Z 1 @i peut étre choisi arbitrairement proche de

2exn-y tandis que Z:—o b.l = ey_1 = . En déduire que la constante 3
dans I'inégalité (3) est optimale.




